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• Franois Lusseyran, Chargé de Recherche, LEMTA ENSEM-INPL, Nancy,
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Gérard Gouesbet pour avoir accepté de diriger cette thèse.
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2.3.2 Modèle 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Introduction générale

La théorie des systèmes dynamiques non linéaires est souvent considérée comme étant
éloignée des applications à des systèmes réels et encore plus à des systèmes proches des
préoccupations des industriels. Il est vrai que les études théoriques menées sur des modèles
numériques simples semblent très en amont de possibles applications à des systèmes con-
crets. Certains concepts ne se révèleront sans doute utiles qu’au niveau de la connaissance
pure, mais d’autres suffiront à légitimer ce type d’approche en permettant une meilleure
compréhension de systèmes dont le comportement reste, essentiellement, incompris.

Les sprays, c’est-à-dire la formation d’un système de gouttelettes à partir d’un système
liquide donné représentent un exemple de ce genre de systèmes réels complexes dont
l’intérêt n’est plus à prouver. Ils sont abondamment utilisés dans la vie quotidienne (par-
fumerie, applications pharmaceutiques) comme dans certains procédés industriels (combus-
tion, revêtements de surface, conditionnements alimentaires, etc.) où le contrôle de leur
fonctionnement est capital pour améliorer l’efficacité des techniques utilisées.

Au CORIA, l’équipe ”Atomisation et Sprays”, animée par Michel Ledoux et Christophe
Dumouchel, travaille sur l’amélioration des techniques de génération de sprays et sur la
compréhension des phénomènes physiques mis en jeu. Devant la complexité des phénomènes
rencontrés, une collaboration s’est établie entre cette équipe et celle consacrée aux ”Systèmes
dynamiques non linéaires”, animée par Christophe Letellier et Gérard Gouesbet, afin
d’utiliser les concepts de la théorie des systèmes dynamiques non linéaires pour l’étude des
processus d’atomisation. En effet, la théorie linéaire est omniprésente dans la modélisation
de ces processus d’atomisation. Il existe bien des théories non linéaires, mais basées sur
l’élaboration de simulations numériques qui, même si elles ont leur intérêt propre, ne tentent
pas d’analyser de front les comportements expérimentaux. L’enjeu de cette thèse est donc
de taille: utiliser les concepts de l’analyse des dynamiques non linéaires afin d’obtenir une
nouvelle classification des comportements d’atomisation en gouttes et, dans certains cas,
fournir des amorces d’explications. Parallèlement, nous verrons qu’un objectif préliminaire
de cette thèse était aussi de mettre au point un dispositif expérimental capable de donner
des mesures interprétables par l’approche des systèmes dynamiques non linéaires.

Bien entendu, certains systèmes expérimentaux ont déjà été étudiés avec succès, nous en
reparlerons au chapitre 1. Il existe même certains exemples en dynamique des fluides mais
ils sont souvent considérés comme des cas d’école à cause de leur éloignement du contexte
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2 Introduction générale

industriel ou plus simplement à cause de leur caractéristiques idéales de fonctionnement
choisies pour générer des comportements chaotiques par exemple (convection de Rayleigh-
Bénard, expérience du fil chaud 2, etc.). Ici, il ne s’agit pas de chercher à mettre en
évidence un comportement chaotique, mais d’utiliser les concepts de la théorie qui explique
ces comportements complexes.

Nous allons donc nous intéresser au cas le plus classique des processus d’atomisation:
la rupture en gouttes de jets liquides cylindriques. C’est Plateau, puis Rayleigh 3 qui
ont construit la première modélisation du processus de déstabilisation puis de rupture en
gouttes d’une colonne liquide cylindrique. Depuis, beaucoup d’améliorations y ont été
apportées et beaucoup d’autres méthodes ont été implémentées: nous en passons quelques-
une en revue dans le premier chapitre. Nous y introduisons aussi les concepts fondamentaux
de la théorie des systèmes dynamiques non linéaires et leurs applications à des systèmes
assez proches de notre sujet d’étude.

Du point de vue expérimental, les techniques d’imagerie permettant la détermination
de la longueur de rupture (longueur du corps du jet) sont prédominantes. Certaines autres
techniques, basées sur des sondes optiques ou des mesures d’impédances, permettent de
mesurer d’autres grandeurs caractéristiques du jet: essentiellement le diamètre absolu du
jet où la taille (relative) des perturbations évoluant sur le jet. Dans notre cas, nous verrons
qu’une technique originale est à mettre au point pour analyser le comportements de jets
liquides cylindriques à l’aide des outils de la théorie des systèmes dynamiques non linéaires
sans imposer des contraintes sur la nature du liquide utilisé ou plus généralement sur
les caractéristiques du spray que nous souhaitons étudier. Ce problème est traité tout
au long du chapitre 2 à travers des simulations optiques et l’interprétation des mesures
réalisées sur différents types de jet. Nous y verrons aussi les premiers résultats présentant
notamment un thème récurrent dans ce travail de thèse: la notion de processus intermittent.
Par soucis de clarté, nous avons choisi de ne pas présenter les caractéristiques de chacune
des techniques de mesures envisagées pour aller à l’essentiel de ce travail de thèse.

Le chapitre 3 permet de présenter la méthode de mesure retenue pour étudier les jets
liquides cylindriques: les mesures par ombroscopie. Différents types de jets y sont étudiés
successivement pour arriver à associer les régimes de fonctionnement mis en évidence dans
de précédents travaux sur des critères phénoménologiques avec les différents comportements
dynamiques que l’on peut distinguer à l’aide de nos outils.

Au cours de cette étude, la nécessité de développer un nouvel outil plus adapté à des
systèmes complexes, mais dérivé de concepts pré-existants, est apparue. La dynamique
symbolique probabiliste, présentée au chapitre 4 sur des systèmes théoriques d’abord
puis appliquée aux jets liquides cylindriques ensuite, permet d’analyser plus finement les
processus de déstabilisation d’un jet menant à sa rupture en gouttes, en fonction de la
position dans le jet.

2voir les références [60] et [62] du chapitre 1.
3voir les références [8-10] du chapitre 1.
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Bien entendu ce mémoire sera clos par une conclusion à cette étude et par une descrip-
tion de quelques perspectives.
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Chapter 1

Les sprays

Résumé

Dans un premier temps, nous proposons un tour d’horizon du problème
de l’atomisation en allant du cas général vers les résultats portant sur les jets
liquides cylindriques, sujets d’étude de cette thèse. Notamment, nous mettons
en évidence l’un des points clefs de l’étude de tels jets, à savoir la prédiction
de la position du point critique sur la courbe de stabilité. Dans ce cadre, nous
introduisons le problème de l’influence du profil des vitesses dans le jet sur les
processus de déstabilisation menant le jet à se rompre en gouttes.

Dans la deuxième partie, nous présentons les concepts principaux de la
théorie des systèmes dynamiques non linéaires dont l’utilisation dans cette thèse
a pour objectif une meilleure compréhension des processus de rupture en gouttes
d’un jet cylindrique. Cette présentation conduit à passer en revue certaines
études expérimentales qui, sans correspondre au cas des jets envisagés dans ce
travail de thèse, apportent des exemples d’applications des outils de la théorie
des systèmes dynamiques non linéaires à deux phénomènes proches de notre
sujet d’étude (robinet qui goutte, jet cylindrique d’air dans de l’air).

1.1 Introduction

Ce chapitre introductif propose un état de l’art concernant les processus de rupture en
gouttes d’un système liquide. Il est destiné à sensibiliser aux problèmes de l’atomisation
ceux qui n’en connaissent pas bien la physique, et ceux qui, la connaissant bien, veulent
savoir comment la théorie des systèmes dynamiques non linéaires peut apporter des outils
utiles à une meilleure compréhension du comportement des sprays.

Nous allons d’abord nous intéresser aux caractéristiques générales des sprays liquides
(majoritairement rencontrés, contrairement aux sprays de particules solides) évoluant dans
un environnement gazeux. Ces sprays sont produits par la désintégration d’un écoulement
liquide, libre de toute contrainte pariétale, dans une atmosphère gazeuse. Ensuite, nous
verrons plus précisément les particularités de cette désintégration, appelée ”atomisation”,
dans le cas d’un jet liquide cylindrique qui est l’objet d’étude de ce travail de thèse. Enfin,
nous passerons en revue les travaux impliquant l’utilisation d’outils venant de la théorie
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6 Chapter 1. Les sprays

des systèmes dynamiques non linéaires pour l’analyse du comportement de certains jets.
Dans ces pages, nous ne nous attacherons pas aux problèmes particuliers liés aux liquides
non-newtoniens.

1.2 Caractéristiques générales des processus d’atomisation

Dans cette section, nous présentons de manière générale les étapes successives menant à
la création du spray, ce qui nous permettra de dégager les premiers facteurs influençant
la production des gouttelettes. Ensuite, nous passons en revue quelques grandeurs car-
actéristiques d’un spray permettant de définir sa composition et son état. Enfin, les avan-
tages de quelques modèles de l’atomisation seront brièvement présentés: modèles linéaire
et numériques; ainsi que le formalisme de l’entropie maximum qui est brièvement décrit
puisqu’il permet la prédiction, par le calcul, des distributions des tailles des gouttes d’un
spray a priori quelconque.

1.2.1 La formation d’un spray

Quel que soit le type d’atomiseur rencontré, le domaine d’application considéré (phar-
maceutique, combustion, etc.) et le liquide injecté, nous pouvons distinguer la même
succession d’étapes qui mènent à la rupture en gouttelettes. Chacune de ces étapes a ses
caractéristiques propres et influence celles qui la suivent, en aval de l’écoulement.

De manière générale, nous distinguons cinq étapes guidant le processus de l’atomisation
en gouttes (fig. 1.1) [1]. Ces étapes peuvent tre suivies de manière séquentielles (cas du
”premier type d’atomisation”), ou se chevaucher les unes par rapport aux autres (dans le
cas du ”deuxième type d’atomisation”, voir définition ci-après).

Ecoulement interne à l’injecteur. Influençant fortement la forme du spray, l’injecteur
est la pièce mâıtresse initiant le processus de l’atomisation. Sa fonction est de former
un système liquide à partir de l’écoulement circulant à l’intérieur. Sa géométrie interne,
associée aux propriétés physiques du liquide injecté et de la pression d’injection, conditionne
l’écoulement qui se développe au sein même de l’injecteur. Cet écoulement détermine les
caractéristiques du système liquide libre ainsi formé.

En premier lieu, la géométrie interne de l’injecteur peut déjà imposer la forme du
système liquide comme c’est le cas pour les jets cylindriques, les nappes annulaires ou
coniques, et les nappes planes rétrécissantes. Le système liquide a donc, respectivement,
une, deux, ou trois caractéristiques géométriques. Mais cette géométrie interne, associée à
la valeur de la pression d’injection et aux propriétés physiques du liquide, notamment la
viscosité, détermine aussi le champ des vitesses dans le système liquide qui se forme, et va
donc fortement influencer le futur de ce système liquide.

En particulier, comme nous le verrons plus en détail dans la suite, l’augmentation
de la viscosité va abaisser la valeur du nombre de Reynolds de l’écoulement défini par
Re = ρvl/µ, où ρ est la masse volumique, µ la viscosité dynamique et l est une dimension
caractéristique de l’écoulement. Le nombre de Reynolds compare les forces d’inertie aux
forces de viscosité. Aux faibles nombres de Reynolds, les forces visqueuses jouent un rôle
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Formation du système liquide libre

Déformation du système liquide

Rupture

Transport des gouttelettes

Ecoulement interne à l’injecteur

Figure 1.1: Etapes de la formation d’un spray.

très important, et l’écoulement est laminaire. Aux grands nombres de Reynolds, les forces
d’inertie sont dominantes, et l’écoulement est turbulent.

Les injecteurs se partagent en deux groupes:

• les injecteurs mécaniques qui produisent un écoulement liquide libre dans un envi-
ronnement gazeux au repos. Le différentiel de vitesse liquide/gaz est alors uniquement
imposé par l’écoulement du liquide.

• les injecteurs assistés qui générent un écoulement liquide libre entouré d’un ou
deux écoulements gazeux. Dans ce cas, l’écoulement gazeux, qui est le plus rapide,
impose le différentiel de vitesse. Cela permet d’obtenir des différentiels plus impor-
tants et, par conséquent, des sprays aux gouttes plus fines.

Formation du système liquide libre. Comme nous l’avons vu, la formation du système
liquide découle directement des paramètres de l’injection. Et c’est l’évolution libre de ce
système liquide, dans un environnement gazeux, qui génère les mécanismes menant à la
rupture en gouttes. C’est pourquoi l’étape de formation du système liquide est intimement
liée à celle de la déformation de ce système.

Globalement, nous retiendrons que l’ordre de grandeur de la taille moyenne des gouttes
est relié par une relation du type Dg ∝ ǫc

n à l’échelle caractéristique ǫc du système liquide.
Par exemple, pour le jet cylindrique, ǫc est le diamètre et n = 1; dans le cas d’une nappe
liquide, ǫc est l’épaisseur et n = 1/2.
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Déformation du système liquide. Cette étape voit les perturbations apparâıtre, s’installer,
et crôıtre jusqu’à l’apparition de la rupture en gouttes. Deux classes de phénomènes
physiques participent à ce processus: les mécanismes internes à l’écoulement, et les in-
teractions avec le gaz environnant. Parmi les phénomènes physiques appartenant à ces
deux classes, certains tendent à stabiliser et d’autres à déformer le système liquide. Cette
compétition entre actions stabilisantes et déstabilisantes fait apparâıtre des perturbations
de l’interface et, surtout, sélectionne les déformations qui perdureront. Ces déformations
sont appelées perturbations naturelles, ou perturbations dominantes. Les perturbations qui
perdurent et croissent grâce à ce processus de compétition assurent la rupture du système
liquide en gouttes.

Une des deux classes de phénomènes physiques participant à la déformation de la surface
du système liquide est constituée par les mécanismes internes à l’écoulement. Ils sont liés
à la structure du champ de vitesse et à son évolution dans l’espace et le temps. A la sortie
de l’injecteur, le système liquide est libéré des contraintes pariétales. La modification
brutale de ces conditions aux limites entrâınent la relaxation du profil initial des vitesses.
Ce phénomène est un exemple des mécanismes internes pouvant initier et influencer la
déformation du système liquide.

La tension de surface du couple liquide/gaz détermine la réaction des forces de tensions
superficielles aux courbures locales de la surface du jet. Son action peut tre stabilisante ou
déstabilisante selon la géométrie de l’écoulement liquide.

Enfin, les phénomènes physiques liés à l’interaction liquide-gaz sont dus à la présence
des forces aérodynamiques qui interviennent à la surface du jet, proportionnellement au
carré du différentiel de vitesses entre le liquide et le gaz.

Rupture et formation des gouttes. A la rupture en gouttes, l’amplitude des déformations
devient de l’ordre de grandeur de la taille caractéristique du jet. Des gouttelettes se for-
ment par détachement d’un paquet liquide du jet. La géométrie du jet, déterminée par
les caractéristiques de l’injection et les déformations subies, déterminent les tailles locales
caractéristiques et donc la multiplicité des tailles de gouttes obtenues. En fait, deux types
d’atomisation sont mis en évidence:

• Premier type d’atomisation: Quand la différence de vitesse entre l’écoulement liquide
et le milieu environnant est relativement faible (typiquement inférieure à 35−40 m/s,
ce critère dépendant beaucoup de l’écoulement envisagé), la longueur d’onde des
perturbations est du même ordre de grandeur que la dimension caractéristique du
système liquide. Leur croissance entrâıne des déformations suivies par l’intégralité
de l’écoulement liquide. La rupture s’opère à l’échelle du système liquide et les
gouttes formées sont du même ordre de grandeur que la dimension caractéristique
du système liquide. Ici le processus d’atomisation semble plus ou moins ordonné,
les premières gouttes apparaissant à une distance relativement constante du nez de
l’injecteur (un exemple est donné dans le cas du jet cylindrique sur la figure 1.2.a).
Dans ce cas, les étapes du processus d’atomisation présentées sur la figure 1.1 se
suivent en apparaissant les unes à la suite des autres.

• Second type d’atomisation: Quand le différentiel de vitesse est important, la longueur
d’onde des perturbations peut être beaucoup plus faible que la dimension du système
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liquide. Ici, la croissance des perturbations entrâıne des déformations localisées de
l’interface. La rupture qui s’ensuit, souvent appelée épluchage de l’interface, produit
des gouttes de tailles beaucoup plus faibles que la dimension du système liquide.
Contrairement au cas précédent, la rupture n’a aucun caractère ordonné ici: les
gouttes sont produites très près du nez de l’injecteur et sur toute l’interface (fig.
1.2.b). Les différentes étapes de formation du spray (fig. 1.1) se chevauchent.

Ces deux types d’atomisation ne sont pas exclusifs et bien souvent coexistent. La
présence de ces deux processus d’atomisation génère forcément des sprays très poly-dispersés,
ce qui est le cas du jet photographié de la figure 1.2.b.

Transport des gouttes. Lorsqu’aucun nouveau processus d’atomisation ne force les
gouttes à se rompre en de nouvelles gouttes de tailles plus petites, les gouttes sont dites
stables et le processus d’atomisation peut être considéré comme terminé. C’est pourquoi
nous pouvons distinguer l’atomisation primaire de l’atomisation secondaire. L’atomisation
primaire est le processus de formation du premier ensemble de gouttes provenant de la
déformation du système liquide. L’atomisation secondaire fait référence à la désintégration
éventuelle des gouttes issues de l’atomisation primaire. En effet, une goutte dans un
environnement gazeux est un système liquide libre à part entière, sur lequel le processus
d’atomisation basé sur l’action des forces aérodynamiques peut éventuellement prendre
place. Pour qu’il y ait de nouveau rupture, il faut que les forces aérodynamiques dues au
déplacement de la goutte par rapport au gaz environnant soient plus efficaces que les forces
de tension de surface qui assurent la cohésion de la goutte. C’est le cas lorsque le diamètre
ou la vitesse de la goutte est suffisament grand. Ce mécanisme est très bien décrit par
Shraiber et al. [2]. Un schéma décrivant un exemple de ce type de mécanisme est présenté
sur la figure 1.3.

Chaque étape présentée précédemment (l’écoulement interne à l’injecteur, la formation
du système liquide libre, la déformation du système liquide et la rupture en gouttes) influ-
ence le processus menant à la rupture en gouttes. Cependant, il est facile de voir combien
les propriétés du liquide injecté et celles du gaz environnant conditionnent ces influences
successives.

Par exemple, la valeur de la tension de surface du couple liquide/gaz induit évidemment
une variété de comportements. En effet, une manière de définir la qualité d’un spray est
de quantifier l’augmentation de la surface liquide en contact avec le gaz environnant. La
surface avant atomisation est simplement celle du système liquide émergeant de l’injecteur,
alors qu’après l’atomisation, cette surface est égale à la somme des surfaces de chacune
des gouttes. Le rapport entre ces deux valeurs donne directement une indication du
niveau d’atomisation obtenu; ce qui est d’autant plus pertinent que l’on s’intéresse à des
phénomènes de surfaces tels que l’évaporation (combustion) et l’absorption. La tension
de surface est donc importante en atomisation des gouttes puisqu’elle représente la force
résistant à la création de nouvelles interfaces liquide/gaz. Le nombre sans dimension per-
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(b)(a)

V

Figure 1.2: Photographies d’un jet liquide cylindrique illustrant les deux types d’atomisation
rencontrés (Samuel Leroux/CORIA). (a) Premier type d’atomisation: les gouttes se
détachent du corps du jet les unes à la suite des autres; (b) Second type d’atomisation:
il y a ”épluchage de l’interface” sous l’action des forces aérodynamiques.



1.2. Caractéristiques générales des processus d’atomisation 11

Rupture finale en gouttes

Eclatement de
la bulle

Fragments de bulle
au centre

de taille variable

Moitie de bulle

Forme de coupe

par la pression
Goutte aplatie

Direction du mouvement

Couronne epaisse

Couronne se cassant
en ligaments

Figure 1.3: Schéma représentatif des mécanismes de l’atomisation secondaire (d’après [1]).

mettant de quantifier cette action est le nombre de Weber 1, car il représente le rapport
entre les forces d’inertie et les forces de tension superficielle.

Bien que cela soit moins évident, l’influence de la viscosité est encore plus grande.
Cela vient de son action double, d’une part sur le débit et la géométrie du système liquide
formé à la sortie de l’injecteur et, d’autre part, directement sur la taille des gouttes du
spray obtenu.

Une augmentation de la viscosité diminue le débit 2 et la valeur du nombre de Reynolds,
mais peut aussi retarder le développement des instabilités sur le jet ou la nappe liquide.
Ici, on peut faire le lien avec l’influence du profil de vitesses à la sortie de l’injecteur et son
éventuelle relaxation. Plus la viscosité est grande, plus le temps caractéristique de relax-
ation du profil de vitesses est importante. Cette action peut donc influencer l’établissement
des instabilités initiales. Mais nous pouvons ajouter qu’une réduction du Reynolds induit
une ”tranquillisation” de l’écoulement (vis-à-vis de la turbulence), et donc peut provoquer
une diminution des amplitudes des perturbations initiales. La diminution de la valeur du
nombre de Reynolds et le retard du développement des instabilités ont pour effet de re-
tarder la désintégration du système liquide. Cela a aussi pour effet d’augmenter la taille
des gouttes du spray. Cette deuxième conséquence peut par exemple s’expliquer par une

1We = ρv2l/σ (où σ représente la tension superficielle, correspondant à une énergie par unité de surface):
le nombre de Weber compare l’énergie cinétique par unité de volume aux forces de pression associées à la
tension superficielle.

2sauf dans certains cas, comme celui des injecteurs produisant des nappes liquides coniques, et pour une
plage de fonctionnement donnée.
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diminution de l’influence de l’atomisation secondaire.
De manière générale, une augmentation de la viscosité a invariablement un effet néfaste

sur le rendement de l’atomisation car, lorsque les pertes de charge dues à la viscosité sont
grandes, il y a moins d’énergie disponible pour assurer l’atomisation. Les gouttes du spray
sont alors plus grosses.

Les propriétés du gaz environnant sont aussi très importantes. Les plages de fonction-
nement en pression et en température sont très grandes. Pour s’en rendre compte, il suffit
de prendre pour exemple les conditions d’utilisation en combustion, comparées à celles
d’un spray médical. Or, ces propriétés influencent aussi les processus décrit précédemment
en agissant sur la valeur de la densité du gaz. La densité du gaz modifie notamment la
géométrie du système liquide injecté.

De manière générale, la distribution en tailles de gouttes, la vitesse du spray, la géométrie
de l’espace occupé par les gouttes dépendent de la densité du gaz.

Comme nous avons pu le voir, les mécanismes d’atomisation sont complexes et dépendent
de beaucoup de paramètres. Nous comprenons alors la nécessité de bien caractériser l’état
d’un spray en définissant des paramètres plus ou moins complexes, comme nous allons le
voir maintenant.

1.2.2 Grandeurs caractéristiques d’un spray

De manière à optimiser le choix d’un spray pour une utilisation donnée, et donc celui d’un
atomiseur, il faut en définir ses caractéristiques.

Tout d’abord, les distributions en tailles et en vitesses, qui sont des fonctions du type
”densité de probabilité”, permettent de connâıtre la répartition en tailles ou en vitesses
des gouttes d’un spray. Mais ces distributions numériques peuvent aussi renseigner sur la
répartition en volume (ou en masse), c’est-à-dire donner le pourcentage de gouttes ayant
un volume donné.

Nous pouvons aussi distinguer les distributions numériques, des distributions volu-
miques. Les premières donnent la proportion du nombre de gouttes ayant une de leurs
caractéristiques (taille, masse, vitesse) dans une classe de valeurs donnée. Les secondes
sont définies pour donner la proportion du volume du spray composé de gouttes ayant une
de leurs caractéristiques dans une classe de valeurs donnée. Bien entendu, pour un même
spray et dans des conditions particulières sur la forme des gouttes, ces deux représentations
se déduisent l’une de l’autre. En effet, pour un ensemble de gouttes sphériques, nous pou-
vons montrer que les distributions numérique (fn) et volumique (fV ) sont liées par la
relation:

fV =
D3

D 3
30

fn(D) (1.1)

où D est la variable désignant le diamètre des gouttes, et D30, le diamètre de la goutte
dont le volume, multiplié par le nombre de gouttes du spray, est égal au volume total du
spray 3.

3Dans la suite, nous définissons précisément les diamètres Dab, où a et b sont des constantes (ici 3 et 0
respectivement pour D30).
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De manière à avoir un modèle de ces fonctions, les distributions normale ou Log-normale
classiques peuvent être utiles [1]. La distribution normale est donnée par:

dN

dD
= fn(D) =

1√
2π sn

e
− 1

2s 2
n

(D − D̄2)
(1.2)

où N , est le nombre de gouttes et sn une mesure de la déviation de la valeur de D par
rapport à la valeur moyenne D̄. En règle générale, sn est la déviation standard, et s 2

n est
la variance.

Souvent, la distribution en taille suit mieux cette distribution gaussienne si la valeur
prise en compte pour D est la valeur du logarithme du diamètre de la particule. Alors,
nous obtenons une distribution Log-normale dérivant de la distribution précédente. La
distribution Log-normale est aussi valable pour les distributions en surface ou en volume.

Cependant, des représentations empiriques plus adéquates ont été proposées. La dis-
tribution de Nukiyama et Tanasawa [2] et ses dérivées sont les plus courantes:

dN

dD
= aDp exp [−(bD)q] (1.3)

où b, p, et q sont des constantes arbitraires indépendantes généralisant la distribution
proposée par les auteurs (a est déduite par normalisation de la fonction).

Celle de Rosin et Rammler [3] a autorité en ce qui concerne la distribution volumique
en tailles des gouttes; elle s’énonce:

1 − Q = e−(D/X)q
(1.4)

où Q est une fraction du volume total, somme des volumes de chaque goutte dont le
diamètre est inférieur à D. X et q sont des constantes arbitraires.

Il existe une distribution de Rosin-Rammler modifiée [4], spécifique au cas d’un in-
jecteur à swirl, et une fonction à limite supérieure de Mugele et Evans [5] fonctionnant
avec des valeurs finies pour le minimum et le maximum des tailles de gouttes (distribution
bornée), donc plus réaliste.

A l’aide des distributions précédentes, il est facile de définir un autre type de paramètres
très pratiques pour la caractérisation de l’état d’un spray. Il s’agit des diamètres moyens.
L’expression générale d’un diamètre moyen Dab, défini par les constantes entières a et b,
est donnée par:

Dab =








∫ Dm

D0

Da (dN/dD) dD

∫ Dm

D0

Db (dN/dD) dD








(
1

a − b

)

(1.5)

sachant que dN est le nombre de gouttes du spray dont le diamètre est dans l’intervalle dD.
La somme (a + b) s’appelle l’ordre du diamètre moyen. Par exemple, D10 est le diamètre
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moyen au sens commun du terme; il s’agit de la moyenne arithmétique sur la distribution
numérique des diamètres du spray. Son expression est

D10 =








∫ Dm

D0

D (dN/dD) dD

∫ Dm

D0

(dN/dD) dD








(1.6)

D30 est le diamètre d’une goutte dont le volume, lorsqu’il est multiplié par le nombre
total de gouttes, est égal au volume liquide total qu’occupe le spray. D32, le diamètre de
Sauter, est le diamètre d’une goutte dont le rapport volume sur surface est égal à celui
du spray entier. Le tableau A.1 récapitule quelques uns des diamètres moyens les plus
courants et leur domaine d’application (d’après [1], p. 91).

a b a + b Symbole Nom
du diamètre
moyen

Application

1 0 1 D10 Longueur Comparaisons entre sprays

2 0 2 D20 Surface Contrôle de la surface

3 0 3 D30 Volume Contrôle du volume

2 1 3 D21 Surface
sur longueur

Absorption

3 1 4 D31 Volume
sur longueur

Evaporation,
diffusion moléculaire

3 2 5 D32 Sauter Transfert de masse, réaction

4 3 7 D43 De Brouckere
et Herdan

Equilibre de combustion

Table 1.1: Diamètres moyens et leurs applications.

D’autres diamètres permettent de connâıtre certaines caractéristiques de la distribu-
tion en tailles des gouttes. Par exemple, les diamètres représentatifs DX , sont égaux aux
diamètres de gouttes pour lesquels X% du volume total de liquide est contenu dans les
gouttes ayant un diamètre inférieur à cette valeur. Ou bien encore, Dmax, correspondan à
la valeur du diamètre au maximum de la courbe de distribution. Mais ils existent encore
d’autres paramètres associés à l’utilisation de tel ou tel modèle de courbe de distribution.

Enfin, des informations sur la dispersion en tailles des gouttes peuvent être connues à
l’aide de coefficients dont la liste qui suit donne quelques exemples.

• Un index permet de mesurer le degré d’uniformité des gouttes:

Index d’uniformité des gouttes =

∑

i

Vi (D0.5 − Di)

D0.5
(1.7)
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où Di est la valeur du diamètre à l’intérieur d’une classe 4 i, pour laquelle i% du
volume total de liquide est contenu dans les gouttes ayant un diamètre inférieur à
cette valeur.

Cette expression indique l’importance de la dispersion relative autour du diamètre
médian D0.5.

• Le facteur ∆ défini par:

∆ =
D0.9 − D0.1

D0.5
(1.8)

détermine le domaine sur lequel les diamètres des gouttes du spray se répartissent
autour du diamètre médian D0.5. De plus, il est directement calculable à partir de la
distribution de Rosin-Rammler qui donne alors: ∆ = (3.322)1/q − (0.152)1/q .

• L’index de dispersion est un autre paramètre utilisé pour connâıtre le domaine de
dispersion en taille, qui, défini pour la distribution de Rosin-Rammler, s’écrit:

δ =

∫ Dm

D0

D
dQ

dD
dD =

∫ Dm

D0

q

(
D

X

)q

exp

[

−
(

D

X

)q]

dD (1.9)

Sa forme relativement compliquée fait préférer l’utilisation de l’expression précedente
du facteur ∆.

• Enfin, pour accéder à une indication de la taille maximale possible pour une goutte,
un autre facteur est efficace. Son expression a une forme très proche de celle de ∆ et
s’écrit:

∆B =
D0.999 − D0.5

D0.5
(1.10)

En considérant une distribution de Rosin-Rammler, nous avons

D0.999

X
= (6.908)1/q,

et, par conséquent, ∆B = (9.967)1/q − 1.

Parmi les caractéristiques présentées, la fonction densité de probabilité, caractérisant
la distribution des tailles ou des vitesses des gouttes d’un spray, va nous intéresser plus
particulièrement dans la mesure où elle peut être prédite grâce au formalisme de l’entropie
maximum.

4Notons ici que les équations sont discrétisées comme leur utilisation le nécessite. Cette notation
est équivalente à la notation ”continue” utilisée pour présenter les diamètres moyens dans le paragraphe
précédent.
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1.2.3 Modélisation de l’atomisation

Les premiers modèles décrivant un processus d’atomisation sont dus à Plateau [7] et
Rayleigh [6, 8]. La théorie linéaire de Rayleigh permet de décrire simplement, grâce à un
formalisme mathématique très accessible, les mécanismes fondamentaux de déstabilisation
de l’interface liquide/gaz. En outre, cette description donne accès à la connaissance des
longueurs d’onde des perturbations dominantes s’installant à la surface du jet, de leur taux
de croissance (diagramme de dispersion), et d’une bonne approximation de la longueur de
rupture. Connaissant la longueur d’onde associée à la perturbation dominante, un schéma
simple de rupture en gouttes permet de calculer une valeur de la taille des gouttes obtenues
avec un bon accord expérimental. Ce modèle est présenté dans la section suivante pour le
cas particulier de l’instabilité d’un jet liquide cylindrique.

Ce modèle est aussi à la base des développements successifs de la théorie linéaire dont
nous reparlerons dans le cadre du jet liquide cylindrique. Ces théories plus récentes ont
été mises au point dans le but de tenir compte de comportements plus fins mis en évidence
par des études expérimentales basées essentiellement sur l’étude statistique de mesures de
longueurs de rupture.

La théorie linéaire est construite sur la linéarisation des équations du mouvement du
jet. Au delà de cette linéarisation, en tenant compte des termes d’ordre supérieur, naissent
les théories faiblement non linéaires. Leur limite actuelle est fixée par la complexité
de l’étude analytique, actuellement située à l’ordre 3. Ces méthodes ont l’avantage de
fournir des schémas du processus d’atomisation pouvant inclure l’apparition de satellites.
Les satellites sont des gouttes de petites tailles accompagnant la formation d’une goutte
correspondant à la perturbation dominante dans un processus classique comme celui décrit
par la théorie de Rayleigh. Ces modèles permettent aussi de retrouver l’évolution de la
puissance des modes fondamental et harmoniques associés à la longueur d’onde naturelle
déstabilisant le jet. Nous retrouverons plus précisément cet aspect dans l’étude de nos
propres résultats expérimentaux (cf. Chap. 2). Globalement, nous pouvons dire que ces
méthodes permettent de tenir compte de plusieurs échelles sur le processus de rupture
capillaire, contrairement à la théorie linéaire limitée à l’échelle caractéristique de la per-
turbation principale.

Grâce à l’augmentation continue des performances de calculs, les méthodes numériques
se développent en permanence et font apparâıtre des méthodes plus sophistiquées basées
sur le principe des nappes tourbillonnaires, ou sur celui des volumes de fluide (abréviation:
V.O.F.), par exemple. Ces méthodes, fortement non linéaires, ont l’avantage de ne pas
limiter leur domaine de validité aux petites amplitudes de perturbations comme c’est le
cas, en toute rigueur, pour les théories linéaires et faiblement non linéaires, même si les
résultats de ces dernières sont malgré tout systématiquement extrapolés jusqu’à la rupture
en gouttes.

Encore difficilement exploitables à cause des temps de calculs qu’elles demandent et de
leur sensibilité aux paramètres d’entrée, ces méthodes sont néanmoins très représentatives
des observations. Par exemple, comme nous pouvons le constater sur un exemple partic-
ulier présenté sur la figure A.1, l’utilisation des ”volumes de fluide” donne de très bonnes
simulations de l’atomisation secondaire. Par ailleurs, nous pouvons noter que, du point
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de vue de la théorie des systèmes dynamiques non linéaires, la sensibilité aux paramètres
d’entrée que ces méthodes accusent ressemble fortement à une des caractéristiques clas-
siques permettant d’identifier un phénomène non linéaire: la sensibilité aux conditions
initiales. Il n’est donc pas étonnant de constater un tel type de comportement sur des
méthodes construites à partir de systèmes d’équations non linéaires.

La grande faiblesse de ces méthodes numériques est qu’elles ne permettent généralement
pas la détermination des caractéristiques des perturbations qui vont conduire le système
liquide à la rupture. Elles calculent l’évolution de la ou des déformations interfaciales,
introduites au temps initial par l’utilisateur, et souvent déduites des résultats de la théorie
linéaire. De la même manière, les méthodes numériques permettant d’accéder à l’évolution
globale d’un spray (ruptures secondaires, évaporation, recombinaisons entre gouttes, et
collisions entre particules et sur des parois), nécessitent souvent l’introduction un peu
artificielle d’une fonction de distribution initiale des tailles de gouttes.

Enfin, notons que ces méthodes fortement non linéaires sont limitées à des sauts
de masse volumique relativement faible. Elles sont notamment très utilisées pour la
modélisation des jets de gaz dans un gaz 5.

Ug

Calcul

Experience

Figure 1.4: Exemple d’une collision avec coalescence entre deux gouttelettes d’un point
de vue expérimental (Visualisation ONERA/CERT/DERMES) et d’un point de vue
numérique à l’aide de la méthode des ”volumes de fluides” (V.O.F., code SURFER). Les

paramètres physiques sont: We =
ρldgUg

2

σl
= 52; Re =

ρldgUg

µl
= 420; où dg = 200µm est le

diamètre des gouttelettes.

Enfin, en marge de ces formalismes basés sur les équations du mouvement, nous trou-
vons le formalisme de l’entropie maximum. Il offre la possibilité de prédire la fonction

5Même si ce problème est plus complexe encore car il doit tenir compte du mélange possible entre les
deux phases gazeuses: celle du jet et celle du gaz environnant.
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de densité de probabilité caractérisant la distribution numérique des tailles ou des vitesses
des gouttes d’un spray. Cette théorie permet de calculer la fonction de densité de proba-
bilité d’une variable aléatoire dont le comportement est contraint par certaines propriétés.
Par exemple, ces contraintes peuvent s’exprimer par la connaissance de la valeur moyenne
ou des moments de différents ordres de la variable aléatoire. En outre, une contrainte
supplémentaire est imposée par la condition de normalisation que toute fonction de den-
sité de probabilité doit satisfaire. Par conséquent, chacune de ces contraintes doit pouvoir
s’exprimer sous une forme analogue à:

∫ Dmax

Dmin

f(D) gi(D) dD = < gi > (1.11)

Le formalisme de l’entropie maximum ajoute alors une condition supplémentaire pour
aboutir à un système d’équations ayant une solution unique: la fonction de densité de
probabilité solution est celle dont l’entropie est maximum. La définition de l’entropie d’une
fonction de densité de probabilité est due à Shannon [9]. Dans le cas d’une distribution de
probabilité continue, elle s’écrit:

S = −k

∫ ∞

0
f(D) ln(f(D)) dD (1.12)

où k est une constante positive, et f la fonction de densité de probabilité. S s’appelle donc
l’entropie de Shannon de la fonction f . Elle caractérise l’incertitude sur le comportement
de la variable aléatoire décrit par la fonction de densité de probabilité. Pour une fonction
de densité de probabilité équivalente à un pic de Dirac, l’entropie de Shannon est nulle,
car le choix de la variable aléatoire est unique, et sa probabilité d’être tirée égale à 1. Pour
une fonction dont tous les états sont équiprobables, l’entropie est au contraire maximum,
et ne dépend que de la largeur de l’intervalle de variation de la variable aléatoire.

Dans l’ensemble des fonctions densité de probabilité qui sont solutions du système sur
les contraintes initiales, le formalisme de l’entropie maximum suggère alors de choisir celle
dont l’entropie est maximum, et de la considérer comme étant la plus adaptée au problème
posé.

Il est intéressant de voir que ce formalisme ne nécessite pas l’introduction de contraintes
physiques outre celles portant sur des lois générales de conservations (de la masse, de la
quantité de mouvement, de l’énergie cinétique, ou de l’énergie de surface ). Cependant,
l’écriture mathématique peut aussi traduire des contraintes ad-hoc telles que la contrainte
de partition proposée par Sellens [10], dont la but est d’imposer à la fonction de densité de
probabilité de décrôıtre vers zéro quand le diamètre tend vers zéro. Il est démontré que ces
contraintes sont équivalentes aux diamètres moyens qui leur sont associés, respectivement
D30, D20 et D−10 pour la conservation de la masse, la conservation de l’énergie de surface et
la contrainte de partition. Cependant, le formalisme montre une très grande sensibilité dans
ses résultats à la forme de l’écriture mathématique utilisée pour exprimer ces contraintes.

Il faut savoir que la maximalisation de l’entropie de Shannon, liée à une contrainte
associée à un diamètre moyen, aboutit à une distribution numérique dont le maximum est
souvent situé au diamètre nul, ce qui est a priori physiquement absurde. Mais en s’éloignant
du diamètre strictement nul, ce résultat signifie aussi que les plus petites gouttes sont aussi
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les plus nombreuses. Et aucune étude expérimentale ne permet vraiment de confirmer ou
d’infirmer cette surprenante affirmation du formalisme. C’est à cause de ce résultat que
Sellens à introduit la contrainte de partition vue précédemment.

De manière à disposer d’une méthode purement calculatoire permettant la prédiction
de distributions en tailles, Cousin et al. [11, 12, 13] ont proposé une méthode basée sur la
théorie linéaire et le formalisme de l’entropie maximum. Cette procédure a été développée
avec succès dans le cas d’injecteurs à composante rotative. Cette étude a permis aussi de
montrer que si l’entropie de Shannon semble adaptée pour la détermination de distribu-
tions numériques, il est plus approprié d’utiliser l’entropie de Bayes pour l’estimation de
distributions volumiques. Enfin, la nature de l’information disponible impose le choix de
la distribution à calculer. En effet, si un diamètre moyen connu (théorique ou mesuré)
est représentatif des populations de petites gouttes, il est probable que la prédiction de la
distribution numérique soit de meilleure qualité. En revanche, quand l’information connue
est relative aux grosses particules, c’est la distribution volumique qu’il est préférable de
chercher à déterminer puisque la représentativité des petites gouttes pour le volume de
liquide est nécessairement faible.

Après avoir passé en revue différents aspects de l’atomisation dans un cadre général,
il est temps, maintenant, de s’attarder sur le problème spécifique de l’atomisation d’un
jet liquide cylindrique. Nous allons voir que certains des concepts généraux présentés
précédemment vont pouvoir être précisés en fonction des particularités liées à l’atomisation
de ce type de jet.

1.3 L’atomisation d’un jet liquide cylindrique

Dans un premier temps, nous verrons la manière dont le champ de vitesses s’établit en
sortie de buse, et les caractéristiques phénoménologiques principales de l’atomisation d’un
jet liquide cylindrique. Ensuite, nous verrons les apports de la théorie linéaire avec la
présentation simple de son formalisme, et son évolution avec une prise en compte succes-
sive de différentes propriétés physiques du système liquide et du gaz environnant. Enfin, le
problème de la prédiction du premier point de vitesse critique (du diagramme de stabilité)
sera discutée.

1.3.1 Etablissement du champ de vitesses en sortie de buse

Comme nous l’avons déjà souligné, la géométrie de l’injecteur impose les conditions initiales
de l’écoulement liquide en sortie de buse. Le champ initial de vitesses imposé peut alors
influencer les mécanismes de rupture en gouttes. Pour commencer cette section, nous allons
donc étudier l’établissement du profil de vitesses dans ce système d’injection.

La géométrie d’un injecteur (fig. 1.5) comprenant notamment un écoulement dans un
tube (dont le but est de générer un jet cylindrique), est caractérisée par la présence d’un
convergent en amont de la section tubulaire. Ce convergent va tre déterminant pour deux
caractéristiques principales de l’écoulement avant son entrée dans le tube. Premièrement,
si le rapport de contraction d/de entre le diamètre de sortie et d’entrée du convergent est
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suffisamment petit, alors nous savons qu’il est possible de négliger la présence de la turbu-
lence à l’entrée du tube et, par extension, toute perturbation dans le système d’injection
en amont de la partie tubulaire. De mme, pour un rapport de contraction identique,
plus l’angle de convergence α, angle au sommet du convergent, est petit, plus les pertes
de charges augmenteront dans le convergent 6. Deuxièmement, la présence du conver-
gent permet d’obtenir un profil de vitesses plat à l’entrée de la section tubulaire. Des
caractéristiques bien choisies permettent alors d’avoir un comportement reproductible de
l’écoulement et du jet.

d

L
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inj

α

Figure 1.5: Géométrie de l’injecteur étudié dans cette thèse, permettant de générer un jet
cylindrique.

Les caractéristiques de l’écoulement à l’entrée du tube sont maintenant bien connues:
idéalement, l’écoulement y est laminaire, et le profil de vitesses est relativement plat. Une
dernière caractéristique importante de la géométrie de l’injecteur va maintenant déterminer
la structure de l’écoulement en sortie de buse. Il s’agit du rapport Linj/d de la longueur
du tube sur son diamètre. Plus ce rapport est grand, plus les contraintes de cisaillements
dues aux interactions pariétales vont tre subies longtemps par le liquide injecté (sur une
plus longue distance). La couche limite résultante va donc tre d’autant plus développée
que ce rapport sera grand. La limite est atteinte lorsqu’un allongement supplémentaire ne
modifie plus la forme du profil des vitesses, celui-ci restant un profil de Poiseuille.

6Lorsqu’il y a une augmentation des pertes de charges linéiques en allongeant le cône, les pertes de
charges singulières dues à la géométrie conique deviennent alors négligeables. Ainsi, globalement, les pertes
de charges augmentent lorsque le cône s’allonge
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Afin de déterminer exactement l’évolution du champ des vitesses dans le tube, S. Leroux
[16] a adapté une méthode numérique élaborée et validée par
C. Dumouchel afin de déterminer le profil de vitesses d’un écoulement laminaire dans
un tube. Etant incompressible, stationnaire, et axisymétrique, l’écoulement dans un tube
est décrit par l’équation de Helmholtz 7, l’équation de continuité, et les expressions de
conditions aux limites. Il s’ensuit une résolution du modèle à l’aide d’une méthode aux
différences finies permettant d’obtenir le champ des vitesses dans tout le tube.

En choisissant comme origine l’endroit où l’écoulement entre dans le tube avec un profil
de vitesses plat (la vitesse est uniforme, égale à Ve en tout point de la section d’entrée),
cette méthode permet de calculer l’évolution de la forme du profil de vitesses en fonction
de la distance z à l’origine, pour différents nombres de Reynolds. Une évolution typique
du profil de vitesses est schématisée sur la figure 1.6.
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Figure 1.6: Evolution du profil de vitesses en fonction de la distance z de la section de
sortie de la buse d’injection. R = d/2 est le rayon du jet.

Comme on peut s’y attendre, les résultats montrent que plus le nombre de Reynolds
est petit (jet visqueux), plus le profil s’établit sur une courte longueur de tube. En ef-
fet, une forte viscosité permet un établissement rapide des couches limites, et donc un
établissement rapide du profil de Poiseuille. Au centre du profil de Poiseuille, la vitesse
est double de la vitesse débitante. Ainsi, en faisant l’hypothèse que le passage brutal d’un
écoulement tubulaire à un écoulement de jet libre ne modifie pas sensiblement la nature

7L’équation de Helmholtz est l’expression rotationnelle de l’équation de Navier-Stokes.
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de l’écoulement en amont (dans le tube), cette méthode permet de déterminer, pour tout
nombre de Reynolds et toute longueur de tube, le profil de vitesses en sortie de tube.

A partir de la connaissance du profil de vitesses en tout point d’abscisse z sur l’axe du
tube, il est possible de définir une relation donnant l’évolution de la couche limite ayant la
forme suivante:

δ

z
∝ 1√

Rez

Cette relation, valable dans le cas d’une couche limite développée par un écoulement lami-
naire arrivant sur une plaque plane, montre un rapport de l’épaisseur δ de cette couche lim-
ite sur la distance z au bord d’attaque, proportionnel à une fonction du nombre de Reynolds
Rez (calculé en prenant z comme longueur caractéristique). Dans le cas de l’écoulement
tubulaire, en prenant comme critère de définition de la couche limite l’épaisseur pour laque-
lle la vitesse est 0.99 fois la vitesse au centre (sur l’axe), les résultats présentés en échelle
logarithmique permettent de proposer deux lois de puissance en fonction du domaine sur
lequel le nombre de Reynolds évolue:

• Pour Rez > 1000, on retrouve l’expression de l’épaisseur de la couche limite dans le
cas d’une plaque plane. C’est-à-dire :

δ

z
=

5√
Rez

(1.13)

• Pour Rez plus petit (Rez < 100), la loi de puissance est:

δ

z
=

1.2

Rez
1/4

. (1.14)

De la mme manière, la longueur d’établissement du profil de Poiseuille peut tre déterminée
à partir des évolutions des profils de vitesses. Comme nous l’avons déjà remarqué, le profil
est établi lorsque la vitesse au centre est égale au double de la vitesse débitante (vitesse
uniforme imposée à l’entrée du conduit tubulaire pour obtenir un profil plat). En fait, deux
critères ont été utilisés pour définir la longueur d’établissement, le profil étant considéré
comme établi: (i) lorsque la vitesse au centre est égale à 99% de celle du profil de Poiseuille,
ou, (ii) lorsque la vitesse au centre est strictement égale (à la precision numérique près) à
celle du profil de Poiseuille. Par comparaison aux relations classiques utilisées pour calculer
des longueurs d’établissements (lois de Byrd et Stewart [17], de Strikler, ou celles données
par Nekrasson [18] ou Comolet [19]), on trouve que pour de forts nombres de Reynolds,
ReR > 50 (Reynolds calculé sur R, rayon interne du tube), la relation de Strikler

Let

R
= 0.2ReR

est en accord avec la longueur d’établissement calculée avec le premier critère (99% 2Ve).
Pour des valeurs du Reynolds plus faibles (ReR < 50), la relation de Strikler sous-estime
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la longueur d’établissement. Par contre, celle-ci semble alors tendre vers une loi similaire
déduite de la relation (1.14) concernant le calcul de l’épaisseur de la couche limite, c’est-à-
dire :

Let

R
= 0.78ReR

1/3 .

Pour de tels nombres de Reynolds, il ne faut pas oublier que la longueur d’établissement
est petite devant le diamètre du tube. Les critères d’obtention des relations analytiques
caractérisant les couches limites laminaires perdent alors leur signification. C’est pourquoi
il n’est pas étonnant de constater la nécessité d’une deuxième loi et la difficulté de sa
définition pour déterminer la longueur d’établissement dans ces cas extrmes.

Ces dernières relations peuvent tre aussi exprimées dans le cas d’un écoulement tubu-
laire turbulent. On admet que la zone de transition entre régime laminaire et turbulent
est située à un Reynolds de 2300 pour les jets cylindriques [20]. Pour des valeurs supérieures
mais proche de 2300, l’écoulement peut rester laminaire juste en sortie de convergent. La
turbulence peut alors se développer à mesure que le liquide avance dans le tube en inter-
agissant avec la paroi 8. La turbulence sera plus ou moins développée selon la longueur
d’interaction avec la paroi. Ainsi, selon le critère choisi, il existe des relations variées entre
la longueur d’établissement de l’écoulement pleinement turbulent et le nombre de Reynolds
liquide. Citons celle de Latzko [21]

Let

D
= 0.693ReL

1/4

de Boulus et al. [22]
Let

D
= 14.25 log(ReL) − 46

ou encore celle de Coulson et al. [23]

Let

D
= 0.0288ReL

La géométrie de l’injecteur conditionne donc la nature (laminaire ou turbulent) et les
caractéristiques du profil de vitesses en sortie de buse. En outre, la géométrie interne
de l’injecteur peut aussi favoriser l’apparition de phénomènes de cavitation ou de zones
de décollement de l’écoulement. Toutes ces caractéristiques sont transmises en aval de
l’écoulement, avec pour conséquence une forte influence de ces conditions particulières sur
les mécanismes de rupture du jet.

Dans la section suivante, nous allons donc commencer par regarder les principaux as-
pects de la rupture en gouttes d’un jet cylindrique à l’aide de la courbe de stabilité. Ensuite,
nous verrons comment les caractéristiques de l’écoulement en sortie de buse (influencées
par la géométrie de l’injecteur) peuvent déterminer le type de processus menant un jet
à se déstabiliser pour se rompre. Nous y verrons aussi l’influence des paramètres du gaz
environnant (densité, viscosité). Enfin, quelques classifications bien connues de régimes de
désintégration seront présentées (études paramétriques).

8C’est la présence du convergent qui empche le développement de la turbulence en amont du tube.
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1.3.2 Particularités de la rupture d’un jet liquide cylindrique

La courbe de stabilité

V
Critique

L
BU

A B C D

V

Figure 1.7: Courbe de stabilité d’un jet liquide cylindrique.

La courbe de stabilité permet de distinguer aisément les quatre régimes de désintégration
d’une colonne liquide. Elle est définie comme étant la représentation de la longueur de
rupture du jet (longueur du système liquide intact de la sortie de la buse d’injection
jusqu’au point de rupture en gouttes) en fonction de la vitesse débitante (vitesse moyenne
de l’écoulement) (Voir l’article de revue de Lin et Reitz [24]). Sur cette représentation (fig.
1.7), la courbe n’est pas définie aux petites vitesses (région A). Ce régime correspond au
goutte à goutte sur lequel nous ne pouvons pas définir une longueur de rupture. Une étude
de ce régime dans le cas d’un simple robinet est efficacement traitée grâce aux concepts
de la théorie des systèmes dynamiques non linéaires (voir §1.4.2). Dans ce régime, une
goutte tombe lorsque les forces de gravité l’emportent sur les forces de tension de surface
”retenant” la goutte à la buse.

Rapidement, à mesure que la vitesse débitante augmente, un corps liquide commence
à se distinguer de la simple goutte acrochée à la buse. Une longueur de rupture peut
alors tre définie. C’est le début de la deuxième région, région B, appelé régime de Rayleigh
puisque ce dernier a proposé la première description de la rupture en goutte d’un jet liquide
cylindrique en 1878 [6] qui permet une bonne prédiction de la courbe de stabilité dans cette
plage de fonctionnement. Dans cette région, la longueur de rupture crôıt linéairement avec
la vitesse. C’est l’instabilité capillaire, appelée ainsi car ce sont les forces de tension de
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surface qui sélectionnent et amplifient les perturbations initiales, qui est à l’œuvre dans
ce régime. Elle génère la croissance d’une perturbation sinusöıdale axisymétrique (mode
varicose, figure 1.8) dont la longueur d’onde varie peu. Le spray obtenu est alors dit
relativement mono-dispersé: la dispersion en taille des gouttes principales est faible 9.

y

z

x

Figure 1.8: Allure de la surface d’une colonne liquide perturbée par le mode sinusöıdal
axisymétrique (variqueux).

Dans la troisième région, la longueur de rupture décrôıt avec la vitesse. Ainsi, les
régions B et C sont séparées par un point de vitesse critique où la courbe de stabilité
montre un maximum. Dans ce régime, on dit couramment que les processus d’atomisation
commencent à tre influencés par les forces aérodynamiques (interactions liquide-gaz dues au
différentiel de vitesse entre ces deux phases). Mme si ce n’est pas rigoureusement toujours
le cas, cette région est communément appelée ”first wind induced zone”. Les processus
d’atomisation ressemblent à ceux de la région B, avec une perte de la symétrie axiale
à cause de l’apparition de perturbations sinueuses, de grandes longueurs d’onde, et une
diminution de la taille moyenne des gouttes produites. En outre, ce mécanisme est moins
régulier, les gouttes ne sont plus aussi bien alignées que précédemment, l’écart entre deux
gouttes est moins uniforme. Leur vitesse et leur taille sont plus dispersées. Les satellites
deviennent plus nombreux.

Après le deuxième point de vitesse critique, la longueur de rupture se met de nouveau
à crotre mme si la détermination d’une longueur de rupture devient difficile. La largeur
absolue de la fonction de densité de probabilité diminue, mais les longueurs de rupture
étant plus faibles, la largeur relative (comparée à la longueur moyenne de rupture) reste
importante. Dans cette denière région où le jet est turbulent (région D sur la figure),
l’action des forces aérodynamiques devient prépondérante; cette zone est appelée ”second
wind induced zone”. Le processus de rupture se complète par un processus d’arrachage à
l’interface: le jet ne subie plus uniquement une rupture en masse (sur la section final du
jet), mais aussi l’arrachage de gouttelettes à sa périphérie. La rupture devient désordonnée
et dense expliquant les difficultés à définir une longueur de rupture. Le spray obtenu est
très riche, plus fin et très poly-dispersé. Enfin, en augmentant encore la vitesse, la rupture
se produit quasiment dès la sortie de l’injecteur. Le jet est déchiqueté et épluché très
rapidement en un brouillard très dense de très fines gouttelettes.

Cette classification est utile pour arriver à déterminer notamment la prépondérance
de tels ou tels effets dans les mécanismes de rupture. Mais nous verrons au long de ce

9Il existe cependant de petites gouttes associées au détachemement d’une grosse goutte. Ces gouttelettes
sont appelées ”satellites”.
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mémoire que les raisons évoquées pour expliquer les différences de comportement entre
chaque région ne sont pas toujours aussi simples qu’il y parat.

Pour comprendre l’importance de cette dernière remarque, nous allons nous intéresser
à l’influence de la relaxation du profil de vitesses.

La relaxation du profil de vitesses

Certaines expériences peuvent mener à des comportements très différents de ceux
présentés précédemment à partir de la courbe de stabilité classique.

Une étude de Smith et Moss [25] met en évidence le rôle du rapport Linj/d en réalisant
des expériences avec un jet d’eau issu d’un trou de 0.25 mm pratiqué dans une fine plaque
d’acier et avec un jet d’eau issu d’un capillaire en verre de mme diamètre. Le jet issu du
capillaire a un point de vitesse critique. Celui de la plaque d’acier montre une longueur de
rupture sans cesse croissante avec la vitesse, apparemment sans point de vitesse critique
(pour la plage de fonctionnement qu’ils ont utilisée). Smith et Moss pensent que l’élévation
du rapport Linj/d produirait l’apparition du point de vitesse critique. Malgré cela, nous
pouvons penser qu’une vitesse critique peut finalement apparatre pour des valeurs suffisa-
ment grandes de la vitesse du jet, pour lesquelles les forces aérodynamiques vont entrer en
jeu dans la déstabilisation de l’écoulement.

Hooper [26] décrit une rupture explosive d’un jet dont la surface initialement lisse est
rapidement suivie par une région de soudaine et complète atomisation. Ne pouvant tre
attribuée aux forces aérodynamiques puisqu’indépendante de la pression ambiante dans
une plage de 0.031 à 1 atm, cette rupture explosive serait due à la conversion de l’énergie
cinétique en pression lors du passage d’un profil de vitesses parabolique à un profil plat.

En comparant des jets laminaires à haute vitesse et des jets turbulents, Rupe [27]
constate que les jets laminaires sont plus instables, se brisant avec une extrême violence, et
ce, beaucoup plus tôt que des jets turbulents où la turbulence est pleinement développée.
Il remarque que la relaxation du profil parabolique entrane la création d’un gradient de
pression radial qui engendre une composante radiale de vitesse. Cette dernière pourrait
tre tenue pour responsable de la désintégration du jet.

L’analyse ”classique” de la courbe de stabilité ne laisse pas prévoir l’importance de la
structure interne de l’écoulement, telle que nous commenons à l’appréhender. Il doit donc
être intéressant de connatre l’évolution du profil de vitesses au cours de sa relaxation afin
de mieux comprendre son influence. Ainsi, Duda et al. [28] ont mis en évidence l’apparition
de points d’inflexion sur le profil de vitesses (connus pour tre générateur d’instabilités dans
les couches de mélanges) au cours de la relaxation d’un profil de Poiseuille dans un jet
libre.

Pour finir ce paragraphe, nous pouvons observer l’influence du profil de vitesses sur
les photographies de McCarthy et Molloy [29] (fig. 1.9). Plus la longueur de la buse est
importante, moins le profil de vitesses en sortie d’injecteur est plat, et plus l’atomisation
est ”explosive”.

Nous reviendrons plus précisément sur l’action du profil des vitesses dans la section
1.3.4 consacrée à la prédiction de la position du point critique.
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Figure 1.9: Action du rapport de la longueur de buse sur son diamètre interne dans
l’atomisation d’un jet cylindrique. Cette action passe par une modification de l’allure du
profil de vitesses (d’après [29]).

Enfin, on peut penser que la relaxation du profil de vitesses peut aussi agir à travers
son action sur le développement de la turbulence. La relaxation du profil de vitesses induit
l’apparition de points d’inflexion sur le profil. Ceux-ci font donc apparâıtre de nouvelles
tailles caractéristiques dans l’écoulement. La valeur du nombre de Reynolds calculée sur
ces nouvelles tailles caractéristiques pourrait donc expliquer l’apparition de la turbulence
de manière localisée dans le jet.

Action de la turbulence sur le développement des instabilités

Nous allons voir que le profil de vitesses peut aussi se comprendre à partir de son action
sur le développement de la turbulence dans l’écoulement.

Son action reste encore peu précise car la présence de turbulence est difficile à déterminer.
La valeur du Reynolds critique d’apparition de la turbulence dans un écoulement tubu-
laire dépend fortement des conditions d’entrée dans le tube 10, des vibrations du dispositif
expérimental, et de l’état de surface de l’injecteur. En fait, le profil parabolique est sta-
ble devant toutes les perturbations infinitésimales: il est donc nécessaire d’introduire une
perturbation d’amplitude finie pour le déstabiliser. L’instabilité peut apparatre alors sous
forme de zones turbulentes: celles-ci se propagent le long du tube comme des bouchons et
alternent avec des zones laminaires. Cette ”intermittence” se manifeste par l’observation
d’un jet saccadé à l’extrémité du tube.

De manière plus générale, quelques études mettent en évidence la contribution de la
turbulence (pleinement développée ou non) dans l’initiation des perturbations en début de
jet. Cependant, il reste que le rôle de l’amplification des perturbations menant à la rupture
en gouttes semble dévolu aux tensions interfaciales et aux forces aérodynamiques. De ce
fait, les mécanismes d’action de la turbulence sur les processus de rupture peuvent entrer
en compétition avec d’autres modes de déstabilisation comme la relaxation du profil de
vitesses (selon que le jet est laminaire ou non). Notamment, comme nous l’avons déjà vu

10Elle peut varier de quelques milliers à quelques centaines de milliers.
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avec le problème de la relaxation du profil des vitesses, il n’est pas évident que la position du
point de vitesse critique soit toujours pilotée par l’intervention des forces aérodynamiques.
Nous pouvons donc supposer que la partie décroissante de la courbe de stabilité peut être
liée à l’intervention de la turbulence dans le processus de rupture.

Il est donc possible que la valeur de la vitesse critique et celle du maximum de la courbe
de stabilité soient diminuées à cause de l’intervention des effets précédents: relaxation du
profil de vitesses et/ou turbulence.

Influence du gaz environnant

Les propriétés du gaz environnant permettent de déterminer directement l’intensité
des forces aérodynamiques. C’est la densité et le différentiel de vitesse liquide/gaz qui
conditionnent l’intensité des forces aérodynamiques dans les processus d’atomisation. La
pression ambiante, proportionnelle à la densité (en atmosphère isotherme), permet donc
de régler l’intensité des forces aérodynamiques.

Plus spécifiquement, Miesse [30] montre, à partir d’expériences sur des jets d’eau et
d’azote liquide, que la longueur d’onde des perturbations de la surface du jet menant à
la rupture diminue avec l’augmentation du nombre de Weber gazeux, et augmente avec le
nombre d’Ohnesorge 11.

D’autres travaux [31, 32] permettent de montrer que l’augmentation de la densité de
l’air augmente la qualité de désintégration du jet en diminuant la taille des gouttes et la
longueur de rupture. Par ailleurs, celle-ci atteint une valeur constante aux fortes pressions
ambiantes.

En plus des constatations précédentes, il faut tenir compte de l’influence de la viscosité
du gaz. En fait, mme si celle-ci est beaucoup plus faible que celle du liquide, les gradients
de vitesse dans le gaz sont importants et suffisent à imposer des contraintes de cisaillement
non-négligeables. Dans la pratique, il est difficile de faire varier la viscosité du gaz qui est
indépendante de la pression: de plus, les modifications de température susceptibles de faire
varier sa valeur changent aussi les propriétés du liquide.

Etude paramétrique de l’atomisation. En reliant les observations expérimentales des
processus d’atomisation à des nombres adimensionnels, il est possible, dans une certaine
mesure, de classer l’action des différentes forces mises en jeu dans ces processus pour telle
ou telle plage de fonctionnement.

Une première classification, basée sur les nombres d’Ohnesorge et de Reynolds, permet
de déterminer si le jet est dans une situation de rupture de type Rayleigh, de type ”first wind

11Le nombre d’Ohnesorge: Z =
µL

p

ρLσd
(où µL est la viscosité dynamique du liquide, ρL, sa densité, σ

la tension de surface du couple liquide/gaz, et d, le diamètre du jet) peut se comprendre comme étant le

rapport de deux temps caractéristiques: un temps de croissance d’une onde capillaire τcapill =

r

ρLR3

σ
(où

R est le rayon du jet) avec un temps de diffusion de la vorticité τdv =
R2

ν
(où ν est la viscosité cinématique).
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induced” 12, ou dans un troisième régime d’atomisation où l’action du gaz ambiant devient
prépondérante sur les mécanismes de déformation du système liquide et fait intervenir
l’atomisation secondaire. Ce premier type de classification, élaboré par Ohnesorge [33],
a été complété par la réalisation d’une mme étude prenant en compte un glissement des
limites de ces trois régimes en fonction du rapport des densités gazeuse et liquide [34]
(classification tri-dimensionnelle).

A partir de la représentation du différentiel de vitesse liquide/gaz en fonction du
diamètre des gouttes, Littaye [35] a proposé une classification en régime de guttation
(goutte-à-goutte), régime de rupture en masse (ou ”régime de pulvérisation”), et régime
d’atomisation, plus dense et plus fin que le précédent.

Faragó et Chigier [36] proposent une classification des régimes de rupture d’un injecteur
coaxial (injection centrale d’un jet liquide dans un écoulement d’air coaxial) selon le nombre
de Reynolds liquide, et le nombre de Weber aérodynamique. Ce dernier est calculé sur la
masse volumique du gaz, le différentiel de vitesse liquide/gaz, et la tension superficielle du
couple liquide/gaz. Cette classification est basée sur la morphologie du jet d’eau issu de
cet injecteur. On y distingue deux désintégrations de type Rayleigh (l’une axisymétrique,
l’autre non-axisymétrique), une désintégration de type ”membrane”, une autre de type
”fibre”, et une région où la désintrégration est caractérisée par des pulsations.

1.3.3 Théorie linéaire

La théorie linéaire est la première approche utilisée dans le but de modéliser l’atomisation.
C’est la plus simple et elle permet déjà d’identifier deux phénomènes physiques principaux
du processus d’atomisation: l’instabilité capillaire et l’action des forces aérodynamiques.

Tension de surface

L’action des forces de tension de surface a été mise en évidence en premier lieu par
Plateau [7]. C’est l’action de cette force qui détermine le comportement du jet dans la
première partie ascendante de la courbe de stabilité et influence fortement son comporte-
ment en association avec les forces aérodynamiques dans la deuxième partie de la courbe
de stabilité. Pour comprendre ce mécanisme, il faut partir du problème de la stabilité d’un
cylindre liquide de longueur infinie, immobile dans le vide. Quand le jet est parfaitement
cylindrique, l’un de ses rayons de courbure est égal au rayon R0 du cylindre (courbure
transverse) et l’autre R∞ est infini (courbure selon l’axe). Le jet étant en équilibre, le
différentiel de pression entre l’intérieur du jet et le milieu ambiant est égal aux forces de
tension de surfaces. D’après la loi de Laplace, cela s’écrit:

∆P = σ

(
1

R0
+

1

R∞

)

=
σ

R0
(1.15)

où σ est la tension de surface liquide/gaz. Toute perturbation se développant à la surface
du jet agit alors sur la valeur des rayons de courbure locaux. En se situant sur un ventre,

12Il s’agit, comme nous l’avons vu auparavant, d’une région où la rupture semble guidée par l’action des
forces aérodynamiques.
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le rayon de courbure transverse est augmenté et la surpression due à la tension de surface
diminuée. Au contraire, en se situant à proximité d’un creux, le rayon de courbure trans-
verse diminue, et la surpression est donc augmentée. Ainsi, le liquide a tendance a migrer
longitudinalement des plus hautes pressions vers les plus basses, accentuant les différences
de rayons de courbures entre ventres et creux. L’action d’une déformation sur les sections
transverses met en évidence l’aspect déstabilisateur des forces de tension de surface. Dans
le cas des rayons de courbure selon l’axe, toute déformation induit un rayon de courbure
non-infini, et donc une tension de surface non-nulle. Selon le signe de ce rayon de cour-
bure, la tension de surface augmente pour diminuer la taille des ventres ou diminue pour
augmenter la taille des creux. La tension de surface agit alors comme une force de rappel
pour ramener la surface à sa position initiale. Cet aspect de la tension de surface montre
son action stabilisatrice.

Cependant, une analyse globale sur la variation de l’énergie de surface permet de mon-
trer facilement qu’en adoptant une forme axisymétrique perturbée sinusodalement (fig.
1.8), le cylindre liquide peut diminuer sa surface libre, et donc abaisser son énergie de sur-
face. Ainsi, pour certaines longueurs d’onde, cette déformation permet au système d’tre
plus stable. L’action de la tension de surface est, dans ce cas, déstabilisante. La rupture en
gouttes par un mécanisme d’instabilité capillaire de type Rayleigh aboutit à une diminu-
tion de la surface de 20% environ. Cette diminution de l’énergie de surface se traduit par
une augmentation simultanée de pression à l’intérieur du jet et des gouttes.

Forces aérodynamiques

Ces forces proviennent du déplacement du gaz ambiant par rapport à la surface déformée
du jet. Les ventres rapprochent les lignes de courant dans le gaz, créant ainsi une dépression.
A l’opposé, les creux induisent des surpressions. Ainsi, les perturbations de l’interface
s’amplifient sous l’action de ces échanges entre énergie cinétique et énergie de pression (ef-
fet Venturi). Les forces aérodynamiques ont donc une action strictement déstabilisatrice.

Dans le cas d’un jet cylindrique, la théorie linéaire a évoluée depuis sa première ap-
parition en 1878 due à Rayleigh [6]. En effet, Weber [37] ajoute aux effets de tension de
surface, l’action des forces aérodynamiques dues au différentiel de vitesse entre le liquide
et le gaz ambiant, et l’influence de la viscosité du liquide. Ensuite, des modifications de
la théorie de Weber sont apparues dans le but d’accorder les prédictions théoriques avec
certains résultats expérimentaux.

C’est pourquoi, nous verrons d’abord l’approche de Rayleigh, puis son extension dans
le cadre de la théorie de Weber. Ensuite, nous verrons quelques modifications apportées à
cette théorie pour améliorer sa prédictibilité.

Théorie de Rayleigh - Théorie de Weber

Dans ce modèle, Rayleigh a étudié l’instabilité d’un écoulement uniforme, incompressible,
et non visqueux d’un cylindre liquide de rayon R, dans le vide (ou dans un gaz au repos
dans le référentiel associé à l’écoulement du liquide, en dehors du champ de pesanteur). Le
comportement de la surface libre de ce liquide est déterminé par la tension de surface σ.
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Dans le référentiel associé au fluide en écoulement, l’état du système liquide est donné
par

~U = ~0 , P = p∞ +
σ

R
(0 ≤ r ≤ R), (1.16)

où p∞ est la pression à l’extérieur du jet, et P , la pression sous la surface du jet.
L’équation fondamentale de la dynamique pour un fluide parfait s’écrit

ρ

(
∂~u

∂t
+ ~u.

−→∇u

)

= −~∇p (1.17)

et l’équation de continuité avec la condition d’incompressibilité donne

~∇.~u = 0. (1.18)

Nous avons déjà vu que la relation de Laplace décrit le saut de pression σ(R −1
1 +R −1

2 )
au passage d’une interface. Comme résultat de la géométrie différentielle sur la somme des
rayons de courbures principaux d’une surface en un point donné, nous pouvons écrire que
R −1

1 + R −1
2 = ~∇.~n , où ~n est la normale au point considéré, orientée vers l’extérieur du

volume liquide. Alors, la pression à l’intérieur du liquide juste sous la surface du jet est
donnée par

P = p∞ + σ ~∇.~n en tout point de la surface du jet. (1.19)

Si la surface du jet est légèrement perturbée, de telle manière que son équation r =
ζ(z, θ, t) soit donnée par la fonction ζ en coordonnées polaires (z, r, θ), alors la normale ~n
s’écrit

~n =

√
(

∂ζ

∂z

)2

+ 1 +

(
∂ζ

r∂θ

)2










−∂ζ

∂z

1

− ∂ζ

r∂θ










. (1.20)

Les conditions cinématiques rencontrées par chaque particule fluide à la surface du jet
sont traduites par

ur =
Dζ

Dt
(pour r = ζ) , (1.21)

où D/Dt représente la dérivée hydrodynamique.
En tenant compte des conditions aux limites, la linéarisation des équations précédentes

permet d’écrire les équations du mouvement d’une particule fluide sous la forme (en prenant
~u′ = ~u, p′ = p − P, ζ ′ = ζ − R):

ρ

(

∂~u′

∂t

)

= −~∇p′ , (1.22)

~∇.~u′ = 0 , (1.23)

p′ = −σ

(
ζ ′

R2
+

∂2ζ ′

∂z2
+

∂2ζ ′

R2∂θ2

)

(en r = R) , (1.24)
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u′
r =

∂ζ ′

∂t
(pour r = R) . (1.25)

Nous allons chercher des solutions ayant la forme

(~u′, p′, ζ ′) =
(

~̂u(r), p̂(r), ζ̂
)

est+i(kz+nθ) , (1.26)

où s est le taux de croissance de l’onde, k le nombre d’onde réel associé, et n un entier. Le
rotationnel des équations (1.22) et (1.23) donne

∆p′ = −ρ
∂(~∇.~u′)

∂t
= 0 , (1.27)

où le Laplacien est donné par

∆ =
∂2

∂r2
+

∂

r∂r
+

∂2

r2∂θ2
+

∂2

∂z2
.

On en déduit une équation sur p̂(r),

d2p̂

dr2
+

dp̂

rdr
−
(

k2 +
n2

r2

)

p̂ = 0 , (1.28)

qui est l’équation de Bessel modifiée d’ordre n dont les solutions sont les fonctions In(kr) et
Kn(kr). Cette équation est symétrique en ±n, de sorte que nous pouvons nous restreindre
au cas où n ≥ 0. De plus, In ∼ (1

2kr)n/n! et Kn(kr) diverge quand r → 0. Donc, comme
la pression au centre du jet a une valeur finie, les solutions de (1.28) se réduisent à

p̂ = A In(kr) , (1.29)

où A est une constante. Et l’équation (1.22) donne

~̂u = − A

ρs








ikIn(kr)

kI ′n(kr)

in

r
In(kr)








, (1.30)

où I ′n est la dérivée de In par rapport à r.
Finalement, la forme des solutions données par (1.26) permet de récrire les conditions

aux limites (1.24) et (1.25) sous la forme

AIn(k̄) = −σ(1 − k̄2 − n2)
ζ̂

R2
(avec k̄ = kR) (1.31)

et

− A

Rρs
k̄I ′n(k̄) = s ζ̂ , (1.32)
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respectivement. Le rapport de ces deux équations homogènes en A et ζ̂, (1.32)
(1.31) , donne la

relation de dispersion

s2 =
σ

ρR3

k̄I ′n(k̄)

In(k̄)
(1 − k̄2 − n2) . (1.33)

Cette relation donne le taux de croissance de la perturbation 13 en fonction du nombre
d’onde adimensionnel k̄ (nombre d’onde k multiplié par le rayon du cylindre non perturbé
R). L’analyse de la stabilité de la colonne d’eau revient à résoudre cette équation. Les
perturbations dont le taux de croissance est positif (s > 0) seront amplifiées et donc

déstabilisantes. En fait, le rapport k̄I′n(k̄)

In(k̄)
est positif pour toutes les valeurs non-nulles de k̄.

De plus, pour tout k̄ et n 6= 0, nous avons s2 < 0, donc la forme de l’équation de dispersion
impose que s est un imaginaire pur; et, pour −1 ≤ k̄ ≤ 1, avec n = 0, s2 > 0 (s réel).
Enfin, si n = 0, s2 ≤ 0 pour k̄ ≤ −1 ou k̄ ≥ 1. Par conséquent, le jet est stable pour toute
perturbation non-axisymétrique (modes n 6= 0), mais il est instable pour les perturbations
axisymétriques dont la longueur d’onde λ = 2π/k est supérieure à la circonférence 2πR du
jet.

La figure 1.10 présente l’allure du diagramme de dispersion. Nous constatons que cette
courbe admet un taux de croissance adimensionnel maximum. Pour un jet évoluant en
régime de Rayleigh, ce taux de croissance est égal à:

√

R3ρ/σ s = 0.3433 en k̄ = 0.6970.
La longueur d’onde du mode le plus instable est donc égale à λ = 9.016R. Si les amplitudes
initiales de chacun des modes de perturbation sont comparables, alors on peut considérer
que la perturbation dont la croissance est la plus rapide devient celle qui domine le processus
de rupture.

k
k

s

max

s
max

Figure 1.10: Allure typique du diagramme de dispersion déduit de la relation de dispersion
(1.33) donnée par la théorie linéaire.

La longueur de rupture peut être exprimée en utilisant à nouveau l’hypothèse sur la
forme des perturbations solutions, proposée dans l’équation (1.26). Pour cela, nous devons
convenir d’un schéma de rupture considérant, par exemple, que le jet se rompt en goutte à

13Il s’agit ici de la perturbation, au sens large, de l’état du jet depuis son état initial cylindrique. La
perturbation s’exprime donc par l’intermédiaire de l’équation (1.26). La linéarisation des équations du
mouvement des particules fluides et des conditions aux limites (éqs (1.22), (1.23), (1.24) et (1.25)) impose
une limite de validité de la présente théorie aux petites perturbations (de vitesses, de pressions et de la
forme de la surface).
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partir du moment où l’amplitude de la perturbation dominante atteint la valeur du rayon
du cylindre liquide initial. C’est-à-dire lorsque

R = η0 esmax tBU , (1.34)

où la perturbation dominante a une amplitude initiale égale à η0, un taux de croissance
smax et tBU est le temps de rupture. Sachant que le jet, dans le référentiel d’observation,
a une vitesse ~V 6= ~0, l’équation (1.34) permet de déduire la longueur de rupture du jet:

LBU = V tBU =
V

smax
ln

(
R

η0

)

. (1.35)

Sterling et Sleicher [38] proposent une relation de dispersion (équation (1.36)) plus
complète tenant compte de la viscosité de la phase liquide et de l’influence du gaz ambiant
sur le système liquide par l’action des forces aérodynamiques. Ils se limitent toutefois à la
recherche de solutions axisymétriques, dont nous savons maintenant que ce sont les seules
à déstabiliser le jet dans le régime d’atomisation décrit par la théorie de Rayleigh:

s2 +
3µk̄2

ρR2
s =

σ

2ρR3
(1 − k̄2) k̄2 +

U2ρG k̄3 K0(k̄)

2R2ρ K1(k̄)
. (1.36)

où µ est la viscosité du liquide, ρG la densité du gaz, et U est la valeur de la vitesse de
déplacement du gaz par rapport au jet liquide le long de l’axe Oz (axe du jet).

Cette relation de dispersion peut se ramener au résultat précédent (jet de Rayleigh)
lorsque l’on pose que la viscosité, le différentiel de vitesse liquide/gaz, et la densité du gaz
sont nuls. Cette relation de dispersion permet aussi de retrouver le résultat donné par
Weber [37], en négligeant un terme de leur relation de dispersion (fluide parfait).

Le terme négligé dans la relation de dispersion établie par Sterling et Sleicher pour
retrouver celle de Weber ne modifie ni l’allure de la courbe de dispersion, ni la valeur
du nombre d’onde correspondant au taux de croissance maximal (onde dominante), ni
la valeur du taux de croissance maximal. Par contre, il permet de rendre compte de
l’éventuelle propagation des ondes capillaires à la surface du jet par l’intervention d’une
partie imaginaire dans l’expression du taux de croissance.

Par comparaison à la relation (1.33), nous voyons apparatre dans cette relation de
dispersion un terme de viscosité et un terme dépendant du différentiel des vitesses entre
le liquide et le gaz. Le résultat important amené par cette théorie est la prédiction d’un
point critique dans le diagramme de stabilité du jet:

• si la vitesse du jet est suffisamment faible (par rapport au gaz), le terme dépendant

de U ,

(
UρG k̄3 K0(k̄)

2R2ρ K1(k̄)

)

, devient négligeable. La relation de dispersion est alors

indépendante de la vitesse, et l’onde dominante est caractérisée par un nombre d’onde
maximal lui aussi indépendant de la vitesse. Par conséquent la longueur de rupture
(voir l’équation (1.35)) crot linéairement avec la vitesse. Ce comportement corre-
spond à la première partie ascendante de la courbe de stabilité. Notons que dans le
cas où la viscosité est négligée, la relation de dispersion redevient celle proposée par
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Rayleigh. C’est pourquoi la première partie ascendante de la courbe de stabilité est
associée à la description de la rupture en gouttes présentée par Rayleigh.

• si la vitesse augmente au delà d’une valeur critique Uc, le dernier terme de l’équation
(1.36), dépendant de U , n’est plus négligeable et impose une augmentation du taux
de croissance de l’onde dominante quand la vitesse augmente. Qui plus est, le rapport
U/smax décrot. De telle sorte que si nous supposons que la valeur de ln(R/η0) est
une constante indépendante de la vitesse, alors au delà de cette vitesse critique Uc la
longueur de rupture diminue quand la vitesse augmente. Nous assistons donc à une
changement de signe de la pente de la longueur de rupture en fonction de la vitesse
du jet. Ceci implique l’apparition d’une vitesse critique Uc pour laquelle la longueur
de rupture est maximum.

C’est pourquoi on considère que la décroissance de la courbe de stabilité au delà d’une
vitesse critique Uc est due à l’action des forces aérodynamiques imposées par le différentiel
de vitesse U .

Enfin, nous pouvons noter qu’une augmentation de la viscosité modifie l’allure du di-
agramme de dispersion. Comme on peut s’y attendre (du fait de l’action dissipative de
la viscosité), quel que soit le nombre d’onde considéré, le taux de croissance diminue sous
l’effet de cette augmentation. Enfin, l’onde dominante est caractérisée par un nombre
d’onde plus faible.

Toujours d’après la théorie de Weber, le nombre de Weber critique WeGc déduit de la
vitesse critique Uc est fonction du nombre de Ohnesorge Z du jet:

WeGc =
ρGU2d

σ
(1.37)

Z =
µ√
ρσd

(1.38)

où d est le diamètre du jet. Cette fonction est tracée figure 1.11.

1.3.4 Prédiction de la position de la vitesse critique

Nous avons vu que la théorie de Weber est la première théorie à rendre compte de la
présence du point de vitesse critique sur la courbe de stabilité grâce à l’intervention des
forces aérodynamiques. Cependant, une série d’expériences montre que la position de cette
vitesse critique est mal prédite par la théorie. Notamment Grant et Middleman [39], Fenn
et Middleman [40], et Sterling et Sleicher [38] ont trouvé expérimentalement des vitesses
critiques sous ou sur-évaluées par la théorie de Weber suivant les conditions expérimentales.

Grant et Middleman ont proposé une modification de la relation de dispersion due à
Weber en remplaant le dernier terme de l’équation (1.36), traduisant l’action des forces
aérodynamiques, par un terme de mme nature. Ce terme est bâti sur une corrélation
calculée à partir de leurs résultats expérimentaux entre le nombre de Reynolds critique et
le nombre de Ohnesorge, et est, en fait, adapté à leurs résultats expérimentaux.

Fenn et Middleman montrent expérimentalement la diminution du nombre de Weber
critique en fonction du nombre de Ohnesorge par opposition au résultat déduit à partir
de la théorie de Weber. En fait, ils affirment surtout que la présence du maximum de la
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We
Gc

Z

Figure 1.11: Nombre de Weber critique en fonction du nombre de Ohnesorge déduit de la
théorie de Weber (d’après S. Leroux [16]).

courbe de stabilité ne peut plus dépendre de l’action des forces aérodynamiques pour de
faibles nombres de Ohnesorge. Ils ont aussi défini un nombre de Weber caractéristique
délimitant le passage de vitesses où le jet est influencé par les forces aérodynamiques à
celles où le jet ne l’est pas, indépendamment de la position du point de vitesse critique.

Théorie de Weber modifiée

Sterling et Sleicher émettent l’hypothèse de l’influence de la relaxation du profil de vitesses,
profil qui est établi lors du passage du liquide dans le tube d’injection. En l’absence de
cet effet (tube de faible longueur, par exemple), la théorie de Weber surestime les effets
aérodynamiques en ne prenant pas en compte l’effet de viscosité du gaz. Cette action
étant de faire chuter la valeur du terme dépendant du différentiel de vitesses entre les deux
phases, les auteurs modifient leur équation de dispersion en introduisant un coefficient
correcteur devant le terme en U . En reprenant simplement l’équation de Weber (éq. 1.36),
cela revient à écrire 14:

s2 +
3µk̄2

ρR2
s =

σ

2ρR3
(1 − k̄2) k̄2 + C

UρG k̄3 K0(k̄)

2R2ρ K1(k̄)
. (1.39)

Distinction des trois zones

La théorie de Weber montre que l’augmentation de la pression ambiante, c’est-à-dire de
la densité du gaz environnant, déplace le point de vitesse critique vers de plus faibles
vitesses. Le taux de croissance maximal restant identique, la longueur de rupture au point
de vitesse critique est donc plus petite à mesure que cette vitesse diminue. Ces deux
résultats s’accordent bien avec le rôle déstabilisateur attribué aux forces aérodynamiques.

14Pour leur étude, les auteurs proposent une valeur de 0.175 pour C.
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En effet, l’augmentation de ρG permet aux forces aérodynamiques d’tre aussi efficaces à
des vitesses moins importantes.

Les résultats de Leroux et al [41] mettent clairement en évidence ce comportement.
Cependant, une certaine classe de jets ne présente pas de changement de position du point
de vitesse critique sous variation de la pression ambiante de 1 à 80 bars. Pour ces jets,
les forces aérodynamiques ne semblent être en rien responsables de l’apparition du point
critique. En fait, les auteurs définissent trois régimes de fonctionnement des jets liquides
cylindriques selon la manière dont la position de la vitesse critique dépend de la pression
ambiante [41]. Le choix correct de la valeur d’une masse volumique ”critique”, notée ρ ∗

G ,
permet de définir les limites de chaque zone.

- Zone 1 (ρG << ρ ∗
G ): La vitesse critique est inférieure à la valeur prédite par la

théorie de Weber. En outre, cette vitesse critique ne varie pas en fonction de la
valeur de la pression ambiante, c’est-à-dire de l’intensité des forces aérodynamiques.
L’apparition de la vitesse critique semble donc être pilotée par une caractéristique
interne à l’écoulement. La position de cette vitesse critique apparâıt pour un nombre
de Reynolds constant Rec.

- Zone 2 (ρG ≃ ρ ∗
G ): La théorie de Weber, ou mieux encore celle de Sterling et

Sleicher, donne un bon ordre de grandeur de la position de la vitesse critique [16].
Expérimentalement, cette position commence à dépendre légèrement de la pression
ambiante dénotant une légère influence des forces aérodynamiques sur la position du
point critique du diagramme de stabilité.

- Zone 3 (ρG >> ρ ∗
G ): De la même manière que les théories le prédisent, la position

de la vitesse critique est très sensible expérimentalement à la valeur de la pression
ambiante. Les vitesses critiques sont associées à un nombre de Weber constant.

L’appartenance d’un jet à une des zones dépend de deux grandeurs: le nombre de
Ohnesorge et le rapport Linj/d; ce qui peut se ramener à une dépendance du paramètre ρ ∗

G

qui est fonction de ces deux grandeurs. En zone 3, soit le nombre de Ohnesorge est grand,
soit le rapport Linj/d est nul. Dans un cas comme dans l’autre, cela revient à considérer un
jet dont le profil de vitesses en sortie de buse ne générera pas d’instabilités (profil plat, ou
relaxation rapide du profil établi sous l’effet d’une forte dissipation visqueuse). En zone 1,
la viscosité (le nombre de Ohnesorge) est faible, et Linj/d est suffisant pour imposer au jet
un profil de vitesse non plat en sortie de buse. La relaxation du profil de vitesses est lente
par comparaison au temps de rupture en gouttes car la viscosité est suffisamment faible.
La relaxation des gradients de vitesse créent des points d’inflexion sur le profil de vitesse.
Ces points d’inflexion, connus pour être générateurs d’instabilités, sont suspectés être la
source des perturbations initiant plus rapidement les instabilités et raccourcissant d’autant
le temps et la longueur de rupture. La zone 2 est une zone de transition où l’écoulement
adopte un comportement intemédiaire entre les zones 1 et 3.

Ces résultats sont à l’origine d’une modification de l’équation de dispersion de mme
nature que celle de Sterling et Sleicher.
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Modification de la théorie de Weber modifiée: paramètre ρ ∗
G

Sur la base du paramètre ρ ∗
G , Leroux et al. proposent d’introduire un coefficient cor-

recteur dans l’équation de dispersion, de manière à approcher de la meilleure faon possible
l’ensemble des résultats expérimentaux. Comme l’influence des forces aérodynamiques est
à l’origine de la distinction entre les trois zones, ce facteur correctif porte à nouveau sur le
terme contenant la différence de vitesse liquide/gaz, U , qui s’écrit alors:

(

K
ρ ∗

G

ρG
+ 1

)

C

(
UρG k̄3 K0(k̄)

2R2ρ K1(k̄)

)

(1.40)

où C est le facteur correctif équivalent à celui introduit par Sterling et Sleicher. Le terme(

K
ρ ∗

G

ρG
+ 1

)

permet de passer d’une zone à l’autre selon la valeur de ρG par rapport

au paramètre ρ ∗
G dépendant de l’injecteur (essentiellement Linj/d) et du liquide injecté

(nombre de Ohnesorge). En outre, de manière à retrouver la position de la vitesse critique
prédite par la théorie de Weber en zone 2, lorsque ρG = ρ ∗

G , les paramètres K et C
doivent satisfaire la relation suivante: (K + 1)C = 1. Ce qui permet de se contenter de la
détermination de deux paramètres, ρ ∗

G et C, pour que le modèle modifié puisse avoir un
caractère prédictif.

Cette dernière modification de l’équation de dispersion permet donc de retrouver les
positions de la vitesse critique obtenues expérimentalement, indépendamment du régime
de fonctionnement du jet (zones 1, 2, ou 3). En fait, la modification porte sur l’équation
de dispersion et associe donc l’apparition du point critique à l’augmentation soudaine du
taux de croissance de la perturbation dominante lorsque la vitesse du jet crôıt. Cependant,
cette augmentation du taux de croissance est attribuée à l’action des forces aérodynamiques
même lorsque la position du point critique ne dépend pas de ces forces (en zone 1). Dans
ce cas, le jet étant insensible à l’action des forces aérodynamiques, le taux de croissance de
la perturbation dominante devrait être constant. L’apparition du point critique doit alors
être reliée à une augmentation de l’amplitude des perturbations initiales [42], c’est-à-dire
à une diminution du terme ln(R/η0) dans l’équation (1.35).

La dernière modification de la théorie de Weber suggère donc que le profil de vitesses
en sortie de buse peut influencer l’initiation des perturbations principales déstabilisant le
jet, tandis que les forces aérodynamiques peuvent agir sur leur taux de croissance.

1.4 Les apports de la théorie des systèmes dynamiques

La théorie des systèmes dynamiques nonlinéaires a pour origine l’étude du problème des
trois corps en mécanique céleste [43]. Cependant, les concepts introduits par Poincaré
n’ont été utilisés que très progressivement et principalement à partir des années 70 avec
l’étude de systèmes hydrodynamiques dans leur transition vers la turbulence. Les problèmes
théoriques fondamentaux que cette approche soulève l’ont fait également se diriger vers
l’étude de modèles tels que certains systèmes numériques. Cependant, nous pouvons dire
que ce domaine de recherche se développe autour de travaux théoriques et de l’application
des concepts introduits à des comportements expérimentaux. Nous pouvons en relever de
nombreux exemples dans la littérature allant de la cinétique chimique (Belouzov-Zhabotinski
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[44, 45], combustion et réduction de schéma de cinétique chimique [46], électrolyse du cuivre
[47, 48], etc...) à l’astrophysique [49], en passant par l’étude de la dispersion cyclique dans
les moteurs [50].

Il est notamment possible de trouver quelques publications concernant la dynamique
des écoulements en sortie de tuyau, mais limitées à quelques cas bien particuliers. Ainsi,
après avoir fait une petite introduction concernant les comportements chaotiques (§1.4.1),
nous nous intéresserons aux routes vers le chaos dans deux systèmes expérimentaux bien
particuliers (§1.4.2). Nous verrons le cas assez célèbre du goutte-à-goutte d’un robinet,
dont les études récentes montrent deux comportements différents sous augmentation du
débit. Nous parlerons aussi de l’étude plus complète d’un jet d’air cylindrique sous deux
aspects: un point de vue expérimental (jet forcé), et un autre, numérique (jet libre). 15

C’est l’étude expérimentale du jet d’air qui nous sera la plus utile, car elle anticipe déjà
dans son approche certains résultats que nous présenterons dans le cas des jets liquides.

1.4.1 Introduction à la dynamique des systèmes

Cette introduction doit permettre de comprendre les notions de base de cette théorie. Plus
tard, dans les chapitres suivants, la définition des concepts plus spécifiquement utilisés
sera précisée selon les besoins. Tout ce qui suit est abondamment détaillé dans la série de
références: [52, 53, 54, 55].

Prenons un système déterministe, c’est-à-dire régi par un ensemble de lois déterminant
complètement son comportement: un système d’équations différentielles ordinaires, aux
dérivées partielles, des équations horaires, ..., tout ce qui peut permettre de déterminer,
au moins à court terme, le mouvement du système dans l’espace des phases (espace dont
les coordonnées sont données par les degrés de liberté du système considéré). Dans cette
introduction, nous allons nous intéresser uniquement aux systèmes dissipatifs et à leur
transition vers un comportement chaotique. Si nous voulons caractériser l’évolution de
l’état d’un tel système, nous devons suivre l’évolution du système représentée par une
trajectoire dans l’espace des phases.

La première notion est celle d’attracteur. Les trajectoires émanant de conditions ini-
tiales choisies au sein d’un bassin d’attraction ont la propriété de converger asymptotique-
ment vers un attracteur qui est inscrit sur une variété de l’espace des phases. Cet attracteur
(il peut y en avoir plusieurs dans l’espace des phases), a une dimension d nécessairement
inférieure à la dimension m de l’espace des phases (cas dissipatif). Dans un espace des
phases de dimension 2, deux attracteurs sont possibles: le point fixe (d = 0), au niveau
duquel l’état du système ne change pas au cours du temps, et le cycle limite (d = 1),
traduisant une évolution périodique (cyclique) de l’état du système. Pour un espace des
phases de dimension 3, nous distinguons:

1- les attracteurs inscrits sur une surface topologiquement équivalente à un tore (d =
2) 16. Deux pulsations sont alors caractéristiques du comportement dynamique du
système. L’une est associée à la révolution selon l’axe du tore, et l’autre à la révolution

15Nous pouvons noter aussi qu’un comportement chaotique aurait été observé sur des oscillations de
gouttes mises en lévitation acoustique [51].

16Un tore est une surface dont la géométrie ressemble à celle d’une chambre à air, ou d’un anneau.



40 Chapter 1. Les sprays

dans la direction transverse au tore (fig. 1.12). Si les deux pulsations sont dans
un rapport irrationnel, le tore est couvert d’une manière dense: aucune trajectoire
ne repasse exactement au même endroit d’une révolution aux suivantes. Il s’agit
du régime quasi-périodique. Si le rapport entre les deux pulsations est rationnel,
la trajectoire repasse périodiquement au même endroit montrant un phénomène de
battement. C’est le régime bi-périodique.

2- les attracteurs apériodiques ou chaotiques (d > 2), pour lesquels deux trajectoires
initialement voisines se séparent l’une de l’autre exponentiellement selon une (ou
plusieurs) direction(s) d’étirement, mais restent confinées dans le domaine borné de
l’attracteur en raison des propriétés de récurrence (fig. 3.25, chap. III). L’étirement
se traduit par une sensibilité aux conditions initales impliquant une imprédictibilité à
long terme de l’évolution du système. Un système d’équations différentielles générant
un comportement chaotique est génériquement non linéaire et non intégrable analy-
tiquement.

Nous ne parlerons pas pour l’instant du cas beaucoup plus compliqué d’un espace des
phases de dimension supérieure à trois pour lequel certains outils, tels ceux provenant de
l’analyse topologique (analyse typiquement réalisée dans un espace de dimension 3), ne
sont plus valides.

1

ω2

ω

Figure 1.12: Tore de dimension 2 représenté dans un espace de dimension 3. Un exemple
de trajectoire sur un tore est tracé en pointillés.

Bifurcations

La théorie des bifurcations permet de déterminer les différentes routes menant un système
à un comportement chaotique. Tout commence par l’analyse de la stabilité des solutions
triviales des équations d’évolution du système. Ces solutions triviales peuvent être des
points fixes ou des cycles limites. Soit un système dynamique

ẋ = fµ(x) (1.41)

où µ est le paramètre de contrôle du système. Un point fixe de ce système est défini par
ẋ = 0. Un point fixe xF est donc solution de l’équation f = 0. La stabilité d’un point fixe
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est déterminée par les valeurs propres du jacobien du système dynamique f . La matrice
jacobienne d’un système dynamique f est définie par:

J = Dfij =
∂fi(x)

∂xj

Déterminer le type des points fixes permet d’avoir une première information sur la
structure des trajectoires représentatives de l’évolution du système dans l’espace des phases
par linéarisation des équations d’évolution au voisinage des points fixes. Cela revient à
diagonaliser la matrice jacobienne J [55]. Ainsi, la connaissance des directions propres
associées aux valeurs propres en un point fixe donné permettent de préciser par quelles
variétés ((hyper-)plan, (hyper-)ligne) les mécanismes de réinjection et d’échappement ont
lieu au voisinage du point fixe considéré. Les cycles limites sont des solutions périodiques
stables des équations d’évolution du système. Il existe aussi des solutions périodiques
instables. Henri Poincaré a montré que ces solutions périodiques étaient précieuses car elles
structurent les trajectoires dans l’espace des phases [43]: on dit maintenant que l’ensemble
des orbites périodiques instables constitue le squelette des attracteurs chaotiques.

En fait, une classification des scénarii de transition au chaos peut être donnée en
étudiant la déstabilisation d’un cycle limite. Une orbite périodique est définie par

xcl(t) = xcl(t + T )

où T représente la période de l’orbite. Nous lui appliquons une petite perturbation ηηη de
telle sorte que la trajectoire suivie ait pour équation

x(t) = xcl(t) + ηηη(t)

On peut alors montrer que l’analyse de stabilité de l’orbite périodique considérée revient
à procéder à une analyse linéaire de stabilité du point fixe donné par l’intersection entre
l’orbite périodique et un plan fixe qui lui est transverse appelé plan de Poincaré (fig. 1.13).
Pour une trajectoire partant du voisinage de l’orbite périodique, le vecteur position xn+1

du point de la n + 1ème intersection avec le plan de Poincaré sera fonction du vecteur

position xn du point à la nème intersection selon une équation aux variations de la forme

xn+1 = Mxn

où M est une matrice m × m dite de Floquet 17.
Nous remarquons tout d’abord que si la perturbation ηηη est effectuée le long de la

trajectoire, cette dernière reste sur la solution périodique xcl et se retrouve inchangée au
bout d’une période T . En terme d’analyse de stabilité dans le plan de Poincaré, il est
possible de montrer que la matrice de Floquet possède alors une valeur propre λ égale à 1.
Le vecteur propre associé à la valeur propre λ = 1 définit le vecteur tangent à la trajectoire
au point xcl(0) (égal à

−→
X0 sur la figure 1.13). En fait, ce sont des perturbations dans des

directions perpendiculaires à la solution périodique qui renseigneront sur la stabilité de
celle-ci. La condition de stabilité linéaire impose alors que les modules des valeurs propres

17Cette relation entre les positions successives du point d’intersection avec la section de Poincaré s’appelle
une application de premier retour.
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λi de la matrice de Floquet (exceptée la solution triviale précédente donnant λ = 1), appelés
multiplicateurs de Floquet, soient inférieurs à 1 et donc situés à l’intérieur du cercle unité du
plan complexe. De ce point de vue, la déstabilisation d’un cycle limite sous l’évolution d’un
paramètre de contrôle se réalise par l’intersection d’une valeur propre avec le cercle unité:
la perturbation ηηη alors associée à cette direction propre est ensuite amplifiée, écartant de
plus en plus la trajectoire du cycle limite (fig. 1.14).

Cycle limite

Xo

Plan de Poincare

Xo+ δx

Figure 1.13: Cycle limite et section de Poincaré définie comme étant transverse au cycle
limite.

xδ

Figure 1.14: Déstabilisation d’un cycle limite: le cycle limite est devenu une orbite
périodique instable et toute trajectoire en son voisinage (sous l’effet d’une petite pertur-
bation) évolue en s’en éloignant exponentiellement.

Cette perte de stabilité de l’orbite périodique traduit un changement de comportement
dynamique à une valeur critique du paramètre de contrôle: il y a bifurcation lorsque, à
cette valeur critique, le module d’au moins une des valeurs propres λi est égal à 1. Trois
cas peuvent tre envisagés:

- λi = +1, c’est une bifurcation nœud-col.

- λi = −1, c’est une bifurcation sous-harmonique ou encore appelée doublement de
période.
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- λ±
i = ρ ± iω, c’est une bifurcation de Hopf.

Les principales formes de déstabilisation du cycle limite sont résumées figure 1.15.

Doublement de periode

Bifurcation noeud-col

Bifurcation de Hopf

ρ

ρ

- i

+ i

ω

ω

-1 +1

Im

Re

Figure 1.15: Valeurs propres associées aux principales bifurcations subies par un cycle
limite.

Afin de mieux comprendre ce que signifie les bifurcations, il est utile de ramener leur
étude à des systèmes dynamiques simples en utilisant la méthode des formes normales. Il
s’agit d’étudier la déstabilisation d’un cycle limite à travers un système simple qui reproduit
la déstabilisation du point fixe qui lui est associé (dans le plan de Poincaré). Grâce aux
formes normales, la description des principales bifurcations peut toujours se ramener à
l’étude d’un système dynamique suffisamment simple pour en réaliser une étude analytique.

En voici quelques exemples 18:

Bifurcation nœud-col La forme normale d’un système subissant une bifurcation nœud-
col s’écrit:

ẋ = µ − x2 (1.42)

où x est une grandeur scalaire. La forme normale (1.42) a pour points fixes les points
solution de l’équation

0 = µ − x2 (1.43)

Ils sont au nombre de deux et ont pour coordonnées

xF = ±√
µ (1.44)

Etudions maintenant la stabilité de ces points fixes en leur appliquant une perturbation ǫ
telle que xF → xF + ǫ. Le système (1.42) se récrit alors sous la forme

ẋF
︸︷︷︸

=0

+ ǫ̇ = µ − (xF + ǫ)2 (1.45)

18Les bifurcations qui sont présentées dans la suite sont répertoriées dans l’ouvrage de Thompson et
Stewart [56].
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qui devient
ǫ̇ = µ − x2

F
︸ ︷︷ ︸

=0

−2ǫxF − ǫ2 (1.46)

En limitant l’étude de la stabilité à l’ordre 1, nous obtenons l’équation d’évolution de la
perturbation ǫ:

ǫ̇ = −2ǫxF + O(ǫ2) (1.47)

Nous constatons alors que les points fixes vont être de stabilité différente. Ainsi, si
xF+

= +
√

µ et que la perturbation ǫ est positive, l’équation d’évolution des perturba-
tions (1.47) donne ǫ̇ < 0. La perturbation est amortie, le point fixe xF+

est donc stable.
Si maintenant nous considérons le point fixe xF−

= −√
µ, la perturbation va crôıtre ; le

point fixe xF−
est instable. Le diagramme de bifurcation, représentant la coordonnée des

xF+= + µ

x

µ

xF µ- = -

Figure 1.16: Diagramme de la bifurcation nœud-col

points fixes en fonction du paramètre de contrôle (fig. 1.16) présente donc une branche
stable (xF+

= +
√

µ) et une branche instable (xF−
= −√

µ). La branche instable sépare le
bassin d’attraction de la branche stable du bassin d’attraction vers l’infini. Pour µ < 0, il
y a divergence quelle que soit la condition initiale choisie. Pour µ = 0, valeur du paramètre
de contrôle pour laquelle il y a bifurcation, les deux branches coalescent lorsque µ décroit
ou naissent lorsque µ croit.

Bifurcation de Hopf Pour décrire la bifurcation de Hopf, Guckenheimer et Holmes
considèrent une forme normale en coordonnées polaires (r, θ):







ṙ = r(µ − r2)

θ̇ = 1
(1.48)

qui, en coordonnées cartésiennes, devient:






ẋ = −y + x
[
µ − (x2 + y2)

]

ẏ = x + y
[
µ − (x2 + y2)

]
(1.49)
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La forme polaire permet une compréhension rapide de la nature de la bifurcation. Les
points fixes sont solution de l’équation

0 = r(µ − r2) (1.50)

soit {
r0 = 0
rc =

√
µ

(1.51)

Ainsi, lorsque µ < 0, seul le point fixe r0 est réel. Etudions la stabilité des points fixes en
introduisant une perturbation positive ǫ telle que rF → rF + ǫ. La première équation du
système (1.48) devient alors:

ṙF
︸︷︷︸

=0

+ǫ̇ = (rF + ǫ)
[
µ − (rF + ǫ2)

]
(1.52)

soit après développement à l’ordre 1

ǫ̇ = rF (µ − r2
F )

︸ ︷︷ ︸

=0

+ǫ(µ − 3r2
F ) + O(ǫ2)

= ǫ(µ − 3r2
F ) + O(ǫ2)

(1.53)

De ce fait, lorsque µ < 0, seul le point fixe r0 est réel (existe physiquement) et l’équation
d’évolution de la perturbation devient

ǫ̇ = µǫ + O(ǫ2) puisque rF = r0 = 0 (1.54)

Ceci signifie que la perturbation décrôıt: le point fixe est stable. Les trajectoires s’enroulent
donc autour de ce point fixe et y échouent asymptotiquement. Lorsque µ = 0, la pertur-
bation ǫ est constante puisque ǫ̇ = 0: il y a bifurcation. Pour µ > 0, le second point fixe
apparâıt et a pour coordonnée rF = rc =

√
µ. L’équation d’évolution de la perturbation

devient alors
ǫ̇ = −2µǫ + O(ǫ2) (1.55)

ce qui implique qu’une perturbation ǫ au voisinage de rF décroit alors que maintenant elle
croit lorsqu’elle est appliquée au voisinage de r0. Puisque la description est en coordonnées
polaires, le point fixe rc se traduit en fait par une orbite périodique stable, soit un cycle
limite de rayon

√
µ. C’est une transition surcritique qui se traduit par la continuité entre

le cycle limite et le point fixe à la bifurcation. Un diagramme de bifurcation peut être
construit dans l’espace E tel que E = espace des phases (x, y)× paramètre de contrôle (µ)
(fig. 1.17) où × désigne le produit topologique.

Il existe aussi une bifurcation de Hopf sous-critique (fig. 1.17.b) décrite par la forme
normale suivante: 





ẋ = −y + x
[
µ + (x2 + y2)

]

ẏ = x + y
[
µ + (x2 + y2)

]
(1.56)

Le domaine de stabilité du point fixe est alors limité par la coalescence entre une or-
bite périodique instable et le point fixe. Lorsqu’elle est sous-critique, la bifurcation de
Hopf n’impose pas de continuité à la bifurcation ; nous parlons alors de bifurcation catas-
trophique. Ces bifurcations ont été largement étudiées par René Thom dans le cadre de sa
théorie des catastrophes [57].
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Cycle stable

Point fixe stable

  instable

Point fixe

x

y

µ=0
(a) Bifurcation sur-critique

  instable

Point fixe

x

y

µ=0

Point fixe stable

Cycle instable

(b) Bifurcation sous-critique

Figure 1.17: Les deux types de bifurcation de Hopf.

Bifurcation fourche Une forme normale pour la bifurcation fourche est donnée par:

ẋ = µx − x3 (1.57)

dont les points fixes ont pour coordonnées:

{
x0 = 0
xF±

= ±√
µ

(1.58)

Parmi ces trois points fixes, seul le point fixe origine est réel lorsque µ < 0. L’étude de la
stabilité est effectuée à l’aide d’une perturbation ǫ appliquée au voisinage des points fixes
xF (où F = 0, F+ ou F−). L’évolution de cette perturbation est donnée par l’équation
suivante:

ǫ̇ = (µ − 3x2
F )ǫ + O(ǫ2) (1.59)

Ainsi, le point fixe origine x0 est stable pour µ < 0. Lorsque µ devient positif, ce point
fixe perd sa stabilité. Les deux autres points fixes xF±

deviennent réels à la bifurcation
(µ = 0). Ces deux points fixes sont alors stables puisque l’évolution de la perturbation est
définie par la relation:

ǫ̇ = −2µǫ + O(ǫ2) (1.60)

De ce fait, si nous considérons un cycle limite associé au point fixe x0, il se déstabilise à
la bifurcation au profit de deux cycles limites de mme période associés aux points fixes
xF±

, leur bassin d’attraction étant délimité par l’orbite périodique associée à x0, devenue
instable à la bifurcation (fig. 1.18.a).

Remarquons que la forme normale (1.57) possède une propriété de symétrie ; en effet,
le champ de vecteurs f défini par cette forme normale est invariant sous la transformation
x

γ→ −x. En d’autres termes, le champ de vecteurs est équivariant, c’est-à-dire qu’il vérifie
la relation

γf(x) = f(γx) (1.61)

De ce fait, la bifurcation fourche sur-critique se rencontre uniquement dans le cas des
systèmes pourvus de propriétés de symétrie.
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Figure 1.18: Bifurcation fourche

Il existe le pendant sous-critique de cette bifurcation. Elle a pour forme normale

ẋ = µx + x3 (1.62)

et le diagramme de bifurcation qui lui est associé est représenté fig. 1.18.b.
Comme nous l’avons vu, à chaque bifurcation associée à une forme normale et à la sta-

bilité d’un point fixe correspond une bifurcation agissant sur la stabilité des cycles limites.
Pour reprendre celles qui peuvent amener à des comportements chaotiques, regardons le
fonctionnement de celles présentées sur la figure 1.15.

• La bifurcation de Hopf: quand elle est surcritique, les valeurs propres complexes
conjuguées, en traversant simultanément le cercle unité, génèrent une rotation autour
du cycle limite initial. Une deuxième fréquence caractéristique s’ajoute donc à celle
qui est associée au cycle limite.

• La bifurcation nœud-col: une valeur propre, traversant le cercle unité par la valeur
(+1), il y a création d’un cycle limite et d’une orbite périodique instable. Ils ont tous
deux mme période.

• La bifurcation sous-harmonique: une valeur propre traverse le cercle unité par la
valeur (-1). Deux schémas possibles peuvent décrire cette déstabilisation du cycle
limite. Soit une nouvelle solution périodique stable de période deux fois plus longue
se substitue au cycle limite devenu instable: c’est le cas lorsque la bifurcation est
sur-critique. Soit deux orbites périodiques instables disparaissent au niveau du cycle
limite, tuant sa stabilité: la bifurcation est alors sous-critique.

De la même manière que nous avons classé les bifurcations déstabilisant un cycle limite,
nous pouvons faire la liste des différentes routes vers le chaos selon le mode de bifurcation
opérant:
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- Les bifurcations nœud-col sous-critiques sont associées au phénomène d’intermittence
de type-I. Rappelons que la bifurcation résulte de la coalescence de deux cycles lim-
ites, l’un stable et l’autre non: ceci implique la disparition de ces deux solutions
périodiques, stable ou instable après la bifurcation. Le comportement du système est
caractérisé par l’alternance d’oscillations régulières, périodiques, correspondant à un
canal laminaire au voisinage d’un cycle limite, avec des bouffées irrégulières, de type
turbulent. La réinjection dans le canal laminaire est appelé relaminarisation. L’étude
de la relaminarisation montre que la durée des phases laminaires est nécessairement
finie (bornée) [54].

- Les bifurcations sous-harmoniques sont associées au cas de la cascade de doublements
de période lorsqu’elles sont sur-critiques. Nous la décrivons en exemple ci-après.

- Lorsqu’elles sont sous-critiques, les bifurcations sous-harmoniques sont associées à
une intermittence de type-III. L’évolution globale du système est similaire à celle
décrite pour l’intermittence de type-I, sauf que le processus de relaminarisation rend
probable l’arrivée de bouffées laminaires de durée infinie. Pratiquement, cela se
traduit par une fonction de densité de probabilité sur la durée des phases laminaires
non bornée.

- Une bifurcation de Hopf normale fait apparâıtre une nouvelle fréquence caractéristique
dans le spectre de puissance. Si au moins trois bifurcations de Hopf se succèdent,
de faibles perturbations du tore T 3 donnant l’évolution du système sous l’action des
trois fréquences caractéristiques indépendantes, déstabilisent la trajectoire torique.
L’attracteur stable (cycle limite ou tore T 2) devient alors génériquement un attracteur
chaotique: il s’agit du scénario de Ruelle-Takens-Newhouse [53].

- Si la bifurcation de Hopf est inverse, c’est le mécanisme d’intermittence de type-II qui
peut prendre place. La différentiation entre ce type d’intermittence et les deux autres
se fait, lorsque l’on ne peut pas connâıtre le type de bifurcation qui l’a engendrée,
en distinguant l’allure caractéristique des signaux et aussi en comparant la fonction
densité de probabilité calculée sur la durée des phases laminaires avec celle donnée
par la théorie [54].

Pour compliquer un peu cet état de la situation, il n’est pas rare de constater qu’une
transition vers le chaos puisse être orchestrée par différents types de bifurcations.

Détaillons l’exemple de la cascade de doublements de période. L’augmentation d’un
paramètre de contrôle permet de suivre cette route au cours de laquelle se succèdent des
cycles limites se déstabilisant à chaque bifurcation sous-harmonique au profit d’un cycle
limite de période double. Ce processus se répète de plus en plus rapidement à mesure que
le paramètre de contrôle augmente (selon une loi d’échelle). Une telle cascade s’achève par
un point d’accumulation où le cycle limite est de période infinie. Au delà de ce point, la
trajectoire devient chaotique.

Une autre route vers le chaos va nous intéresser plus particulièrement. Il s’agit du
scénario menant à l’intermittence de type-I. La description qui suit s’appuie sur des modèles
numériques, mais la description de cette intermittence reste universelle.
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Intermittence de type-I Au sein d’un diagramme de bifurcation calculé sur un système
chaotique peuvent apparâıtre des fenêtres périodiques. Le passage d’un comportement
chaotique à un comportement périodique se réalise d’une manière brutale (décroissance
rapide de l’exposant de Lyapounov). Ceci s’observe aussi sur les diagrammes de bifurcations
où la répartition des points passe brutalement à la description d’un cycle limite par quelques
branches. Pourtant, lorsqu’une analyse très fine est réalisée, c’est-à-dire que de très petites
variations du paramètre de contrôle sont appliquées, le passage entre chaos et cycle limite
se fait par une intermittence générée à travers une bifurcation tangente.

Prenons l’exemple de la fenêtre de période 5 qui survient pour µ = µ5 = 3.73775 dans
le cas de la fonction logistique (voir définition au chapitre 4). Le cycle limite en jeu étant
de période 5, l’étude de la bifurcation se fait par l’intermédiaire de l’application discrète
f5 puisque le cycle limite vérifie la relation:

xn+5 = f5(xn) = xn (1.63)

La fonction f5 est représentée figure 1.19 pour trois valeurs du paramètre de contrôle autour
de la valeur µ5 à la bifurcation. Lorsque µ < µ5, la fonction f5 ne coupe la bissectrice
qu’en un seul point correspondant au point fixe X1 qui s’est déstabilisé pour µ = 3.0. La
fonction f5 coupe la bissectrice en cinq nouveaux points pour µ = µ5: c’est la bifurcation
nœud-col qui induit la création d’une paire d’orbites périodiques codée (10111

0)
19. Dès

que le paramètre µ est légèrement supérieur à la valeur µ5, nous constatons que c’est
maintenant dix intersections supplémentaires entre la courbe représentative de f5 et la
première bissectrice qui sont observées ; elles correspondent aux 5 points périodiques des
deux nouvelles orbites. Le comportement asymptotique est alors un cycle limite de période
5 dont la séquence orbitale est (10110).

(a) µ = 3.7 (b) µ = 3.73775 (c) µ = 3.75

Figure 1.19: Bifurcation tangente créant une orbite de période 5: (a) F 5(x) présente une
intersection avec la bissectrice à µ = 3.7 ; (b) F 5(x) devient tangente à la bissectrice en
5 nouveaux points à µ = 3.73775 ; F 5(x) présente 11 intersections avec la bissectrice à
µ = 3.75.

Si maintenant nous nous plaçons juste avant la bifurcation, nous observons en représentant
les itérés successifs d’une trajectoire, qu’un canal se forme entre la fonction f5 et la première

19La définition de ce codage appelé dynamique symbolique est donnée au chapitre 4.
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bissectrice (fig. 1.19.a). Ainsi, près du point de tangence, la trajectoire peut rester très
longtemps au voisinage du cycle limite à apparâıtre pour µ = µ5. Ces comportements quasi-
ment périodiques sont entrecoupés de comportements apériodiques de bouffées chaotiques
[58]. Ce comportement s’illustre bien dans le cas d’un flot comme le système de Rössler.
Prenons le cas de l’intermittence apparaissant à la naissance du cycle limite de période
3 dont la séquence orbitale est (100): ceci survient lorsque les paramètres de contrôle du
système de Rössler sont fixés comme (a, b, c) = (a3 = 0.4091200, 2.0, 4.0). Lorsque a est
légèrement supérieur à a3, le comportement asymptotique est le cycle limite de période
3. Un exemple de l’évolution de la variable y en fonction du temps pour a . a3 révèle
les phases laminaires durant lesquelles la trajectoire est très proche du cycle limite inter-
rompues par des bouffées chaotiques (fig. 1.20.a). J. Hirsch et al [59] ont montré que la
longueur moyenne L des phases laminaires évolue suivant la relation:

L̄ ∝ ǫ−α (1.64)

où ǫ représente la distance a− a3 et α est une constante égale à 1/2. De manière à définir
la longueur de la phase laminaire, nous introduisons un critère sur le plus petit minimum
de la série temporelle y(t). En effet, lorsque a & a3, la série temporelle y(t) passe par
trois minima avant de redécrire à nouveau le cycle limite de période 3. Si nous classons ces
trois minima suivant un ordre décroissant, y3 est donc le plus petit minimum associé à la
variable y lorsque le comportement asymptotique est le cycle limite (100). Lorsque a . a3

et que la trajectoire se trouve dans une phase laminaire, le plus petit minimum ymin(t) de
la série temporelle y(t) évolue donc au voisinage de y3. La longueur d’une phase laminaire
est donc définie à l’aide d’un critère d’acceptation sur les variations de ymin(t) qui s’écrit:

ymin(t) − y3 ≤ k (y1 − y3) (1.65)

où k doit être choisi petit. Il est ici arbitrairement choisi égal à 1/200. Si ce critère
est réalisé, alors le comportement asymptotique est très proche du cycle limite et nous
sommes en présence d’une phase laminaire ; sinon l’évolution correspond à une bouffée
chaotique. L’évolution de la longueur maximum des phases laminaires L en fonction de ǫ
est représentée figure 1.20. Cette évolution est en accord avec la relation (1.64) pour laquelle
α est trouvé égal à 0.53± 0.01 soit une valeur très proche de la valeur théorique. Hirsch et
al [59] ont également montré que la distribution de probabilité P (L) de la présence d’une
phase laminaire de longueur L met en évidence deux longueurs principales caractéristiques
des petites et grandes phases laminaires: ceci est aussi observé sur le système de Rössler
comme il est représenté figure 1.20.c. En outre, nous observons une des caractéristiques
permettant de différencier l’intermittence de type-I des deux autres: la distribution de la
longueur des phases laminaires est bornée supérieurement. Cette intermittence est appelée
intermittence de type-I.

Pour terminer ce panorama des routes vers le chaos, il faut mentionner qu’il existe des
scénarii qui ne sont pas clairement associés à un type donné de bifurcations. Nous citerons
le cas du scénario de Curry et Yorke [54, 60] correspondant à la transition d’un régime
quasi-périodique sur un tore T 2 (2 fréquences caractéristiques) à un régime chaotique,
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Figure 1.20: Caractéristiques de l’intermittence de type-I observée avant la création du

cycle limite de période 3 pour le système de Rössler. Les paramètres de contrôle sont

(a, b, c) = (0.40911, 2.0, 4.0), c’est-à-dire que ǫ = 10−5. Nous remarquons que la distribution

de probabilité P (L) des longueurs des phases laminaires est bornée. Cette propriété est

caractéristique de l’intermittence de type-I.

sans apparition d’une nouvelle fréquence mais par un abandon progressif du tore par les
trajectoires 20.

La plupart des scénarii connus ont déjà pu être rencontrés dans certaines expériences
incluant des expériences de mécanique des fluides (convection de Rayleigh-Bénard [62],
expérience du fil chaud [60]). Revenons aux cas des jets qui nous intéressent plus partic-
ulièrement dans le cadre de ce travail de thèse.

1.4.2 Deux cas expérimentaux

Le goutte-à-goutte

Les régimes de goutte-à-goutte sont une des situations bien connues de mise en évidence
expérimentale de comportements chaotiques. Des preuves de la présence de différentes
routes vers le chaos auraient été données, comme la cascade de doublements de période
[63] et les intermittences [64, 65], pour les plus connues.

Ici, nous résumons les résultats de deux études récentes car chacune présente clairement
des caractéristiques différentes de dynamiques chaotiques. Dans chacune, les dispositifs
expérimentaux, basés sur l’extinction d’un spot laser au passage d’une goutte, permettent
d’enregistrer la taille des gouttes et les écarts entre leurs passages successifs.

20Voir aussi le cas de la catastrophe homocline [61]
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Route vers le chaos La première étude [66] montre une analyse d’applications de
premier retour sur les durées de passage entre deux gouttes arrivant successivement au
niveau du détecteur (fig. 1.21). Cette analyse permet de constater que cette grandeur prend
d’abord la même valeur à chaque nouveau passage de gouttes (période 1). Ensuite, pour un
débit plus élevé, cette grandeur prend alternativement une valeur haute et une valeur basse
(période 2). En augmentant encore le débit, nous voyons apparâıtre un régime bâti sur
un cycle limite de période 3. Puis finalement, les points de l’application de premier retour
se structurent autour d’une ligne dont nous pouvons distinguer au moins deux branches
de pentes contraires. Cette structure est caractéristique d’une dynamique chaotique. En
outre, la ressemblance de cette application avec une application de premier retour très
connue, la fonction logistique [54], est frappante.

Figure 1.21: Applications de premier retour sur l’intervalle de temps t (en s.) entre le
passage successif de deux gouttes. q représente la valeur du débit en ml/s. Les niveaux de
gris sont proportionnels à la densité de points détectés (d’après [66]).

Cependant, comme le note les auteurs, l’analogie s’arrête ici, car le scénario adopté
pour la fonction logistique est la cascade de doublements de période au cours de laquelle, à
chaque bifurcation, la période est multipliée par deux. Pour le goutte-à-goutte, la période
crôıt de 1 à 2, puis de 2 à 3. Cela suggère que, dans cette étude, le scénario de doublements
de période n’est pas suivi par le régime de goutte-à-goutte à mesure que le débit augmente.

Les auteurs remarquent que cette route vers le chaos est associée à une évolution de la
distribution en taille des gouttes. Jusqu’au régime de période 2 sur les temps de passage
entre deux gouttes, la distribution en taille montre deux pics caractéristiques, l’un pour les
gouttes principales, l’autre pour des gouttes secondaires de plus petites tailles. Ensuite,
à mesure que l’on s’approche du régime chaotique, cette distinction entre les deux pics se
détériore, pour disparâıtre complètement pour un débit correspondant au régime de chaos.
Les auteurs en concluent que la disparition des gouttes secondaires après l’arrivée du régime
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chaotique représente un problème clef à résoudre pour l’étude de la dynamique des fluides.
Notons effectivement qu’il peut y avoir ici un intérêt à trouver la raison de cette connexion
entre la nature du régime de l’écoulement (chaotique ou non) et la présence d’une goutte
secondaire.

Bifurcation et loi d’échelle Dans la seconde étude [67, 68], l’augmentation du débit
a permis de mettre en évidence une bifurcation de Hopf inverse et une loi d’échelle sur les
enregistrements des intervalles de temps T entre passages successifs de gouttes devant le
détecteur. Ici, le paramètre de contrôle n’est pas le débit, mais la fréquence de production
des gouttes, f (en gouttes/s.).

La bifurcation est visible sur l’évolution de l’application de premier retour sur T (figure
1.22): f augmentant, nous passons d’un régime de période 5 à un régime quasi-périodique
(à partir de f = 39.67 gouttes/s). En même temps, le spectre de puissance (fig. 1.23)
évolue d’un spectre montrant une fréquence fondamentale F0 et sa première harmonique
F2, à un spectre (en f = 39.67 gouttes/s) comportant ces fréquences et deux nouvelles: F1

et F3 = F0 + F1.

Figure 1.22: Applications de premier retour sur l’intervalle de temps T entre le passage
successif de deux gouttes. Les fréquences moyennes de passage des gouttes sont données
en haut à droite de chaque figure.

Le régime quasi-périodique est inscrit sur un cercle (sur l’application de premier retour,
caractéristique d’une dynamique inscrite près d’un tore) dont la taille décrôıt quand f
augmente encore. Dans notre travail, nous constaterons aussi que le jet, dans le régime de
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Figure 1.23: Spectres de puissance correspondant aux données de la figure 1.22. Le taux
de passage des gouttes est donné en haut de chaque figure. On notera la définition de F0,
F1, F2, et F3 sur le spectre en f = 39.72 gouttes/s.

Rayleigh cette fois, présente une dynamique de ce type (voir chap. III). En même temps,
le spectre de puissance perd progressivement les pics en F1 et F3 et le pic en F0 s’élargit,
laissant penser que le régime devient un régime de période 1 en première approximation
seulement.

La bifurcation de Hopf étant décrite, les auteurs s’intéressent au régime apparemment
de période 1. C’est donc sur six des enregistrements, correspondant à f > 39.67 gouttes/s,
qu’ils tracent les fonctions d’autocorrélation. Ces fonctions sont caractérisées par une
décroissance exponentielle dont la taille caractéristique τ dépend elle-même du débit selon
une loi d’échelle:

τ = A

∣
∣
∣
∣

f − fc

fc

∣
∣
∣
∣

γ

(1.66)

où γ = −2.28 ± 0.03 est l’exposant critique, et fc = 39.897 gouttes/s est la fréquence
critique de passage des gouttes pour cette loi d’échelle. Ainsi, la diminution du rayon du
cercle sur les applications de premier retour caractérisant le passage d’un régime quasi-
périodique au régime de période 1 suit finalement la loi d’échelle qui vient d’être donnée.
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L’étude d’un jet d’air

Les seuls travaux impliquant la théorie des systèmes dynamiques non linéaires dans l’analyse
du comportement d’un jet (en dehors du régime de goutte-à-goutte) ne concernent que
des jets gaz/gaz axisymétriques. A notre connaissance, deux études en résument les
résultats. La première est basée sur des simulations numériques directes, tridimensionelles.
La deuxième est expérimentale et concerne un jet d’air excité par des perturbations ax-
isymétriques.

Une précaution à prendre dans la lecture de cette section est de se rappeler les particu-
larités de l’instabilité d’un jet gaz/gaz. Les phénomènes physiques mis en jeu sont différents
de ceux qui gouvernent l’instabilité d’un jet liquide dans un gaz. Ce problème est essen-
tiellement dû au rapport entre les masses volumiques des fluides intérieur et extérieur au
jet, ici égal à 1.

Simulations numériques Il s’agit ici de l’étude d’un jet rond non forcé [69]. L’originalité
de l’approche est qu’elle ne nécessite pas d’imposer des perturbations initiales qui pour-
raient être déduites, par exemple, des résultats de la théorie linéaire. Pour un Reynolds de
Re = 240, les résulats de simulation montrent un régime complexe d’une des composantes
de la vitesse en un point de l’écoulement (fig. 1.24).

Figure 1.24: Régime chaotique d’une composante de la vitesse en un point du jet obtenu
par simulations numériques (Thèse de I. Danaila [69]): en haut, série temporelle; en bas,
spectre de puissance calculé sur la série.

Ce régime, dominé par de fortes oscillations, intervient, d’après l’auteur, après une
bifurcation sous-critique située au voisinage de Re = 230; ce qui suggèrerait une transition
au chaos par intermittence de type II. Cependant, le spectre de puissance seul ne permet
pas une caractérisation précise du comportement. Il faut alors employer des outils plus
adaptés au problème.
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Jet d’air forcé Broze et Hussain [70, 71] présentent une expérience dont les mesures
de vitesses sont réalisées par fil chaud, en un point d’un jet excité. Les auteurs observent
deux bifurcations tangentes sur des applications de premier retour. L’une est observée
sur la différence de phase entre le mode fondamental et le sous-harmonique (fig. 1.25) 21

et amène le système d’un état périodique à un régime proche du quasi-périodique, mais
chaotique. L’autre est observée sur la différence de phase entre le sous-harmonique et la

4ème harmonique (fig. 1.26) et serait une transition à un régime d’intermittence de type
II (la deuxième observée expérimentalement après l’expérience du fil chaud reportée par
Eric Ringuet [60, 72]). Les modèles des applications de premier retour sont construits
en prenant, pour chaque point d’un modèle, le barycentre d’au moins 100 points voisins
sur l’application de premier retour considérée. Notons qu’il suffit d’un modèle simplement
temporel pour décrire le comportement du jet, système spatio-temporel.

(a) Données expérimentales (b) Modèle

Figure 1.25: Application de premier retour (a) et son modèle (b) pour la transition du
régime périodique au régime chaotique proche d’un quasi-périodique. φs est la différence
de phase entre la fréquence d’excitation et son sous-harmonique. n représente l’indice
de l’intersection avec la section de Poincaré. Le modèle est construit en calculant les
coordonnées des barycentres d’au moins 100 points voisins du graphe.

Les auteurs ne se contentent pas de ces mises en évidence de comportements chao-
tiques, mais dressent un diagramme d’état permettant de retrouver toutes les transitions
entre les différents régimes du jet sous évolution de l’amplitude et de la fréquence de
l’excitation. Mais surtout, de manière à expliquer les bifurcations tangentes, les auteurs
décrivent différents schémas d’appariement entre vortex pour identifier les traits principaux
composant un système dynamique non linéaire. Notamment la rétroaction (qui est un effet
principal des non linéarités), est décrite par certaines interactions entre vortex agissant de
proche en proche en remontant vers l’injecteur.

21Le sous-harmonique est la composante de fréquence moitié par rapport à celle du fondamental fex, dans
le spectre de puissance: fs = fex/2
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Figure 1.26: Application de premier retour (a) et son modèle (b). φq est la différence

de phase entre le sous-harmonique et la 4ème harmonique. Le modèle est construit en
calculant les coordonnées des barycentres d’au moins 100 points voisins sur l’application
originale.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les résultats principaux concernant l’atomisation de
jets liquides cylindriques à basse vitesse ainsi que les premiers concepts de la théorie des
systèmes dynamiques non linéaires.

Nous avons vu, à travers le bilan sur les processus d’atomisation, que les jets se
déstabilisent selon des dynamiques complexes dépendant de nombreux paramètres. Cepen-
dant, les exemples pris dans la littérature, comme celui du jet libre de Broze et Hussain,
montrent clairement que ces comportements ne sont pas aléatoires. Ces comportements,
pour tre compris, nécessite l’introduction d’outils venant de la théorie des systèmes dy-
namiques non linéaires: c’est le principal objectif de ce travail de thèse.

Enfin, nous avons pu constater que les phénomènes d’intermittence occupent une place
importante dans les processus d’atomisation.
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Chapter 2

Mesures par diffusion de la lumière

Résumé

Dans ce chapitre, nous décrivons d’abord l’expérience et la première méthode
de suivi optique de la dynamique du jet. La quantité mesurée est définie
grossièrement à l’aide de calculs analytiques, puis finement à l’aide de calculs
numériques sur les deux formes du jet principalement observées (déformations
sinueuses et variqueuses). Pour de faibles amplitudes de perturbations, l’intensité
mesurée est proportionnelle au diamètre du jet. Au delà d’une certaine ampli-
tude de perturbation de la surface du jet, nous mettons en évidence un artéfact
sur les mesures. Néanmoins cet artéfact nous permet de distinguer les oscilla-
tions de jet (perturbations sinueuses), des perturbations axisymétriques (vari-
coses). Cette méthode nous permet donc de présenter les premiers résultats sur
un jet d’eau excité transversalement et sur un jet d’eau libre. L’évolution de
la dynamique en fonction de la position le long de l’axe du jet est représentée
par différents moyens selon les cas étudiés et l’information désirée. Dans le cas
du jet excité, nous observons notamment l’extinction des perturbations dues à
l’excitation (ondes sinueuses) suivie de l’apparition et de la croissance de per-
turbations axisymétriques de même longueur d’onde. Dans le cas du jet libre,
des outils tels que sections de Poincaré et applications de premier retour per-
mettent de distinguer les gouttes principales des satellites. Le résultat le plus
intéressant réside dans le fait que la dynamique des perturbations se structure
autour de ”bouffées intermittentes”.

2.1 Introduction

Comme nous l’avons déjà précisé, nous avons choisi d’étudier un jet cylindrique. Celui-ci est
caractérisé par une série de paramètres déterminant notamment la géométrie de l’injecteur
ou bien les propriétés physiques du liquide injecté. Les valeurs de ces paramètres seront
données dans la suite. Les valeurs communes aux jets étudiés dans ce chapitre seront
données dans la section 2.2. Puis, dans chacune des sections 2.4 et 2.5, nous pourrons
relever les valeurs des paramètres restant, spécifiques des mesures effectuées sur un jet
excité et sur des jets libres.
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Un jet cylindrique est décrit par les équations de l’hydrodynamique qui impliquent
des termes non linéaires. Aussi, l’utilisation des outils de la théorie des systèmes dy-
namiques non linéaires est pertinente pour l’étude des instabilités de tels jets. Pour étudier
la dynamique d’un système quelconque, il faut mesurer une des grandeurs physiques car-
actérisant son état. Des mesures en temps réel de la longueur de rupture d’un jet cylindrique
ont déjà été réalisées, mais elles ne permettent pas d’étudier l’évolution des perturbations
modifiant la surface du jet et menant à la rupture en gouttes. Une autre technique de
mesure, basée sur la déviation d’un faisceau laser par le jet, a été utilisée par Cossali et al.
[1]. La déviation du faisceau étant fonction des rayons de courbure du jet, cette technique
permet d’avoir accès à certaines évolutions de la forme du jet. En fait, la forme d’une sec-
tion transverse à l’axe du jet, c’est à dire à la direction de l’écoulement, permet de connatre
la perturbation de la surface du jet à une distance donnée depuis la sortie de l’injecteur. Ce
type d’information peut être retrouvée par des méthodes utilisant des mesures de conduc-
tivité [2]. Cependant la précision de la mesure n’est pas encore suffisante pour une étude
de la dynamique des instabilités de jet 1. Dans le cas d’un jet cylindrique, la symétrie de
révolution permet de se contenter de la seule mesure du diamètre de la section circulaire
considérée 2. Une technique de mesure par extinction d’un faisceau laser, mise au point
par Xing et al. [4], permet de mesurer le diamètre d’un jet. Mais cette mesure n’a été en-
visagée par les auteurs de cet article que pour le cas d’un jet rendu opaque. Cette solution
ne saurait être envisagée dans le cas présent, puisque l’utilisation d’une encre opacifiante
est susceptible de modifier les caractéristiques du fluide injecté, et donc de modifier les
mécanismes de développement des instabilités. Nous verrons au chapitre 3 qu’une solu-
tion peut néanmoins être trouvée. En dehors des remarques faites précédemment sur les
différents principes de mesure relevés dans la littérature, il est bon de souligner que, dans
ces travaux, le traitement du signal est systématiquement limité à l’utilisation de la trans-
formée de Fourier. Notre ambition étant d’utiliser les ressources complètes de la théorie
des systèmes dynamiques non linéaires, nous devrons chercher une méthode de mesure qui
permettra de répondre aux exigences spécifiques de cette théorie. Nous nous proposons de
mesurer l’évolution d’un diamètre local pour des positions successives selon l’axe du jet,
de la sortie de la buse à la rupture en gouttes sans intervenir sur la composition du liquide
injecté.

Concernant la mesure, le lecteur pourra objecter que la connaissance de l’état complet
du jet nécessite une information globale sur la forme qu’il prend, de la sortie de la buse à la
rupture en gouttes, à chaque instant. De manière plus synthétique, nous dirons qu’il est régi
par une dynamique spatio-temporelle. En fait, cette objection restreint déjà le champ de la
mesure au seul problème des perturbations modifiant la surface du jet, alors que la descrip-
tion complète de son état devrait aussi pouvoir nous renseigner complètement sur le champ
de vitesses de chaque particule fluide qui le compose. En fait cette dernière remarque peut
être éludée en se rappelant que seule l’information concernant l’état de la surface du jet est
utile pour accéder à la dynamique des perturbations modifiant effectivement cette surface.

1Cette méthode est actuellement appréciée pour le suivi de la formation et des déformations de ”blobs”
qui sont des paquets de liquides observés dans les écoulements de type ”pipeline” [3].

2Il est bon de rappeler que cette symétrie de révolution peut tout de même être rompue sous l’action
des forces aérodynamiques pour des vitesses d’écoulement au moins supérieures à la vitesse critique définie
par le maximum de la courbe de stabilité (voir chapitre 1).



2.2. Dispositif expérimental 67

Il reste que la dynamique du jet s’inscrit à la fois dans l’espace (le jet a une étendue finie)
et le temps. Or, l’enregistrement isolé de chaque série temporelle, sans corrélation les unes
avec les autres, ne peut offrir ce type d’information spatio-temporelle. Cependant deux
constatations vont nous permettre de nous satisfaire de ce type de mesure. La première se
réfère au principe de redondance de l’information dans les systèmes aux variables couplées.
Ce principe, à l’origine des méthodes de reconstruction de portraits de phase dont nous
reparlerons plus tard, nous permet de dire que, dans une certaine mesure, l’information
contenue dans une seule variable du système reflète l’évolution du système dans sa glob-
alité. Cependant, aucun résultat ne permet de dire si ce principe peut s’appliquer, pour
le cas du jet cylindrique, au problème spécifique de la redondance de l’information entre
les différentes coordonnées d’un système spatio-temporel. Par conséquent, nous nous con-
tenterons pour l’instant de nous convaincre que même s’il n’existe pas de corrélation entre
des séries temporelles acquises à des instants différents, il n’en reste pas moins que les in-
formations recueillies sur chaque série temporelle sont susceptibles d’évoluer, en moyenne,
de proche en proche, de la sortie de la buse à la rupture en gouttes, pour finalement nous
donner une information sur la croissance des perturbations le long du jet.

Dans un premier temps, section 2.2, je décris le dispositif expérimental relatif à un
diagnostic optique utilisant la diffusion d’une nappe laser. L’intérêt de la technique choisie
réside dans la possibilité de focaliser la nappe laser de manière à avoir un volume de mesure
très réduit. Nous verrons que cela permet d’isoler une section du jet dont l’épaisseur est
suffisamment faible face à la longueur d’onde des perturbations évoluant à la surface du
jet pour limiter les problèmes d’intégration lors de la mesure. La mesure pourra être
considérée comme effectivement locale. Dans la section 2.3, j’explique cette technique de
mesure. Des modèles et des simulations numériques permettront de mieux comprendre
son fonctionnement et permettront l’interprétation des signaux expérimentaux. Les cas
de jets d’eau excités et non-excités (libres) sont étudiés respectivement en section 2.4 et
section 2.5. Nous y verrons notamment l’intérêt de l’utilisation des outils de la théorie des
systèmes dynamiques non linéaires.

2.2 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental (Fig. 2.1) est consitué de deux parties. La première concerne
l’injection du liquide selon les caractéristiques souhaitées. La deuxième est constituée par
la sonde optique et la chane d’acquisition.

Injection

Le montage permettant de générer le jet est en majeure partie dû à un travail avec
Leroux et al. [5, 6, 7]. L’eau est poussée par la mise en pression d’un réservoir de quatre
ou dix litres selon la configuration. La pression du gaz propulseur dans le réservoir est
regulée et le réservoir est suffisamment large pour pouvoir négliger les variations de pression
d’injection au cours d’une expérience à cause du changement de hauteur de la surface libre
dans le récipient. Ainsi, le débit d’eau en sortie d’injecteur reste constant au cours d’une
expérience. L’eau passe par un injecteur contenant un milieu poreux, puis à travers l’aiguille
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d’injection de diamètre interne de 600 µm de diamètre. Cette valeur correspond à la valeur
nominale du diamètre Φ du jet.

Le cas échéant, l’excitation est réalisée à l’aide d’un haut-parleur connecté à un générateur
de fréquence. Cela a pour effet d’imposer une perturbation sinusöıdale à l’aiguille. Le
haut-parleur étant apposé contre l’aiguille, l’excitation induit un déplacement transversal
du jet. Dans le cas où le jet est excité par cette méthode, et contrairement au cas répandu
où l’excitation est longitudinale, la symétrie cylindrique du jet est brisée.

Des micro-déplacements rendent possible le déplacement simultané de l’injecteur, de
l’aiguille, et du haut-parleur selon la verticale. Cela permet de réaliser les mesures, le long
de l’axe du jet, de la sortie de la buse à la rupture en gouttes.

pression
Air sous

Réservoir

de signaux
Générateur

Injecteur

Lentille
cylindrique

Lentilles
de collectionLumière

diffusée

Photomultiplicateur

Amplificateur

Laser

Ordinateur

Figure 2.1: Schéma représentant le dispositif expérimental.

Les caractéristiques du jet sont évolutives et susceptibles d’être modifiées dans un autre
travail. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à des jets d’eau dont la vitesse débitante
a été ajustée pour différentes valeurs comprises dans un intervalle de 1 m/s à 2.5 m/s.
Cela correspond ici à la portion de la courbe de stabilité comprenant la première partie
ascendante et la partie descendante. La valeur du nombre de Reynolds du jet se situe alors
entre 600 et 1500. La relation de Strikler (section 1.3.1) donne une longueur d’établissement
du profil de Poiseuille dépendant du nombre de Reynolds comprise entre 30Φ et 75Φ. Par
conséquent, le rapport de la longueur de l’aiguille L sur le diamètre Φ étant égal à 200, le
profil des vitesses en sortie de buse est considéré comme étant un profil de Poiseuille.

Technique optique de mesure du diamètre
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Le montage optique associé à une châıne d’acquisition, permet d’obtenir l’enregistrement
de l’intensité de la lumière diffusée par une section transversale du jet. En passant par ce
système optique comprenant une lentille cylindrique, un faisceau laser gaussien, généré par
un laser à Argon (Spectra-Physics 1620 3W ) ou par un simple laser Helium-Néon (Melles
Griot 15mW ) se transforme en une nappe laser d’épaisseur e = 24µm (sa largeur est de
5 cm environ) (Fig. 2.2). Expérimentalement, la mesure de l’épaisseur de la nappe laser est
réalisée à l’aide d’un analyseur de faisceau. Si nous tenons compte de l’incertitude sur le
positionnement du jet et aussi de son épaisseur, nous obtenons une valeur de l’épaisseur de
la nappe laser vue par le jet égale à 40± 10µm 3. Cette nappe laser diffuse sur une section
perpendiculaire au jet. Une partie de la lumière diffusée est collectée par un arrangement
de lentilles qui la focalise sur la face d’entrée d’une fibre optique. Un photomultiplicateur
en régime linéaire fournit alors un courant proportionnel à l’intensité lumineuse collectée.

Une telle épaisseur de faisceau, associée à une fréquence d’échantillonage élevée, permet
d’obtenir un suivi précis du diamètre du jet. Si nous considérons la longueur d’onde critique
pour laquelle le taux de croissance est le plus grand (grossièrement égale à λmax = πDL ≃
2 mm [1], où DL est le diamètre du jet), nous constatons que la résolution spatiale de notre
”sonde” optique (reliée à épaisseur de la nappe laser) est suffisamment élevée. En effet le
rapport λmax/e vaut approximativement 80.

La largeur de la nappe laser, quant à elle, est beaucoup plus grande que le diamètre
du jet. C’est donc le détecteur qui détermine la sensibilité de la mesure par rapport à la
position du jet. Or, la section utile de la nappe laser, permettant la mesure du diamètre
du jet, reste globalement insensible à la position moyenne du jet à 1 mm près au minimum
par rapport à la position optimale. La méthode de mesure est donc robuste par rapport à
la position moyenne effective du jet.

D’un autre côté, nous verrons plus tard que la technique optique nous permet de
détecter des déplacements transversaux du jet, c’est à dire des oscillations de sa position,
pour des fréquences d’oscillation suffisamment grandes. Pour le jet excité, les déplacements
dus aux mouvements transversaux imposés à la buse d’injection (Fe ∼ 360 Hz) sont
détectés. Il en est de même pour les perturbations préservant la symétrie axiale. Cha-
cun de ces deux types de perturbations est schématisé sur la figure 2.3.

La réponse électrique du photomultiplicateur est mise en forme et amplifiée (gain et
offset) de manière à adapter le signal aux spécifications de la carte d’acquisition. Chacune

des séries temporelles {V (t)}220

t=1 (où t est le temps discrétisé) est échantillonnée à une
fréquence fech = 500 kHz au moyen d’une carte ULTRAD 12 bits 4. Un enregistrement
dure alors environ 2.1 s.

Durant une expérience et parallèlement à l’enregistrement d’une série temporelle, un
spectre de puissance et une reconstruction de l’espace des phases sont calculés à partir de
la série temporelle au moyen d’un algorithme ”fft” pour l’un et de la méthode du décalage
temporel pour l’autre. Cela permet de suivre grossièrement l’évolution de la dynamique le
long de l’axe du jet pendant l’acquisition des données.

3Cette valeur est identique au résultat que l’on trouve théoriquement en tenant compte cette fois de la
divergence du faisceau.

4Convertisseur Analogique-numérique ULTRAVIEW AD—205DX Dual 5 MHz 12-bit A/D.
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Figure 2.2: Schéma du montage optique: a) Vue du dessus; b) Vue de profil. Le diamètre
du faisceau délivré par le laser est de l’ordre de 1mm (1.4mm pour le laser à Argon; 0.9mm
pour le laser He-Ne). La nappe laser obtenue fait 40 ± 10µm d’épaisseur, et environ 5 cm
de largeur.
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a) Mode sinueux b) Mode variqueux

Figure 2.3: Schéma représentatif des deux types de perturbations observées sur le jet
d’eau excité au moyen d’une caméra CCD: a) déplacements transverses; b) perturbations
préservant la symétrie axiale du jet.

2.3 Simulations numériques

Comme nous souhaitons travailler sur le processus de l’atomisation, nous cherchons ici
à savoir dans quelle mesure l’information mesurée par le dispositif décrit dans la sec-
tion précédente est caractéristique de l’évolution de la forme de la surface du jet. Cette
problématique peut être généralisée par la question: ”Notre diagnostic optique mesure-t-il
une série temporelle transcrivant la dynamique de l’atomisation du jet?”. En fait, nous
avons vu que la connaissance du diamètre local du jet est suffisante pour pouvoir analyser
la dynamique de croissance des perturbations le long d’un écoulement gardant la symétrie
cylindrique. Nous commençons donc par supposer que l’intensité lumineuse mesurée est
effectivement proportionnelle au diamètre local du jet éclairé par la nappe laser.

Dans un premier temps, nous allons voir que deux modèles simples à deux dimensions
ne remettent pas en cause cette hypothèse (section 2.3.1). Cependant, les résultats du
traitement des signaux acquis lors de l’expérience sur le jet excité ont montré un phénomène
difficilement expliquable qui se traduit par l’apparition de deux périodes caractéristiques.
Les reconstructions de l’espace des états ont facilement mis en évidence ce phénomène. Une
fois familiarisé avec la technique de reconstruction de portraits des états [8, 9, 10], cette
structure particulière devient évidente. Or, elle ne correspond pas à l’idée que nous nous
faisons de la dynamique très simple de ce jet 5. Il en a été de même pour le cas d’un jet
libre 6. C’est pourquoi, j’ai mis au point un code de simulation simple de la diffusion d’une
nappe laser sur deux volumes représentant la forme du jet dans certaines conditions de
fonctionnement. Nous verrons son fonctionnement et les premiers résultats dans la suite.

2.3.1 Modèles 2D

Les deux modèles présentés dans la suite sont complémentaires car ils décrivent chacun une
facette de la technique de mesure. Nous nous limitons au cas des modes variqueux dans le
cadre de ces deux modèles 2D. Le premier ”regarde” le jet selon une coupe transversale
(Fig. 2.4.a), le deuxième, selon une coupe longitudinale (Fig. 2.4.b).

5Nous en reparlerons lors de l’étude du jet excité, section 2.4.
6Voir aussi le cas des jets d’eau libre, section 2.5.
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Coupe transversale

Le jet est ici considéré localement cylindrique (Fig. 2.4.a). Nous modélisons alors la sonde
optique par une nappe laser diffusant sur un cylindre orienté perpendiculairement à la
direction d’incidence. Le rayon de ce cylindre, évoluant en fonction du temps, correspond
au rayon local de la section du jet vue par la nappe laser. Ce rayon est donné par la relation
suivante:

R(t) = Rmoyen + δ sin(ωt + φ) (2.1)

Nous reconnaissons facilement dans cette équation, la description classique du mode ”vari-
cose” (Fig. 2.3) où le jet est considéré comme un volume de révolution dont le rayon est
donné par une fonction sinusöıdale. Le déplacement du jet implique que la variation du
diamètre vu par la nappe laser en fonction du temps est sinusöıdale.

Avec ces conditions, la valeur de l’intensité diffusée revient au calcul de l’intensité
diffusée par une nappe laser d’épaisseur nulle sur un disque de rayon R (Fig. 2.4.a), à un
coefficient de proportionalité près. Comme R est une fonction du temps, l’intensité diffusée
sera aussi une fonction du temps.

Dépendance par
rapport au diamètre

a)

‘Lumiere
diffusee

,

R(t)

R(t)

x

y

x

z

b) JET

LASER

Dépendance par rapport au

rayon de courbure

Figure 2.4: a) Coupe transversale - b) Coupe longitudinale.

Dans la littérature [11], le calcul de l’intensité diffusée par une sphère de rayon R débute
par une représentation du problème en 2D, équivalent à une coupe transverse du jet telle
que nous l’envisageons ici. Le résultat du calcul de diffusion sur une sphère donne les
valeurs des intensités diffusées (selon l’état de polarisation)):

I1(p, τ) =
ǫ21I0R

2 cos τ sin τdτdφ

r2 sin θdθdφ
(2.2)

I2(p, τ) =
ǫ22I0R

2 cos τ sin τdτdφ

r2 sin θdθdφ
(2.3)
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où ǫi =

{

ri pour p = 0

(1 − r2
i )(−ri)

p−1 pour p = 1, 2, 3, . . .

(2.4)

où r représente la distance à la sphère, I0, l’intensité du faisceau incident, p, le mode —
il caractérise le nombre de réflexions du rayon considéré (Fig. 2.5) — ri, le coefficient de
réflexion pour la polarisation i 7. Les termes en φ et θ sont les termes dus à l’angle solide
considéré. La dépendance en R2 de l’intensité diffusée demeure une caractéristique de la
géométrie circulaire en 2D. Par conséquent, dans le modèle du jet qui nous intéresse ici,
l’intensité diffusée est proportionnelle à R2.

τ’

p = 3

p = 0

p = 2

p = 1

τ

θ

Figure 2.5: Modes de réflexion d’un rayon sur une sphère.

Puisque R est une fonction sinusöıdale du temps, l’intensité diffusée I(t) est aussi une
fonction du temps:

I(t) ∝ δ2 sin2(ωt + φ) + R2 + 2Rδ sin(ωt + φ) (2.5)

qui peut se développer en

I(t) ∝ A + B sin(ωt + φ) + C cos(2ωt + 2φ) (2.6)

où







A = Constante
B = 2Rmoyenδ
C = −δ2/2

(2.7)

(2.8)

où δ est l’amplitude de la perturbation sinusöıdale.
L’amplitude de C du terme en 2ωt est négligeable comparée à l’amplitude de B du

terme en ωt. Le signal garde donc la même périodicité que l’évolution de la forme de
la surface R(t). En fait, en prenant différentes valeurs pour δ (δ ≪ Rmoyen), les séries
temporelles calculées montrent un signal sinusöıdal de pulsation ω. Un exemple est donné
figure 2.6 pour ω = 2325, Rmoyen = 300 µm, δ = 10%Rmoyen, et le déphasage φ = 0.

Dans ce cas, l’évolution de l’intensité est donc, en première approximation, proportion-
nelle au diamètre local du jet.

7
Dans la suite: i = 1: Polarisation perpendiculaire; i = 2: Polarisation parallèle.
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Figure 2.6: Exemple d’une série temporelle de l’intensité diffusée dans le cas d’une coupe
transversale du problème de la diffusion sur un jet.

Coupe longitudinale

Ici, nous considérons une coupe selon l’axe du jet. Il en résulte une géométrie plane visu-
alisée sur la figure 2.4.b. La nappe laser est vue de profil, dans son épaisseur. Expérimentalement,
cette épaisseur est choisie de telle sorte qu’elle soit toujours très inférieure aux longueurs
d’onde de déformations évoluant le long du jet. Ainsi, dans ce modèle, nous la négligeons
en modélisant la nappe laser par un simple rayon lumineux.

Dans ce modèle, nous ne regardons pas les variations d’intensité en fonction du temps
(I(t)) comme dans le cas du modèle précédent. Nous nous intéressons à la valeur de la
déviation du faisceau incident en fonction de la position z0 de la nappe laser par rapport
à l’axe (Oz) du jet.

Le calcul de Cossali et al. [1] donne cette déviation ∆z = z3 − z0 d’un rayon situé à
une distance d de l’axe du jet (voir Fig. 2.7) pour de petites perturbations de la forme
cylindrique initiale adoptée par le jet, c’est-à-dire pour des positions z0 de la nappe laser
le long de l’axe du jet pas trop proches de la région de la rupture en gouttes. Rappelons
que nous ne nous intéressons ici qu’au cas des modes variqueux.

Pour rendre compte du déplacement du jet, nous posons z0 = V t où V est évidemment
la vitesse de déplacement des varicoses. Finalement, nous avons

∆z = z3 − z0

= 2 (m12 − 1) r′
(

d − m12 − 1

m12
r

)

(2.9)

où







r = r(z0)

r′ =

(
dr

dz

)

z=z3

r(z) représentant l’équation de la surface du jet dans le plan de coupe,

r(z) = Rmoyen + δ sin(kz) (2.10)
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Figure 2.7: Second modèle à 2D: définition de z0, z3, et d.

et

r′(z) =
dr

dz
= δk cos(kz) (2.11)

Dans la relation (2.9), m12 est l’indice relatif. Comme le jet est entouré d’air d’indice égal
à 1, m12 est aussi l’indice du liquide.

Les expressions de r et r′ sont introduites dans l’équation (2.9) qui s’écrit alors comme:

∆z = 2(m12 − 1) δk cos(kz)

(

d − (m12 − 1)(Rmoyen + δ sin(kz))

m12

)

(2.12)

et, en ajoutant que z0 = V t, il vient:

∆z = A′ cos(ωt) + B′ sin(2ωt) (2.13)

où







A′ = 2

(

d − m12 − 1

m12
Rmoyen

)

(m12 − 1)δk

B′ = −(m12 − 1)2

m12
δ2k

ω = kV

Ici encore, le signal suit linéairement l’évolution du diamètre local de pulsation ω
puisque B′ ≪ A′.

En donnant des valeurs conformes aux données expérimentales: d = 20 cm, m12 = 4/3,
Rmoyen = 300 µm, δ = 10%Rmoyen, ω = kV = 2325 et V = 1 m/s; nous calculons une série
temporelle. Celle-ci ne présente qu’une variation sinusöıdale de pulsation ω (Fig. 2.8).
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Figure 2.8: Exemple d’une série temporelle donnant la déviation d’une nappe laser lorsque
le problème de la diffusion sur un jet est vu selon une coupe longitudinale.

Les deux modèles présentés convergent dans leur résultat 8. L’intensité évolue en fonc-
tion de la taille de la section du jet vue par la nappe laser dans le premier modèle. Dans
le second, la variation d’intensité est induite par le déplacement du faisceau diffusé devant
le détecteur. La description complète de la diffusion de la nappe laser sur le jet doit com-
biner les effets de chacun de ces deux modèles. Par conséquent un traitement complet en
3 dimensions est nécessaire pour modéliser la technique de mesure.

2.3.2 Modèle 3D

Présentation

Deux sortes de perturbations évoluent sur le jet d’eau excité (Fig. 2.3). Ces déformations
typiques évoluant sur le jet sont modélisées chacune par une équation de la surface du jet.
Dans tous les cas, le jet est représenté par un volume translucide d’indice m.

Dans le cas des oscillations de jet (mode sinueux), la limite de la colonne liquide est
définie par:

x2 + (y − A sin(kz))2 = R2 (2.15)

où (i) x, y, et z sont les coordonnées cartesiennes d’un point sur la surface, (ii) R est le
rayon du jet non perturbé, (iii) A est l’amplitude de la perturbation, (iv) k est le nombre

8Les calculs ont aussi été menés pour une équation plus générale de la forme du jet:

r(t) = Rmoyen +
∞

X

n=1

δn cos(nωt) + δ′n sin(nωt) (2.14)

où ω = kV

Cette écriture en séries d’harmoniques permet de décrire un signal périodique quelconque. Il en résulte une
intensité dont le comportement est indépendant du modèle choisi (transverse ou longitudinal). Ce comporte-
ment se rapproche des résultats présentés dans les sections précédentes. Il est caractérisé par des pulsations
qui sont des composées de pulsations de r(t). Ainsi, les pulsations {(n − m) ω; (n + m) ω | (∀ n, m)} sont
présentes dans l’écriture du comportement de I(t) dans les modèles 2D. Cependant, une fois de plus ces
termes sont négligeables lorsqu’une application numérique est réalisée. Nous retrouvons encore un com-
portement identique à celui de r(t).
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d’onde du déplacement transversal. Cette équation est une description analytique de cercles
de rayon R dont le centre oscille le long de l’axe des y en fonction de la position le long de
l’axe des z. La forme résultante est représenté sur la figure 2.9.

y

z

x

Figure 2.9: Surface du jet construite à
partir de l’équation (2.15), avec A =
40% R

y

z

x

Figure 2.10: Surface du jet construite
à partir de l’équation (2.16), avec δ =
40% Rmoyen

Dans le cas de perturbations axisymétriques (mode variqueux), l’équation de la forme
du jet est

R(z) = Rmoyen + δ sin(kz) (2.16)

où (i) R(z) est le rayon local du jet à une altitude z, (ii) Rmoyen, le rayon moyen du jet,
(iii) δ, l’amplitude de la perturbation, et (iv) k, le nombre d’onde de la varicose. Dans
cette équation, la position du centre des cercles successifs matérialisant la surface du jet
est constante dans le plan (x, y). Par contre, leur diamètre évolue, dépendant de l’altitude
z. Il en résulte une forme donnée sur la figure 2.10.

Dans chaque cas, le jet est immobile. Par conséquent le déplacement relatif du jet par
rapport à la nappe laser est simulé par le déplacement de la nappe laser à la vitesse V ,
vitesse réelle d’écoulement du jet, devant le volume liquide immobile.

Un réseau de rayons matérialise la nappe laser (Module 1 9). Ils sont envoyés succe-
sivement sur la surface d’entrée du jet. Pour des angles de diffusion de 30o (et m12 = indice
de l’eau), la contribution des réflexions internes et des réflexions sur la surface d’entrée est
négligée. Le rapport de leur intensité sur l’intensité du rayon parcourant le trajet ne com-
portant que deux réfractions est très faible aux angles environnant 30o 10. Donc, pour
chaque rayon, nous calculons la première réfraction correspondant à l’entrée dans le jet;
puis la deuxième, pour sortir du jet. Les intensités sont calculées en parallèle en fonction
de la polarisation de l’onde incidente.

Initialement, la crainte d’éventuelles erreurs introduites par le bruit numérique nous a
incité à mener les différents calculs sur un logiciel de calcul symbolique. En effet, cette
méthode permet de réduire le nombre d’opérations effectuées par l’ordinateur en simplifiant

9Un module représente une des parties de l’algorithme détaillant la démarche adoptée pour réaliser les
simulations. L’algorithme complet est présenté sur la figure 2.12.

10Voir H.C. van de Hulst, [11], p. 232.
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Figure 2.11: Schéma du modèle 3D: définition des axes et des angles de sortie des rayons
lumineux.

au maximum les expressions finales introduites dans le code de calcul. Cependant, cette
précaution s’est avérée inutile puisqu’une programmation directe nous a permis par la suite
d’obtenir les mêmes résultats. Quoi qu’il en soit, l’algorithme suivi pour programmer ces
simulations reste, au sens strict, identique dans les deux cas. Par souci pédagogique, je
garde ici la démarche utilisant le calcul symbolique et permettant de suivre aussi loin que
possible la totalité des calculs.

L’algorithme suivi pour la programmation en langage C 11 est présenté figure 2.12.
Les différents ”modules” sont numérotés. Dans la suite, le rôle des différents modules est
détaillé dans le cas des modes variqueux.

Les conventions prises sont celles données sur le schéma 2.11.

Première intersection (Module 2)

Le point d’intersection du rayon incident à l’entrée dans le jet est donné par son emplace-
ment (i, j) = (x, z) sur le maillage, et l’ordonnée y, donnée par l’équation de la surface en
(x, z).

Normale au point d’intersection (Modules 3 et 7)

Par convention, les normales sont orientées vers l’intérieur du jet. Les coordonnées cartésiennes
(xI , yI , zI) du point d’intersection étant données, les coordonnées sphériques (rI , θI , φI)

11Langage C, norme ANSI; le programme est donné en annexe.
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Figure 2.12: Organigramme simplifié du code de simulation 3D.
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sont calculées. Les coordonnées d’une normale en ce point sont:





X = − cos(θI)
Y = − sin(θI)
Z = δk cos(kzI)



 (2.17)

Toute l’information sur la surface du jet se reporte dans le calcul de Z =
dr(z)

dz
, où r(z)

est l’équation de la-dite surface. En normant par rapport à ρ =
√

X2 + Y 2 + Z2, les co-
ordonnées deviennent

en coordonnées cartésiennes,





X ′ = X/ρ
Y ′ = Y/ρ
Z ′ = Z/ρ



 (2.18)

en coordonnées sphériques,





R = 1
Θ = π − θ
Φ = acos(Z/ρ)





Etude de la polarisation du faisceau (Module 4)

Un vecteur polarisation P = (Px, Py, Pz) est défini. Il permet le calcul de l’intensité diffusée
par un rayon. Pour une nappe laser d’intensité uniforme, ce vecteur sera normé. En accord
avec notre expérience et avec les notations utilisées, nous aurons P = (0, 0, 1). La nappe
laser est mieux représentée en tenant compte d’une distribution d’intensité gaussienne selon
l’axe z. Les composantes Px et Py du vecteur polarisation seront toujours nulles; Pz sera
une fonction gaussienne de z ajustée à l’épaisseur de la nappe laser 12.

Lors de la première réfraction, le plan d’incidence permet une décomposition. Le vecteur
polarisation P sera scindé en un vecteur Pn et un vecteur Pp. Ce sont respectivement les
composantes de polarisation (n)ormale et (p)arallèle de l’intensité incidente ayant chacune
leur coefficient de transmission respectif τ1 et τ2. Ces coefficients sont calculés ci-après.

Réfraction (Module 5)

La direction de réfraction est calculée en amenant le plan d’incidence parallèlement au
plan (x, y) en effectuant une rotation d’un angle A autour de l’axe des x. Le vecteur
donnant la direction de propagation du rayon incident est noté Inc (Inc = (−1, 0, 0)). Il
est invariant par cette rotation. Avant rotation, nous notons Norm1 = (X1, Y1, Z1) la
normale à l’interface. En prenant A = atan(Z1/Y1), Norm1 devient Norm′

1
= (X1, Y

′
1 , 0)

où Y ′
1 =

√

Y 2
1 + Z2

1 . A partir des lois de Snell-Descartes, le calcul de l’angle d’incidence i, de
l’angle de réfraction i′ et des coefficients de transmission τ1 et τ2 devient aisé. La direction
de réfraction, donnée par R1 = (x′

1, y
′
1, z

′
1), en est déduite. Cependant les expressions

trouvées deviennent déjà assez complexes. La connaissance de ces expressions étant inutile
à la compréhension, la liste des commandes exécutées sous le logiciel de calcul symbolique

12Largeur à 13.5% de l’intensité maximale.
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MAPLE 13 est donnée en annexe B.1 afin de présenter la façon dont les calculs ont été
menés et de laisser au lecteur la possibilité de les reproduire.

Le vecteur polarisation P subit simultanément la rotation. Alors les projections nécessaires
pour obtenir les composantes normale Pn et parallèle Pp deviennent triviales.

Par rotation inverse, nous obtenons finalement la direction de réfraction R1 exprimée
dans le repère initial (dans lequel la surface du jet est décrite par: R(z) = Rmoyen +
δ sin(kz + φ)). Et l’intensité résultante est répartie dans les vecteurs polarisation Pn′ =
τ1 Pn et Pp′ = τ2 Pp.

Le calcul des contributions à l’intensité résultante est effectué après la deuxième réfraction.

Deuxième intersection (Module 6)

La première réfraction étant réalisée, il faut maintenant trouver le point où a lieu la seconde
réfraction. C’est le premier point d’intersection entre le rayon réfracté et la surface du jet
en suivant le sens de propagation du rayon lumineux.

Le rayon réfracté est défini à l’aide du premier point d’intersection (section 2.3.2) de
coordonnées (xI , yI , zI) et du vecteur propagation R1 = (x′

1, y
′
1, z

′
1). Une représentation

paramétrique de la droite D correspondant à la direction du rayon réfracté dans le jet est:






x = xI + t x′
1

y = yI + t y′1 où t ∈ R

z = zI + t z′1

(2.19)

La géométrie du système est axisymétrique; donc les équations seront écrites en co-
ordonnées cylindriques pour simplifier la résolution du système d’équations donnant le
point d’intersection. L’équation de la surface du jet est déjà donnée dans ce système de
coordonnées. La droite peut être décrite en coordonnées cylindriques par une série de
paramètres définis sur le schéma suivant (Fig. 2.3.2).

Les paramètres sont écrits en fonction des données.
x0 et y0 sont les coordonnées du point O de la droite D, point pour lequel la cote z est

nulle.







x0 = X − Zx′
1

z′1

y0 = Y − Zy′1
z′1

(2.20)

xmin et ymin sont les coordonnées du point M de la droite D′ pour lequel la distance à
l’origine du repère est minimale. Le logiciel de calcul MAPLE nous permet de résoudre

l’équation
d(x2 + y2)

dt
= 0 dont les solutions sont xmin et ymin:








xmin =
y′1(Xy′1 − x′

1Y )

x′2
1 + y′21

ymin =
x′

1(x
′
1Y − Xy′1)

x′2
1 + y′21

(2.21)

13Maple version 5, Waterloo Maple Software; 1981-1990.
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Figure 2.13: (D) est la direction de propagation du rayon considéré; (D′) est sa projection
sur le plan (x, y); φ est l’angle entre ces deux droites; u est le vecteur unitaire dirigé selon
(D′); a est la distance de (D′) à l’origine du repère; α est l’angle que fait la direction de
(D′) avec l’axe (y).

a et α sont donnés par

a =
√

x2
min + y2

min

tan α =
ymin

xmin

Ce qui se simplifie en donnant

a =
|Xy′1 − x′

1Y |
√

x′2
1 + y′21

α = −atan

(
x′

1

y′1

)

(2.22)

Et tanφ s’exprime facilement en utilisant les coordonnées du vecteur propagation R1 =
(x′

1, y
′
1, z

′
1),

tan φ =
z′1

√

x′2
1 + y′21

(2.23)

Les équations suivantes décrivent alors la droite (D) dans le système de coordonnées
cylindriques:

z = ζ ′ tan φ (2.24)
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où

{

ζ ′ = ζ − OM . u

ζ =
√

ρ2 − a2
(2.25)

où la droite (D′) est considérée comme un axe de coordonnée ζ dans le plan (x, y); et R
est la distance d’un point de la droite (D) à l’axe (z).

En développant et en réduisant l’écriture de z, et en ajoutant l’équation de la surface
du jet, nous obtenons le système d’équations en coordonnées cylindriques dont les solutions
sont les points d’intersection de la droite (D′) avec la surface du jet.

{

z =
[√

R2 − a2 + (x0 − xmin) sin α − (y0 − ymin) cos α
]

tan φ

R(z) = Rmoyen + δ sin(kz)
(2.26)

Les inconnues sont z et R. On commence à résoudre ce système en cherchant une
équation en z. Nous substituons pour cela le terme R de la première équation du système
(2.26) dans la deuxième.

[√

(Rmoyen + δ sin(kz))2 − a2 + (x0 − xmin) sinα − (y0 − ymin) cos α

]

tan φ − z = 0

(2.27)

Cette équation est transcendante comme la présence du terme en sin(kz) le laissait
prévoir. La résolution est alors effectuée au moyen d’un algorithme de recherche de racines
14. La recherche est effectuée en donnant successivement à l’algorithme un interval de
travail évoluant dans le sens de propagation du rayon lumineux, jusqu’à l’obtention d’une
solution. L’intersection obtenue correspond au premier point de la surface rencontrée par
le rayon lumineux. C’est ce point d’intersection qui satisfait au problème de l’optique
géométrique.

La surface du jet se trouve à l’intérieur du volume défini par les deux cylindres d’équations
R(z) = Rmoyen ± δ. Le calcul analytique des intersections du rayon lumineux avec les deux
cylindres frontière ainsi définis permet d’obtenir un intervalle sur l’axe z à l’intérieur duquel
se situent toutes les intersections du rayon lumineux avec la surface du jet. Nous prenons la
première équation du système (2.26) et nous écrivons l’équation de la surface des cylindres
frontière:

{

z =
[√

R2 − a2 + (x0 − xmin) sin α − (y0 − ymin) cos α
]

tan φ

R(z) = Rmoyen ± δ
(2.28)

Ce qui se résout par substitution avec la même méthode que précédemment. Et la
solution en z s’écrit:

z =

[√

(Rmoyen ± δ)2 − a2 + (x0 − xmin) sin α − (y0 − ymin) cos α

]

tan φ (2.29)

Notons z1 la solution de l’équation précédente pour le petit cylindre (R(z) = Rmoyen −
δ), et z2 la solution de cette équation pour le grand cylindre.

14routine [rtsafe] du Numerical Recipes in C [12].
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Le quart de la longueur d’onde correspondant au nombre d’onde k de la perturbation
sinusöıdale (c’est à dire 2π

4k ) correspond à l’interval maximal au delà duquel l’équation
transcendante (2.29) a un ensemble de solutions non nécessairement uniques.

Par conséquent, si z2 − z1 < 2π
4k , l’interval [z1, z2] contient une et une seule solution, la

solution recherchée. Donc nous le choisirons comme l’unique interval sur lequel l’algorithme
de recherche de racines travaillera. Sinon, l’interval [z1, z2] sera découpé en intervales de
taille 2π

4k . Ces intervales seront soumis successivement à l’algorithme de recherche de racines
en commençant par l’interval le plus proche de l’axe du jet:

[
z1, z1 + 2π

4k

[
. La première

racine trouvée correspondra à la solution recherchée.

Cette méthode permet d’obtenir la cote z′I du point d’intersection entre le rayon lu-
mineux et la surface du jet. Les coordonnées x′

I et y′I sont déduites du système (2.19),
représentation paramétrique de la droite D.







x′
I = X +

z′I − Z

z′1
x′

1

y′I = Y +
z′I − Z

z′1
y′1

(2.30)

Les coordonnées du point de la deuxième intersection sont trouvées. Le calcul de la
normale en ce point Norm2 = (X2, Y2, Z2) (Module 7) est identique au calcul effectué
au premier point d’intersection (cf. 2.3.2).

Etude de la polarisation du faisceau (Module 8)

Chacune des deux composantes Pn′ et Pp′ se décompose à nouveau lors de la deuxième
réfraction en sortie de jet, comme lors de la première. Donc quatre vecteurs polarisation
décomposent l’amplitude du signal électromagnétique: Pnn,Pnp,Ppn,Ppp. Les com-
posantes normales Pnn,Ppn et parallèles Pnp,Ppp ont respectivement τ ′

1 et τ ′
2 comme

coefficients de transmission. Ces coefficients sont calculés lors de la deuxième réfraction
(cf. Module suivant).

Deuxième réfraction (Module 9)

Les expressions obtenues dans les calculs suivants sont trop lourdes pour être détaillées
dans la suite. Donc, nous nous contenterons de présenter précisément la démarche suivie.
Les instructions permettant le calcul complet avec le logiciel de calcul symbolique MAPLE
sont fournies en annexe B.2.

La nouvelle direction de réfraction est calculée à nouveau en ramenant le plan (x, y)
dans le plan d’incidence par une série de rotations. Le plan d’incidence est défini par la
normale Norm2 au point d’intersection et par la direction de propagation donnée par R1.

Les coordonnées sphériques de Norm2 sont déduites des coordonnées cartésiennes
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(X2, Y2, Z2):









ρ2 = 1

Θ2 = atan

(
Y2

X2

)

Φ2 = acos

(
Z2

X2
2 + Y 2

2 + Z2
2

)
(2.31)

Les rotations se décomposent de la manière suivante:

- La première rotation d’axe (z) et d’angle θ2 amène la normale Norm2 dans le plan
(x, z).

- La deuxième rotation d’axe (y) et d’angle φ2 amène Norm2 sur l’axe (x).

- La troisième rotation d’axe (x) et d’angle α = atan
(

R1z

R1y

)

amène R1 dans le plan

(x, y).

Ici, c’est la normale Norm2 qui est amenée sur l’axe x.
La direction de réfraction R2 est aisément calculée comme lors de la première réfraction,

les coefficients de transmission τ ′
1 et τ ′

2 aussi.
Les vecteurs Pn′ et Pp′ subissent ces rotations. Ceci permet la décomposition donnant

Pnn,Pnp,Ppn et Ppp. Et chaque vecteur polarisation se transmet selon la loi suivante:






Pnn′ = τ ′
1 Pnn

Pnp′ = τ ′
2 Pnp

Ppn′ = τ ′
1 Ppn

Ppp′ = τ ′
2 Ppp

(2.32)

Chacune des amplitudes Pnn′, Pnp′, Ppn′, Ppp′ contribue à l’intensité résultante IRes.
Le calcul consiste à faire la somme des carrés des amplitudes:

IRes = Pnn′2 + Pnp′2 + Ppn′2 + Ppp′2 (2.33)

Cependant l’expression de ces vecteurs est simple dans le nouveau repère. Par définition,
dans ce nouveau repère, les composantes Pnn′

x, Pnn′
y, Pnp′z, Ppn′

x, Ppn′
y, et Ppp′z sont

nulles. L’intensité résultante peut donc s’écrire:

IRes = Pnn′2
z + Pnp′

2
x + Pnp′

2
y + Ppn′2

z + Ppp′
2
x + Ppp′

2
y (2.34)

L’intensité résultante est calculée. La direction de réfraction doit être exprimée dans le
repère initial. Donc le vecteur R2 subira les rotations inverses de celles décrites précédemment.
La direction donnée par ce vecteur correspondra à la direction de diffusion du rayon (i, j).

Module 10

Le choix de l’angle solide dans lequel l’intensité diffusée est comptabilisée permet de définir
la surface de détection. Le vecteur R2 donnant la direction de diffusion est exprimé en
coordonnées sphériques R2 = (1, θ2, φ2). Un simple test permet alors de savoir si le rayon
(i, j) de la nappe laser considérée va contribuer à l’intensité diffusée par cette nappe.
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Fin de l’algorithme

Nous décrivons successivement chaque rayon de chaque nappe se déplaçant à chaque
fois d’une certaine quantité. A chaque déplacement, le code donne une nouvelle valeur
d’intensité diffusée, pour une position donnée de la nappe laser par rapport au jet.

Le résultat est une série de valeurs assimilable à une série temporelle.

2.3.3 Validation du modèle 3D

La validation est une étape nécessaire qui permet d’accorder une certaine confiance dans les
résultats d’un code de simulation. Le code est lancé dans une situation déjà étudiée dans
la littérature. Si les résultats concordent, nous supposons que tous les résultats obtenus
par ce code seront valides. Nous allons nous baser sur les résultats de H. C. van de Hulst
[11].

Avant de réaliser des comparaisons, nous rappelons que deux types d’information
évoluent dans notre code de simulation:

- la direction des rayons lumineux,

- leur intensité.

Chacune est traitée par une partie spécifique du code. Or, celui-ci doit être validé dans
sa globalité. Les valeurs de ces deux grandeurs devront donc être vérifiées. Nous com-
mencerons par les directions de diffusions.

Angle maximal de diffusion

H. C. van de Hulst présente un calcul de diffusion sur une sphère. Il débute par une
étude de la diffusion dans un espace à deux dimensions d’un faisceau laser sur un cercle
15. Par extension, cette étude préliminaire nous donne l’angle maximum de diffusion d’une
nappe laser par un jet liquide cylindrique d’indice 4/3, indice de l’eau. En reprenant les
mêmes notations que l’auteur (Fig. 2.5), la déviation totale θ′ par rapport à la direction
incidente s’écrit:

θ′ = 2τ − 2pτ ′ (2.35)

avec θ′ = 2πk + qθ

où k est un entier, et q = ±1.

Les extrema sont obtenus en résolvant l’équation
dθ′

dτ
= 0. En exprimant τ ′ en fonction

de τ dans l’expression de θ′, et en utilisant la loi de Snell-Descartes sur la réfraction,
l’équation (2.35) amène à une condition sur τ :

sin2(τ) =
m2 − 1

p2 − 1
(2.36)

15Voir [11], pages 200-204.
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où m = 4/3 est l’indice de l’eau, et p est le numéro donnant le mode de diffusion. Rappelons
que pour des raisons pratiques (cf. section 2.3.2), le code ne simule que le mode de diffusion
p = 1 correspondant au mode réfraction/réfraction.

Pour p = 1, le calcul donne θ = 82.8o comme angle maximal de diffusion. Cette situ-
ation est introduite dans le code. Notamment, l’amplitude de la perturbation sinusöıdale
est très petite devant le rayon moyen ce qui permet de considérer le jet comme cylindrique.
Alors, l’angle maximal de diffusion est donné par diffusion du faisceau incident pénétrant
dans le jet sous incidence rasante: c’est à dire pour τ = 0o, θ = 90o. Dans ce cas, l’angle
de diffusion est θ = 82.8o. Nous retrouvons exactement la valeur prévue.

Intensité diffusée H. C. van de Hulst généralise ensuite son calcul de diffusion au cas
d’une sphère. Ceci lui permet de calculer le profil d’intensité en fonction de l’angle de diffu-
sion 16 pour une goutte d’eau. Pour comparaison, nous supposons que le profil d’intensité
produit par une colonne liquide fortement perturbée par des varicoses rejoint celui d’une
sphère; à cause de la présence, dans les deux cas, de forts rayons de courbure de même
nature. Sur la figure 2.14, nous obtenons un accord convaincant entre ces profils d’intensité.

0 20 40 60 80
Angle de diffusion  (en degrés)

0

5

10

15

20

G
ai

n

Diffusion sur une goutte d’eau

0 20 40 60 80
Angle de diffusion (en degrés)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Intensité (norm
alisée)

Jet sous perturbations axisymétriques
A=50% R

1: Polarisation perpendiculaire
2: Polarisation parallèle

Théorie

Profils d’intensité

Simulation

Figure 2.14: Comparaison entre les profils d’intensité donnés par van de Hulst pour une
goutte d’eau, et ceux trouvés grâce au modèle numérique présenté dans ce mémoire pour
un jet soumis à de fortes perturbations axisymétriques.

2.3.4 Résultats des simulations

Rappelons d’abord que deux types de perturbation ont été modélisées: les perturbations
axisymétriques (varicoses) et les oscillations de jet (mode sinueux). Ces perturbations
(figs 2.9 et 2.10) représentent la quasi-totalité des perturbations que nous serons amenés à
rencontrer dans ce mémoire.

16Voir [11], pages 230 et 232.
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Oscillations de jet

Pour chaque série temporelle, un point est calculé pour une position donnée du jet
devant la nappe laser. Le jet se déplace successivement sur une distance totale égale à une
longueur d’onde de la perturbation. Ainsi, chaque série temporelle est calculée sur une
durée égale à la période de la perturbation.

Dans l’expérience, le dispositif de détection est placé suffisamment loin de l’axe du jet
pour être bien délimité par un angle solide. Dans un premier temps, nous allons considérer
un détecteur fictif de dimension finie égale à celle du détecteur réel, dans la direction
radiale, et de dimension infinie selon la direction azimutale (Fig. 2.15).

-0.5 0 0.5
θ (rad)

0

1

2

3

φ
(r

ad
)

π/2

Détecteur
fictif

Détecteur
réel

Figure 2.15: Schéma représentant l’angle solide de détection dans le cas du détecteur fictif
et du modèle du détecteur réel. Les angles θ et φ sont définis sur la figure 2.11. Tous les
rayons diffusés vers l’avant pour θ compris entre 0.1569 et 0.3667 rad. (limites en θ du
détecteur réel) sont captés par le détecteur fictif.

Avec cette configuration, nous avons représenté six séries sur la figure 2.16 pour différentes
valeurs de l’amplitude A du déplacement transversal, comprises entre 5% et 50% du rayon
moyen du jet. Nous pouvons d’abord remarquer que, globalement, les variations d’intensité
ont une faible amplitude. Nous observons aussi que cette amplitude est proportionnelle à
l’amplitude des déplacements transversaux subis par le jet. De plus, la période des séries
temporelles est égale à la moitié de celle de la perturbation.

Pour comprendre ces résultats, il faut d’abord se rappeler que l’écriture de la forme
du jet par l’équation (2.15) impose un diamètre local du jet constant, indépendant de la
position le long de l’axe du jet. Donc, la taille de la section du jet illuminée par la nappe
laser est constante. Par conséquent, les variations d’intensité induites par le déplacement
du jet devant la nappe laser doivent être l’effet des déviations de la trajectoire des rayons
lumineux par le jet.

Sur la figure 2.17, nous avons tracé les champs de lumière diffusée pour des valeurs suc-
cessives de la position du jet devant la nappe laser. Le jet se déplace ainsi sur une distance
égale à la longueur d’onde de la perturbation, c’est à dire sur une distance équivalente à
celle qui est nécessaire pour le calcul des séries temporelles. Sur chacun des champs diffusés,
l’angle solide du détecteur réel est délimité par un rectangle. Nous constatons alors que
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Figure 2.16: Détecteur fictif: évolutions simulées de l’intensité dans le cas des oscilla-
tions de jet. L’amplitude de la perturbation varie de 5% à 50% du rayon moyen du jet. T
est la période de la perturbation sinusöıdale avec laquelle nous construisons le temps adi-
mensioné: t̄ = t/T . En ordonnée, figure l’intensité diffusée en unité arbitraire normalisée.

la lumière diffusée a toujours la forme d’une nappe. Et celle-ci oscille devant le détecteur
(fictif ou réel) au cours du déplacement du jet. Ces oscillations de la nappe diffusée sont
bien entendu induites par les oscillations du jet. Or, plus la nappe diffusée est inclinée, plus
l’ensemble de détection intercepte une grande largeur de cette nappe, et plus l’intensité
détectée augmente. Donc, les oscillations de la nappe diffusée sont à l’origine des variations
d’intensité. Et nous pouvons facilement comprendre que l’amplitude du signal ainsi génèré
est nécessairement faible. Nous pouvons aussi remarquer que les inclinaisons du champ
diffusé en Z = Z0 et Z = ZO + V T

2 sont symétriques. Or, le détecteur intégre toute
l’intensité de la lumière reçue et ne distingue pas ces deux positions. Le signal sera donc
identique sur une demi-période ou sur la suivante. Ainsi, la période du signal sera deux
fois plus petite que celle des oscillations du jet. Ce doublement de fréquence est observ-
able expérimentalement et nous en reparlerons dans le cas du jet soumis à une excitation
transversale (section 2.4).

Au dessus d’une amplitude de perturbations de 20%, le champ diffusé sort de l’angle
solide du détecteur réel; cela se traduisant par l’apparition de troncatures sur les séries
temporelles (voir Fig. 2.18).

Expérimentalement, dans la partie où seules les oscillations de jet évoluent, nous n’avons
pu observer ces troncatures que pour des valeurs élevées de l’amplitude de l’excitation
situées en dehors de la plage de fonctionnement utilisée pour l’étude d’un jet excité. Dans
ce mémoire, nous n’observerons donc jamais de telles troncatures pour des oscillations de
jet.

Perturbations axisymétriques

Huit séries temporelles sont calculées pour un jet perturbé par des varicoses (équation
2.16) sur une durée encore égale à la période de la perturbation (voir Fig. 2.19). La valeur
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Figure 2.17: Champs diffusés pour des valeurs successives de z, position de la nappe laser
devant le jet. z est ramené à une fraction de T = TV (aux dimensions près), puisque
V , la vitesse débitante, est égale à 1 m/s. L’amplitude des oscillations de jet est égale à
A = 20% R. Sur chaque graphe, le rectangle représente le domaine de détection (détecteur
réel). θ et φ sont les angles radial et azimutal définis sur la figure 2.11.
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Figure 2.18: Détecteur réel: apparition des troncatures sur les séries temporelles pour
des amplitudes d’oscillations du jet supérieures à 20%.
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de l’amplitude de la perturbation varie de 2% à 40% du rayon moyen du jet. Quand cette
amplitude crôıt de 2 à 15% du rayon moyen, l’amplitude du signal calculé augmente dans la
même proportion. Chaque série temporelle représente alors une sinusöıde de période égale à
celle de la perturbation axisymétrique. En outre, le signal évolue en phase avec la valeur du
diamètre local. Par conséquent, nous pouvons dire que, pour cette gamme d’amplitudes
de perturbation, l’intensité detectée est proportionnelle au diamètre local du jet vu par
la nappe laser. Ensuite, pour des amplitudes supérieures ou égales à 20%, l’évolution
sinusöıdale est périodiquement tronquée. Cet effet sera donc signé par la présence, dans le
spectre de puissances, d’une harmonique de fréquence double de celle de la perturbation.
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Figure 2.19: Pour des amplitudes de perturbations supérieures à δ = 15% Rmoyen, les séries
sont tronquées deux fois par période.

En dehors du problème de la troncature, nous pouvons supposer que l’intensité captée
est directement reliée à la taille de la partie de la nappe laser interceptée par le volume
liquide. Cette taille représente aussi la largeur de la section transverse du jet, et donc la
valeur du diamètre local du jet. Il n’est donc pas étonnant de constater que l’évolution de
l’intensité détectée soit, troncatures mises à part, proportionnelle au diamètre du jet.

En ce qui concerne l’apparition des troncatures sur le signal sinusöıdal, son origine
s’explique encore par les effets des courbures locales de la surface du jet. Comme nous
pouvons le voir sur la figure 2.20, la nappe laser est déviée presque uniformément vers
les φ positifs ou négatifs. Sur cette figure, l’amplitude de la perturbation est de 10%. La
déviation n’est pas suffisante pour faire sortir la nappe diffusée de l’angle solide de détection
(détecteur réel). Au delà de 15%, la lumière diffusée dépasse périodiquement les limites
du détecteur induisant deux fois par période des troncatures sur le signal enregistré. Ici
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encore, les troncatures sont donc dues à la taille finie du détecteur, lorsque les perturbations
axisymétriques de fortes amplitudes dirigent la lumière diffusée en dehors de l’angle solide
de collection.
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Figure 2.20: L’amplitude des perturbations axisymétriques est égale à 10%. La nappe laser
est déviée presque uniformément.

Conclusion

Les résultats des simulations nous donnent des informations importantes pour arriver à
interpréter les signaux auxquels nous serons confrontés dans la suite. Mais, plus important
encore, ce modèle nous a permis de comprendre comment fonctionne la méthode de mesure.

Nous retiendrons donc:

1- Oscillations de jet: Des variations d’intensité peuvent être produites par des oscil-
lations du jet laissant pourtant le diamètre local à une valeur constante.

2- Mode axisymétrique: Dans une certaine gamme d’amplitudes, les perturbations
axisymétriques permettent la mesure d’une intensité proportionnelle au diamètre
local vu par la nappe laser. Pour des amplitudes trop importantes, la nappe diffusée
est dirigée en dehors de l’angle solide de collection produisant un artéfact sur les
mesures. Cet artéfact sera signé par la présence d’une harmonique de fréquence
double dans le spectre de puissances du signal.

2.4 Croissance des perturbations sur un jet d’eau excité

L’intérêt de l’étude d’un jet d’eau excité réside dans la possibilité de contrôler précisément
l’amplitude, la fréquence et la forme des perturbations initiales. Ces perturbations, naissant
ou étant ici imposées à la sortie de l’injecteur, sont les déformations de la surface du jet
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qui, sous l’effet de l’écoulement libre, vont crotre ou disparatre pour laisser finalement
place aux instabilités menant à la rupture en gouttes. En fait, les expériences des pionniers
Savart [13] et Magnus [14] démontrent qu’un jet liquide émanant d’un injecteur circulaire
peut présenter une rupture en gouttes régulière lorsqu’une vibration stable est appliquée
au réservoir ou à l’aiguille d’injection. C’est le premier pas réalisé vers un contrôle basique
de l’atomisation.

Rappelons d’abord que le dispositif expérimental décrit section 2.2, est celui qui a
permis d’obtenir les enregistrements étudiés dans la suite. De plus, en ajoutant au dispositif
expérimental un système d’acquisition d’images à l’aide d’une caméra CCD, nous avons
constaté que les perturbations évoluant sur le jet sont de deux types: des perturbations
axisymétriques et des oscillations de jet (Fig. 2.3).

Dans le cas des oscillations de jet, les simulations montrent un doublement de fréquence
du signal mesuré par rapport à la fréquence de la perturbation. Ce doublement de fréquence
a été observé expérimentalement lorsque la nappe laser est précisément réglée pour être
perpendiculaire à l’axe de déplacement du jet. Par contre, une très légère inclinaison de
la nappe laser par rapport à cette position permet de retrouver un signal de fréquence
identique à celui des perturbations. Si on se rappelle le raisonnement utilisé pour expliquer
le doublement de fréquence, alors il est facile de comprendre l’origine de ce retour à un
signal sans doublement de fréquence. En effet, celui-ci s’explique (section 2.3) par la
symétrie entre les inclinaisons du jet en une position donnée et une demi longueur d’onde
avant ou après. Cette symétrie se retrouve dans les inclinaisons respectives de la nappe
diffusée. Ainsi, l’intensité recueillie dans les deux cas est identique puisque le détecteur ne
distingue pas ces positions symétriques. Par contre, lorsque la nappe laser est inclinée par
rapport à l’horizontale, elle n’est plus strictement perpendiculaire à l’axe du jet. Alors, si
les oscillations de jet sont faibles, la symétrie entre les positions de la nappe diffusée est
rompue. Nous pouvons même faire en sorte que les positions extrêmes de la nappe diffusée
soient telles qu’elles empêchent toute confusion entre chacune des inclinaisons subies par
la nappe diffusée au cours du déplacement du jet devant la nappe laser incidente (voir
l’exemple donné sur le schéma de la figure 2.21). Ainsi le détecteur distingue différemment
toutes les positions de la nappe laser, puisque chacune est associée à une intensité collectée
différente. Cette relation bijective entre les intensités détectées et les inclinaisons du jet
implique que le signal reçu garde la même fréquence que celle de l’excitation.

Dans le cas qui nous intéresse ici, nous avons réglé la sonde optique de telle sorte que le
signal généré par les oscillations de jet ne subisse pas l’apparition d’une fréquence double
de celle de l’excitation dans son spectre de puissance.
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(a) (b)

Directions localement
perpendiculaires au jet

Figure 2.21: (a) le jet vu par la nappe laser lorsqu’elle est parfaitement bien réglée perpen-
diculairement au jet; (b) lorsque le réglage induit une dissymétrie par rapport à la verticale
donnée par l’axe du jet. Ici, les inclinaisons sont exagérées au même titre que l’amplitude
des oscillations de jet. Dans le cas réel, les amplitudes étant moins fortes, l’inclinaison
nécessaire est moins importante.

Point de fonctionnement du jet excité

Pour cette étude, le jet a les caractéristiques suivantes 17:

1- Diamètre nominal du jet égal à Φ = 600µm,

2- Rapport de la longueur de la buse sur son diamètre interne égal à L/Φ = 200,

3- Vitesse débitante évoluant de 0.94m/s à 1.02m/s pendant la durée de l’expérience,

4- L’excitation imposée est transverse, sinusodale, et de fréquence Fe ∼ 360 Hz,

5- Le liquide injecté est de l’eau.

Nous pouvons rappeler que le rapport L/Φ choisi impose un profil de vitesses établi (pro-
fil de Poiseuille) en sortie de buse. Cependant, la vitesse débitante est suffisamment faible
pour qu’il n’y ait pas d’influence de la relaxation du profil des vitesses sur le mécanisme de
rupture en gouttes (voir chapitre 1). Le comportement d’un jet libre (non excité) ayant les
mêmes paramètres de contrôle que ci-dessus est assez bien décrit par la théorie de Rayleigh
modélisant la stabilité d’un cylindre liquide infini [15, 16]. On peut donc s’attendre à ce que
la description de Rayleigh reste valide, au moins qualitativement, quand les caractéristiques
de l’excitation sont ajustées de manière à reproduire l’instabilité dominante.

17Re ≃ 600, We ≃ 8, Z = 0.0048.
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Cette instabilité dominante est définie comme la perturbation sinusöıdale dont le taux
de croissance est le maximum de ceux donnés dans le cadre de la théorie de Rayleigh pour
un jet libre (maximum du diagramme de dispersion). C’est le cas dans ce travail puisque
l’excitation est sinusöıdale et sa fréquence a été réglée à Fe ∼ 360 Hz, valeur proche
de la fréquence FRay = 348 Hz associée à la longueur d’onde de la perturbation la plus
instable dans la description de Rayleigh. De ce fait, les perturbations initiales imposées
devraient crotre avec le plus grand taux de croissance donné par la théorie de Rayleigh,
et l’excitation devrait réduire le temps caractéristique au bout duquel le jet se casse en
gouttes. Dans ce cas, la longueur de rupture serait réduite elle aussi. Cependant, comme
nous l’avons vu, l’excitation induit une brisure de la symétrie cylindrique, caractéristique
du mode variqueux. Or, contrairement aux perturbations axisymétriques, ce mode n’est
pas amplifié dans le cadre de la description de Rayleigh.

Malgré tout, en ajustant les paramètres de contrôle
du jet aux valeurs énoncées ci-dessus, nous observons
que la distribution en tailles de gouttes est monodis-
persée (voir photographie du jet sur la figure 2.22),
comme c’est le cas dans la description du jet libre
dans la théorie de Rayleigh. Nous observons aussi
une diminution de la longueur de rupture ici égale à
LBU = 16.8 mm.
Il reste donc maintenant à comprendre le rôle ex-
act des oscillations de jet imposées par l’excitation
sur le mécanisme de rupture en gouttes, leur crois-
sance, leur évolution par rapport aux varicoses, et une
éventuelle compétition entre ces deux modes. Pour
ce faire, les séries temporelles ont été enregistrées
à une série de distances successives dans l’intervalle
d ∈ [0.00 mm, 19.00 mm], depuis la sortie de la buse
jusqu’à la rupture en gouttes, et par pas de 0.25 mm.

Figure 2.22: Photogra-
phie d’un jet excité.

2.4.1 Analyse de la dynamique du jet excité

L’analyse de la dynamique du jet excité que nous allons décrire dans la suite ne représente
pas un modèle d’étude à partir des outils de la théorie des systèmes dynamiques non
linéaires. L’approche choisie nous a semblé être la plus pertinente pour l’étude particulière
de ce jet excité. Bien-entendu, nous verrons plus tard que d’autres analyses, notamment
celle d’un jet libre, nécessitent l’utilisation d’outils différents. Cependant, cette partie
représente aussi une introduction aux représentations de base qui seront systématiquement
utilisées (reconstruction de portraits de phase, section de Poincaré, application de premier
retour, etc).

La théorie de la dynamique des systèmes non linéaires traite de l’organisation des
trajectoires dans l’espace des phases. Par conséquent, le premier stade de l’analyse est de
reconstruire d’autres variables à partir de la seule grandeur physique mesurée à l’aide de la
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méthode des décalages temporels, de manière à construire une représentation de l’espace
des états.

Reconstruction de l’espace des phases

Les données obtenues par les physiciens étudiant des systèmes dynamiques prennent sou-
vent la forme de séries temporelles, c’est à dire d’une série de valeurs mesurées à intervalles
de temps réguliers. Or l’étude d’un système dynamique nécessite de connâıtre ses états
successifs dans l’espace des états de dimension 2, 3 ou plus. Il va donc être important de
pouvoir accéder à cette information à partir de la seule série de mesures : ceci sera réalisé
à l’aide d’une méthode de reconstruction. L’objet géométrique produit par cette tech-
nique est appelé portrait de phase reconstruit. Ainsi, de manière à spécifier l’état d’un
système m-dimensionnel à un instant donné, la connaissance de m quantités indépendantes
est requise.

La base de la technique de reconstruction introduite par N. H. Packard, J. P. Crutch-
field, J. D. Farmer et R. S. Shaw [17] repose sur le principe simple que des variable
indépendantes peuvent être construites à partir d’une série scalaire temporelle à l’aide
d’un décalage temporel τ . En effet, lorsque les variables permettant la description du
système sont couplées, le principe de la redondance de l’information nous assure que de
l’information est transmise d’une variable à l’autre. Ainsi [18],

Quelle que soit la variable à laquelle vous pensez, son évolution est obliga-
toirement influencée par toutes les variables qui interagissent avec elles. Leurs
valeurs doivent d’une manière ou d’une autre se retrouver dans l’histoire de
votre variable. Elle est inévitablement marquée par les autres.

Ainsi, à partir de la variable y du système de Lorenz [19], le portrait de phase peut être
reconstruit en utilisant le système de coordonnées

{y(t), y(t + τ), y(t + 2τ), . . .} (2.37)

Une projection de cet espace de phases reconstruit est donnée Fig.2.23 pour trois valeurs
différentes du décalage temporel τ . Sur la Fig. 2.23, le portrait de phase dépend cru-
cialement de la valeur du décalage temporel. La détermination de τ a donné lieu à une
littérature prolifique [20, 21]. De manière pratique, le choix est guidé par un comportement
caractéristique des trop faibles valeurs de τ qui ont tendance à produire une reconstruction
qui se confine autour de la première bissectrice (Fig. 2.23.a) et celui de trop grandes valeurs
qui orientent de manière exagérée le portrait reconstruit perpendiculairement à la première
bissectrice (Fig. 2.23.c). Le décalage temporel τ est un paramètre de reconstruction. Sa
détermination est essentielle dans la qualité de la reconstruction. Lorsque la dynamique
est clairement déterministe, le choix du décalage peut être guidé par l’information mutuelle
[22].

Nous allons appliquer cette technique à nos mesures de la forme du jet. Une série tem-

porelle {V (t)}220

t=1 représente l’évolution d’une seule grandeur physique ici proportionnelle à
l’intensité I(t) de la lumière captée par le détecteur. Nous sommes alors capables d’obtenir
d’autres coordonnées, décalées, en formant un vecteur {V (t), V (t + τ), V (t + 2τ), ..., V (t + (dE − 1)τ)}
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Figure 2.23: Projection de l’attracteur de Lorenz dans l’espace reconstruit défini par les co-
ordonnées (y(t+τ), y(t)) pour trois valeurs du décalage temporel τ . a) le décalage τ = 0.03s
est trop petit : la dynamique est confinée au voisinage de la diagonale de l’espace. b) Le
décalage τ = 0.09s est correctement choisi : la dynamique est relativement représentative
de celle de l’attracteur original. c) Le décalage temporel τ = 0.80s est trop grand : les struc-
tures caractéristiques de l’attracteur original tendent à disparâıtre suite à des plissements
intempestifs de l’attracteur.

(où τ est le décalage) de manière à reconstruire un espace de phases. D’après le théorème
de Takens [23], un espace ainsi construit, de dimension dE supérieure à 2DM + 1, est
difféomorphiquement équivalent à l’espace des phases original. DM représente idéalement
la dimension de Haussdorff-Besicovitch. L’équivalence difféomorphique assure que l’espace
de phases reconstruit par cette méthode a les mêmes propriétés de différentiabilité en tout
point de la trajectoire que l’espace des phases original du système considéré. Une bat-
terie d’outils d’analyse permet alors de montrer que certaines grandes structures de la
dynamique sont identiques, qu’elles soient calculées à partir de la reconstruction ou de
l’attracteur original.

Pour cette étude, la détermination d’une telle dimension n’est pas requise. Nous utilis-
erons uniquement des projections bidimensionnelles reconstruites à partir de {V (t), V (t + τ)}.
Quelques uns de ces portraits de phases reconstruits de la sortie de la buse à la rupture en
gouttes sont représentés sur la figure 2.24.

Dans ce type de représentation, une révolution de la trajectoire représente essentielle-
ment l’évolution des deux coordonnées {V (t), V (t + τ)} pendant une pseudo-période T0.
Dans notre cas, cette pseudo-période est associée à la fréquence d’excitation Fe. Grâce à
ces portraits, il est facile d’établir une distinction dans l’évolution de la dynamique, de la
buse à la rupture en gouttes, en deux parties principales: (i) la première partie est associée
à une décroissance de la région visitée dans l’espace des états reconstruits tandis que (ii)
la seconde partie correspond au redéveloppement de cette région. Ces deux parties sont
séparées par un point critique situé à 9.58 mm de la sortie de la buse, où le portrait de
phase reconstruit est confiné dans une région très petite de l’espace des états reconstruits:
cette distance correspond à un comportement du jet pour lequel l’amplitude des oscillations



98 Chapter 2. Mesures par diffusion de la lumière
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d=9.58 mm

Figure 2.24: Portraits de phase reconstruits depuis la sortie de la buse jusqu’à la rupture en
gouttes. Le décalage τ est de 1/(40Fe). Deux dynamiques d’origine différente sont mises
en évidence le long du jet: dans la première partie, de la sortie de la buse au point critique
(d ≃ 9.58 mm), les oscillations qui seront montrées être dues à l’excitation sont amorties;
dans la seconde partie, après le point critique jusqu’à la rupture en gouttes, des modes
proches de ceux associés à la théorie de Rayleigh apparaissent et croissent.

du diamètre du jet est très faible. A une distance d = 16.83 mm de la sortie de la buse (lieu
de la rupture en gouttes), la trajectoire visite de manière sensiblement désordonnée une
large région de l’espace des phases. L’absence d’une structure simple pour la trajectoire,
surtout en comparaison aux portraits de phase précédents, est ici une signature de fortes
instabilités agissant à la rupture en gouttes.

Nous avons vu que le choix du décalage temporel τ est une étape importante dans la
reconstruction d’espaces des phases. Chacune des méthodes proposées dans la littérature
[20, 21] ont leurs avantages et leurs défauts. Malgré tout, toutes aboutissent à un décalage
compris dans l’intervalle [0, T0/2] où T0 est la pseudo-période du comportement étudié.

Pour mieux comprendre encore les origines du choix du décalage temporel, prenons le
cas d’un simple comportement régi par l’équation différentielle du second ordre:

ẍ = −ω2x (2.38)
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Cette équation se ramène à un système de deux équations différentielles ordinaires:

{
ẋ = y
ẏ = −ω2x

(2.39)

où
{

x = sinωt
y = ω cos ωt = ẋ

(2.40)

et définit une ellipse dans l’espace des phases (x, y). Supposons que nous ne connais-
sions que l’enregistrement de la variable x(t). Si nous prenons un système de coordonnées
décalées

{
X = x(t)
Y = x(t + τ)

(2.41)

où τ = 2π
4ω = T0

4 , nous vérifions facilement que

Y = x(t + τ) = sin(ω(t + τ)) = cos(ωt) = ky (2.42)

où k est une constante de proportionalité ici égale à 1/ω. De ce fait, le choix de ce décalage
τ particulier montre que représenter la trajectoire de l’évolution du système (2.38) dans
l’espace des états reconstruits (X, Y ) fournit une représentation équivalente à l’espace des
phases original (x, y): l’équivalence est ici difféomorphique, c’est à dire qu’il existe une
bijection entre l’espace (x, y) et l’espace (X, Y ) et que la structure différentielle de la
trajectoire est préservée au cours de cette application d’un espace à l’autre. Ici, une simple
homothétie est appliquée entre les deux espaces. Une reconstruction peut également être
réalisée à l’aide de coordonnées dérivées, c’est à dire en utilisant la variable x(t) et sa
dérivée première ẋ(t): l’espace des états reconstruit (X, Y ) est alors identique à l’espace
des phases original puisque

{
X = x
Y = ẋ = y

(2.43)

L’utilisation des coordonnées décalées permet de ce fait de tester directement si l’évolution
du diamètre du jet après la buse est de nature sinusöıdale. Comme la fréquence d’excitation
est Fe et que nous supposons qu’elle pilote la dynamique de manière prépondérante, nous
devons choisir le décalage temporel τ égal à 1/4Fe pour pouvoir reconstruire un cercle si
l’évolution du diamètre du jet est directement liée à l’excitation sinusöıdale. Le portrait
de phases reconstruit à une distance de l’aiguille égale à 0.33 mm est présenté sur la figure
2.25 pour un tel décalage. Nous pouvons remarquer que la forme du portrait de phase
est assez proche d’un cercle, impliquant que la composante principale de la dynamique
est constituée de l’excitation sinusöıdale imposée par le haut-parleur. Nous pouvons dire
que le signal d’excitation sinusöıdale est à l’origine de la dynamique observée au sein de
la première partie du jet, appelée partie A. De plus, nous remarquons que les oscillations
imposées par l’excitation sont associées à un portrait de phase reconstruit dont le rayon
moyen diminue jusqu’à la distance critique, dans la partie A, quand la distance à l’aiguille



100 Chapter 2. Mesures par diffusion de la lumière

0.9 1.1 1.3 1.5 1.7
d = 0.33 mm

0.9

1.1

1.3

1.5

1.7

Figure 2.25: Le décalage temporel est pris égal à 1/4Fe dans la partie A de manière à
vérifier la contribution prépondérante de la perturbation sinusöıdale induite par l’excitation:
la forme quasi-circulaire du portrait de phase reconstruit confirme la nature sinusöıdale de
la perturbation.

augmente. La partie A correspond donc à l’amortissement, dans le jet, de l’excitation
transversale appliquée à l’aiguille.

Dans la partie B, si les projections 2D de l’espace de phases sont reconstruites avec
le même décalage τ = 1/4Fe, les portraits reconstruits sont trop étalés (comme sur la
figure 2.26.a, pour d = 13.58 mm). La dynamique est alors beaucoup trop décorrélée
18. Le décalage temporel doit donc être diminué. Une fois choisi convenablement (τ =
1/40Fe), nous observons des trajectoires correctement développées (Fig. 2.26.b). Le choix
du décalage temporel approprié divise à nouveau l’évolution de la dynamique le long de l’axe
du jet en deux parties. Nous pouvons aussi remarquer que les projections 2D reconstruites
dans la seconde partie diffèrent de celles de la première partie. En effet, un seule boucle
quasi-circulaire est présentée dans la première partie tandis que dans la seconde, une petite
boucle apparâıt sur la boucle primaire.

Les périodes temporelles associées à chaque boucle sont notées T1 et T2, respectivement.
L’analyse des périodes montre que T1 +T2 est égal à la période d’excitation Te = 1/Fe [10].
Ce résultat nous informe que la fréquence d’excitation pilote la dynamique de la seconde
partie. Rappelons nous que les processus dynamiques sont cependant différents, comme l’a
montré, par exemple, l’analyse du choix du décalage temporel.

Sections de Poincaré

Le calcul d’une section de Poincaré (Fig. 2.27) nous permet d’analyser la dispersion des
trajectoires sur la projection 2D de l’espace des phases reconstruit. De manière générale,
une section de Poincaré est définie comme étant l’ensemble des intersections de la trajectoire
du système avec un plan transverse au flot formé par cette trajectoire: un seul sens de
traversée est pris en compte. Dans le cas présent, nous choisissons le plan perpendiculaire
au plan (x, y) passant par la première bissectrice des axes définie par l’équation x = y. Ce

18Des détails théoriques sur de tels comportements peuvent être trouvés dans la thèse de C. Letellier [24].
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(a) τ = 1/4Fe
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Figure 2.26: Partie B: l’effet de la valeur du décalage temporel sur l’espace des phases
reconstruit. Pour τ = 1/4Fe, le portrait de phase présente une configuration nettement
perpendiculaire à la bissectrice: la dynamique est décorrélée. Un décalage convenable vaut
τ = 1/40Fe. Nous pouvons en conclure que les dynamiques correspondant aux parties A et
B sont de natures différentes.

plan admet donc pour troisième coordonnées: z = V (t + 2τ). De telle sorte que la section
de Poincaré est représentée ici par l’ensemble

P ≡ {(Y, Z) ∈ R
2 | X = Y, Ẋ > 0} (2.44)

où les coordonnées (X, Y, Z) sont définies par la relation:







X = V (t)
Y = V (t + τ)
Z = V (t + 2τ)

(2.45)

Pour chaque projection 2D le long de l’axe du jet, de la sortie de la buse à la rupture,
une section de Poincaré est calculée.

Application de premier retour

Dans la théorie des systèmes dynamiques non linéaires, la nature déterministe du processus
régissant la dispersion des trajectoires dans une section de Poincaré peut être associée à la
présence d’une structure de l’application de premier retour à cet ensemble. Une application
de premier retour à une section de Poincaré est obtenue en traçant une des coordonnées
de la (n + 1)ieme intersection de la trajectoire avec le plan de Poincaré en fonction de celle
de la nieme intersection. Par exemple, pour une distance de 13.58 mm à la sortie de la
buse, une application de premier retour est représentée figure 2.28. Au lieu d’une forme
bien identifiable, telle une parabole, nous ne voyons sur cette figure qu’un nuage de points.
Nous pouvons en conclure que les variations d’intensité collectée ne sont pas gouvernées
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Figure 2.27: La section de Poincaré pour d = 13.58mm est calculée en prenant les in-
tersections de la trajectoire avec un plan transverse passant par la première bissectrice
des axes définie par (X = Y ), où (X, Y ) = (V (t), V (t + τ)). Une troisième coordonnée
Z = V (t + 2τ), orthogonale au plan (X, Y ), est nécessaire pour représenter la section de
Poincaré dans une projection plane.

par une dynamique déterministe fortement dissipative et de basse dimension. En d’autres
termes, cette dynamique ne peut pas être décrite par un ensemble d’équations différentielles
ordinaires comportant un faible nombre de variables physiques. Il est notamment possible
qu’il s’agisse simplement d’une dynamique stochastique (c’est-à-dire de ”bruit”).

Nous en concluons que, à chaque position successive le long du jet, seul un comporte-
ment ”moyen” de l’évolution de l’intensité collectée a un intérêt pour l’analyse de la dy-
namique le long de l’axe du jet. Ce comportement global résume de manière performante
l’information lisible sur le portrait de phase.

2.4.2 Extraction d’orbites périodiques et croissance des perturbations

L’extraction des orbites périodiques

On dit d’un phénomène chaotique qu’il est déterministe et sensible aux conditions initiales.
Or, la théorie des systèmes dynamiques non linéaires nous apprend que la trajectoire d’un
système chaotique typique est construite, dans l’espace des phases, autour d’un squelette
d’orbites périodiques [25]. Cependant, nous savons déjà que même si le jet est un système
chaotique, ce qui n’est pas prouvé, sa dynamique n’est pas décrite par un faible nombre de
degrés de liberté. Or, en l’état actuel des connaissances sur les sytèmes dynamiques non
linéaires, il n’existe pas d’outils permettant l’étude de systèmes chaotiques à haut degré
de liberté, si tant est que le jet excité en soit finalement un. Cependant, le concept de
squelette d’orbites peut être utilisé. En effet, les trajectoires qui se développent sur les
portraits de phase de la figure 2.24, peuvent être vues comme reposant principalement au
voisinage d’une orbite périodique ne présentant qu’une seule intersection avec la section de
Poincaré. Dans ce cas, l’orbite est dite de période 1 (Fig. 2.29) et représente une solution
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Figure 2.28: Application de premier retour à la section de Poincaré. Aucune structure
n’est mise en évidence sur ce graphe. Cette constatation permet de rejeter l’hypothèse d’un
processus déterministe fortement dissipatif de basse dimension.

périodique au voisinage de laquelle notre système va évoluer.

Section de Poincaré

Figure 2.29: Orbite de période 1.

De manière générale, les orbites périodiques sont extraites à partir d’une section de
Poincaré par la recherche des points de récurrence par une méthode similaire à la technique
de Newton-Raphston [26]. Ainsi, lorsque la distance entre deux intersections successives
de la trajectoire avec un plan de Poincaré est inférieure à une distance seuil ǫ, la portion
de trajectoire est identifiée à une orbite périodique.

Comme nous recherchons l’orbite caractérisant au mieux le comportement global de la
trajectoire dans l’espace des phases, nous choisissons d’extraire l’orbite de période 1 associée
au maximum de la probabilité de visite des trajectoires dans une section de Poincaré. Cette
orbite peut être considérée comme étant la plus représentative de l’évolution du système à
cette distance de la buse. Notre but est alors de caractériser l’évolution de la dynamique
le long de l’axe du jet à partir de l’extraction de cette orbite à chaque point d’acquisition
le long du jet.

Dans tous les cas, la fonction de densité de probabilité de visite sur les abscisses de
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la section de Poincaré est bien approchée par une allure gaussienne (Fig. 2.30). Cela est
un argument en faveur de l’existence d’une composante stochastique au sein des processus
distribuant la trajectoire autour de l’orbite la plus représentative.
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Figure 2.30: Densité de Probabilité de présence sur les abscisses de la section de Poincaré
à la distance d = 13.58mm (partie B). Cette pdf gaussienne est une preuve supplémentaire
de l’existence d’une composante stochastique de la trajectoire autour d’un comportement
moyen dont l’orbite la plus représentative est une bonne estimation.

Les orbites périodiques sont extraites à l’aide d’un code basé sur celui développé pour
l’extraction des orbites périodiques dans des études théoriques [25]: comme celles sur les
systèmes non linéaires numériques de Rössler [27] ou de Lorenz [28].

L’orbite la plus représentative de la trajectoire dans l’espace des phases correspond à une
portion de série temporelle de laquelle l’orbite à été reconstruite initialement. Dans la suite,
nous nommerons indistinctement orbite la trajectoire extraite du portrait de phase et la
portion de série temporelle correspondante. Un exemple d’une telle orbite est donné figure
2.31. Cette procédure est exécutée pour chaque portrait reconstruit à partir des séries tem-
porelles acquises aux distances à la sortie de la buse d sur l’intervalle [0.00 mm, 19.00 mm].

En concaténant les orbites périodiques les plus représentatives (ici, des portions de séries
temporelles) de la sortie de la buse (0.00 mm) jusqu’à un peu après la rupture (19.00 mm),
nous obtenons une représentation globale de l’évolution de la dynamique le long de l’axe
du jet. Cette représentation est tracée sur la figure 2.32. En abscisse, c’est la position de
mesure qui est représentée, c’est à dire la distance à la sortie de la buse, même si les points
de la courbe représentent en fait des points des portions de séries temporelles concaténées
les unes à la suite des autres.

A nouveau, deux comportement distincts sont mis en évidence, séparés par un point
critique à la distance d = 9.83 mm:

Partie A (d < 9.83 mm): Ici, les oscillations ont une fréquence Fe et sont générées par
le déplacement transverse du jet venant du mécanisme d’excitation. Cette première partie
est associée à l’amortissement de la perturbation liée à l’excitation. Il faut se souvenir
cependant que l’excitation a été choisie de manière à reproduire l’instabilité dont le taux
de croissance prédit par la théorie de Rayleigh pour un jet libre est le plus grand. Mais
la symétrie axiale est brisée par l’action transverse de l’excitation. De ce fait, il apparâıt
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Figure 2.31: Projection 2D et portion de la série temporelle correspondant à l’orbite
périodique extraite pour d = 13.58 mm.

que l’écoulement tend, dans un premier temps, à restorer la symétrie axiale du jet par
l’amortissement des oscillations transverses dues à l’excitation radiale. Cet amortissement
est en accord total avec la théorie de Rayleigh puisqu’elle prédit un taux de croissance
négatif pour les modes sinueux, et donc la stabilité par rapport à des perturbations non-
axisymétriques (voir chapitre 1).

Ensuite, l’extinction de ces perturbations permet la croissance (deuxième partie) des
modes axi-symétriques correspondant à ceux prédits par la théorie de Rayleigh pour un jet
libre.

Partie B (d > 9.83 mm): Notons que la fréquence d’excitation Fe reste la fréquence
principale dans cette deuxième partie. Ainsi, la fréquence d’excitation continue à diriger la
dynamique dans cette seconde partie bien que les oscillations aient été presque totalement
amorties dans la partie A. En fait, une première oscillation se développe et devient la
composante principale de la dynamique. Cela se traduit par l’apparition d’un pic princi-
pal dans le spectre de puissance à la fréquence Fe. Pendant cette croissance, et presque
immédiatement après le passage au point critique (d = 9.83 mm), une oscillation sec-
ondaire apparâıt, faisant apparatre un pic secondaire de fréquence 2Fe dans le spectre de
puissance. Comme nous l’avons vu lors des simulations, cette oscillation secondaire est
due à un artéfact du système de collection. Comme le doublement de fréquence associé
aux oscillations de jet a été supprimé en modifiant légèrement le réglage du montage op-
tique, nous pouvons affirmer que l’existence de l’oscillation seondaire est aussi la signature
de la présence de perturbations axisymétriques. La partie B est donc une région où les
perturbations axisymétriques, déstabilisant le jet d’après la théorie de Rayleigh, évoluent.

La disparition de l’oscillation secondaire est une signature de la rupture en gouttes
puisqu’à ce niveau des particules individuelles apparaissent. Chaque passage d’une des
gouttes devant la sonde optique induit uniquement une impulsion. La fréquence de ces
impulsions se rapporte à la fréquence de l’oscillation primaire, c’est à dire à celle de
l’excitation. Parfois, des impulsions plus petites peuvent néanmoins s’intercaler entre deux
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Figure 2.32: Evolution de l’orbite la plus représentative en fonction de la distance à la
buse: cette représentation globale de l’évolution de la dynamique le long de l’axe du jet est
obtenue en concaténant chacune des portions de série temporelle correspondant à l’orbite
la plus représentative. (LBU = 16.8 mm est la longueur de rupture en gouttes.)

impulsions ”primaires”, produites par le passage d’une fine gouttelette appelée satellite.

Analyse du spectre de puissance

Au moyen des spectres de puissance calculés à chaque distance de la sortie de l’aiguille, nous
pouvons calculer l’évolution des amplitudes associées au mode fondamental de la fréquence
d’excitation (le mode 0 correspond à 360 Hz). Ce calcul fournit aussi l’évolution des cinq
premières harmoniques (Fig. 2.33):

Mode 1 = 715 Hz

Mode 2 = 1078 Hz

Mode 3 = 1435 Hz

Mode 4 = 1794 Hz

Mode 5 = 2150 Hz

Les première et seconde harmoniques permettent la partition de l’évolution de la dy-
namique approximativement à la même distance que dans les sections précédentes, soit vers
le point critique situé à d = 9.83 mm. Dans la partie A, tandis que le mode fondamental
est globalement légèrement amorti depuis la distance d = 0.00 mm jusqu’à d = 9.83 mm,
les autres harmoniques restent à une amplitude constante. Après 9.83 mm, les modes 0, 2,
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Figure 2.33: Les deux parties de l’évolution de la dynamique le long de l’axe du jet sont
aussi distinguées sur cette représentation de la croissance des différentes harmoniques.
(LBU = 16.8mm est la longueur moyenne de rupture.)

et 3 commencent à crôıtre. Les modes 1, 4, et 5 commencent à crôıtre à une distance plus
grande. La croissance décalée des harmoniques successives de la fréquence fondamentale
n’est pas étonnante au regard des résultats de M.C. Yuen et al. [29]. En effet, dans leur
article, ils mettent en évidence ce genre de comportement à partir des résultats de leur
modèle faiblement non linéaire (voir aussi le chapitre 1). Par ailleurs, l’étude du com-
portement d’un jet excité longitudinalement (induisant des modes variqueux), en utilisant
la technique de mesure d’extinction d’un faisceau laser par le liquide rendu opaque [4],
confirme cet effet.

2.4.3 Conclusion

Nous avons vu que l’existence d’une oscillation secondaire, traduite par l’apparition d’un
pic de fréquence 2Fe sur le spectre de puissance, est associée à la présence de perturbations
axisymétriques sur le jet. En effet, les résultats des simulations, conjointement au réglage
de l’inclinaison de la nappe laser, fournissent un moyen de différencier chacun des modes
de perturbation (sinueux et variqueux).

Cette distinction permet de scinder l’évolution de la dynamique du jet en deux parties.
Nous avons construit des représentations de l’évolution de la dynamique le long du jet de
la sortie de l’aiguille d’injection, à la rupture en gouttes. En particulier, l’extraction puis
le tracé de l’évolution de l’orbite la plus représentative précise la distinction de deux par-
ties qui sont respectivement associées à l’amortissement des oscillations dues à l’excitation
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de l’aiguille et à la croissance des perturbations axisymétriques correspondant au mode
déstabilisant prédit par la théorie de Rayleigh. Nous observons que l’extinction des per-
turbations dues à l’excitation (brisant la symétrie axiale) serait une condition nécessaire à
la croissance des modes axisymétriques menant à la rupture en gouttes.

Une fois la symétrie axiale restaurée la croissance de différentes harmoniques peut ap-
parâıtre dans la seconde partie de l’évolution. Chacune commence à crôıtre successivement
jusqu’à la rupture en gouttes à la façon du schéma prédit théoriquement [29, 30] et confirmé
dans le cas d’excitations axisymétriques par l’expérience [4]. L’amplitude de l’oscillation
secondaire, due à l’artéfact sur la mesure des déformations axisymétriques de la surface du
jet, permet aussi de situer le lieu de la rupture en gouttes.

2.5 Instabilités d’un jet d’eau libre

Après l’étude de l’atomisation forcée d’un jet, nous al-
lons étudier celle d’un jet libre, c’est à dire non soumis
à une excitation quelconque.
En fait, toute excitation, qu’elle soit transverse, ax-
isymétrique, ou encore électrohydrodynamique, influ-
ence fortement le mécanisme de rupture en gouttes.
Bien entendu, dans chaque cas, c’est l’effet recherché
qui impose l’idée d’apporter une perturbation externe.
Dans l’étude précédente, le but était d’obtenir un jet
stable mono-dispersé. L’idée d’initier artificiellement
les perturbations vient de la théorie linéaire: si les per-
turbations initiales sont contrôlées, alors l’atomisation
est contrôlée. Inversement, l’étude non exclusive de
l’atomisation d’un jet doit être réalisée sans excita-
tion extérieure de manière à identifier, le cas échéant,
l’influence des mécanismes internes à l’écoulement sur
l’initiation des perturbations. Cette dernière remar-
que revêt toute son importance dans la problématique
de l’influence de la relaxation du profil des vitesses en
sortie de buse sur la naissance des instabilités (voir
chapitre 1).

Figure 2.34:
Photographies du jet li-
bre. Son comportement
est décrit par la théorie
de Rayleigh.

Nous choisissons ici d’étudier un jet d’eau libre particulièrement simple (photographies
de la figure 2.34). Son comportement étant bien connu, les alterations du signal par la
présence de l’artéfact sur la mesure seront facilement identifiables.

Point de fonctionnement

1- Diamètre nominal du jet égal à Φ = 600µm,
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2- Rapport de la longueur de la buse sur son diamètre interne égal à L/Φ = 200,

3- Vitesse débitante égale à 0.98 m/s,

4- Pas d’excitation imposée,

5- Le liquide injecté est de l’eau.

Les nombre de Reynolds, Weber et Ohnesorge de ce jet sont les suivants: Re ≃ 600,
We ≃ 8, Z = 0.0048. Le lecteur pourra s’étonner du choix d’un rapport L/Φ si élevé.
Manifestement, un jet simple devrait avoir un profil de vitesses plat en sortie d’injecteur, de
manière à ne pas ajouter un paramètre supplémentaire dans l’étude des mécanismes menant
à l’atomisation en gouttes. Cependant, comme nous l’avons vu dans le cas du jet excité,
ce jet a une vitesse débitante (≃ 1 m/s) suffisamment faible pour ne pas être influencé
par la relaxation du profil de vitesses (voir observations phénoménologiques, chapitre 1).
La rupture en gouttes sera alors pilotée complètement par les forces capillaires (théorie de
Rayleigh). En outre, le choix d’un tel jet nous permet d’étudier un jet libre dont le point
de fonctionnement est identique au jet excité étudié précédemment, à l’excitation près.

Grâce à la théorie linéaire, nous pouvons calculer la fréquence associée à la longueur
d’onde de la perturbation ayant le plus fort taux de croissance: FRay = 363 Hz. Enfin,
notons que la longueur de rupture mesurée sur ce jet libre est égale à LBU = 29.3 mm.

Evolution des portraits de phase

Les portraits de phase sont présentés sur la figure 2.35. Par comparaison au cas du jet ex-
cité, les trajectoires sont fortement dispersées sur les portraits. Ici, il n’y a plus d’excitation
externe contraignant la dynamique sur un cycle limite comme auparavant.

Nous pouvons distinguer grossièrement trois régions. Une première partie, assez longue,
où il n’y a quasiment pas de perturbations visibles de la surface du jet, commence dès la
sortie de buse (d = 0.00 mm) jusqu’à d ≃ 19.00 mm. Cette région est associée à des
fluctuations possibles de faibles amplitudes, non révélables par notre technique de mesure.
Dans un deuxième tronçon, le signal crôıt fortement de d ≃ 19.00 mm à d = 29.50 mm:
c’est la région où les perturbations croissent rapidement pour amener à la rupture. Ensuite,
au delà de d = 29.50 mm ≃ LBU , le maximum d’amplitude étant atteint, les trajectoires
s’organisent sur le portrait de phase pour finalement montrer une évolution assez structurée
(d = 37.00 mm): c’est l’amortissement des oscillations de la forme des gouttes après la
rupture.

Evolution de l’amplitude des modes de Fourier

Comme pour le jet excité, le calcul des spectres de puissance sur les signaux mesurés (Fig.
2.36) à chaque position le long du jet, permet de tracer l’évolution de l’amplitude de la
fréquence principale (fréquence naturelle du jet égale à FRay) et de ses harmoniques.

Sur ce graphe, nous retrouvons les trois régions définies précédemment. Notons qu’en
région 2, la première harmonique (mode 1) domine, signant la présence de l’artéfact de
mesure pour des perturbations axisymétriques. A la transition entre la région 2 et 3, celle-
ci passe le relai au mode fondamental. En réalité, cette disparition du doublement de
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Figure 2.35: Evolution du portrait de phase reconstruit en fonction de la distance à la sortie
de la buse dans le cas d’un jet libre dans le régime de Rayleigh. Le décalage τ est égal à
4 10−2 ms ≃ 1/70FRay.
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fréquence correspond à la rupture en gouttes comme dans le cas du jet excité. Notons que,
sur cette figure, chaque évolution présente un maximum en région 2. Ce maximum est dû
à l’artéfact de mesure qui brouille ainsi la lisibilité de l’évolution des modes.
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Figure 2.36: Evolution du mode fondamental et de ses premières harmoniques en fonc-
tion de la distance à l’injecteur. La fréquence associée au mode fondamental correspond
grossièrement à la fréquence naturelle du jet, c’est à dire à FRay.

Première région (d < 19.0 mm)

Comme nous pouvons le vérifier sur la figure 2.37, le signal mesuré donne l’évolution de
diamètres locaux pour de très faible perturbations de la surface du jet.

Ce signal est donc très bruité comme en témoigne l’allure désordonnée des trajectoires
sur le portrait de phase (Fig. 2.38). Globalement, nous constatons simplement un début
de croissance des perturbations vers les plus grandes distance de la sortie de l’injecteur.

Deuxième région (de d ≃ 19.00 mm à d = 29.50 mm)

Dès 22.00 mm, le portait de phase commence à s’organiser, et nous pouvons déjà constater
la présence de l’artéfact sur la mesure (Fig. 2.39). 3.50 mm plus loin, les perturbations
se sont fortement amplifiées (Fig. 2.41). L’artéfact domine encore la majeure partie de la
dynamique.

A cette distance de la sortie de la buse, la dispersion des trajectoires est telle que nous
pouvons chercher à savoir si elle est régie par une loi particulière. Comme nous l’avons déjà
vu dans le cas du jet excité, le premier pas consiste à calculer une section de Poincaré. Il
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Figure 2.37: Extrait de la série tem-
porelle enregistrée à d = 19.00 mm.
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Figure 2.38: Portrait de phase à d = 19.00 mm.
Le décalage est égal à τ = 3 10−1 ms ≃
1/9FRay.
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Figure 2.39: Extrait de la série tem-
porelle enregistrée à d = 22.00 mm.
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Figure 2.40: Portrait de phase à d = 22.00 mm.
Le décalage est égal à τ = 3 10−1 ms ≃
1/9FRay.
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Figure 2.41: Extrait de la série tem-
porelle enregistrée à d = 25.50 mm.

 

Figure 2.42: Portrait de phase à d = 25.50 mm.
Le décalage est égal à τ = 1.5 10−1 ms ≃
1/18FRay.
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semble plus intéressant de chercher à réaliser cette section aux endroits où la trajectoire du
portrait reflète l’amplitude des déformations de la surface du jet arrivant successivement
les unes après les autres. C’est pourquoi, nous pouvons envisager deux différentes sections.
Elles sont réalisées en sélectionnant un sens d’intersection différent des trajectoires du
portrait de phase avec le plan passant par la première bissectrice.

La première section est définie par:

P+ = {(X, Z) ∈ R
2 | X = Y, Ẋ > 0} (2.46)

et la seconde par
P− = {(X, Z) ∈ R

2 | X = Y, Ẋ < 0} (2.47)

Nous remarquons facilement que l’intersection des trajectoires avec le plan de Poincaré
P+ (Fig. 2.43) forme une structure repliée (imaginez l’intersection d’un ruban légèrement
plié avec un plan: vous obtenez une figure en ”U”). Cette structure double est une signature
du doublement de fréquence induit par l’artéfact de mesure. L’application de premier
retour n’apporte rien de plus (Fig. 2.44). Sur la deuxième section P−, nous retrouvons une
configuration similaire mais cette fois le repliement est plus écrasé (Fig. 2.45). L’application
de premier (Fig. 2.46) ne fournit aucune information supplémentaire.
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Figure 2.43: Section de Poincaré sur
les trajectoires de la partie supérieure
du portrait de phase. (d = 25.50 mm)
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Figure 2.44: Application de premier retour
sur les abscisses de la section de Poincaré (cf.
fig 2.43). (d = 25.50 mm)

Sur le deuxième type de section P−, nous retrouvons un même type de distinction sur
la section de Poincaré, mais pas sur l’application de premier retour (cf. figures 2.45 et
2.46).

De manière à pallier l’artéfact de mesure, c’est à dire le doublement de fréquence, nous
pouvons sélectionner uniquement les intersections se plaçant sur une seule branche de la
configuration en ”U” (Fig. 2.47). La branche choisie regroupe en réalité l’ensemble des
minima que prend le diamètre local. A première vue, l’application de premier retour sur
les abscisses de ces minima ne présente pas de structure particulière (Fig. 2.48). Par con-
tre, en numérotant par ordre d’apparition les intersections, nous retrouvons le mécanisme
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Figure 2.45: Section de Poincaré sur
les trajectoires de la partie inférieure
du portrait de phase. (d = 25.50 mm)
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Figure 2.46: Application de premier retour
sur les abscisses de la section de Poincaré
(cf. fig 2.45). (d = 25.50 mm)

d’arrivées successives de perturbations par ”bouffées” caractéristiques des phénomènes
d’intermittence. Ce type de fonctionnement est déjà visible sur la série temporelle (Fig.2.49).
Néanmoins, ce phénomène d’intermittence ne peut être étudié à partir des séries temporelles
en raison de l’artéfact de mesure. Nous verrons que les mesures par ombroscopie (Chapitre
3) nous permettrons d’aller plus loin dans cette analyse du comportement du jet libre.

Notons enfin qu’une analyse analogue à celle d’une ”dynamique symbolique” (chapitre
4) nous permettra de déceler une forte composante déterministe au sein de ce comporte-
ment dynamique et de réaliser une première distinction entre un jet d’eau dont le point de
fonctionnement se situe avant le point critique sur la courbe de stabilité, tel celui étudié
ici et un jet d’eau ayant dépassé la vitesse critique (partie descendante de la courbe de sta-
bilité). Ici, nous ne présentons pas ces résultats qui se sont avérés dérisoires en comparaison
aux résultats obtenus sur les mesures par ombroscopie.

Dynamique du jet après la rupture en gouttes d > 29.50 mm

L’organisation des trajectoires sur le portrait de phase (Fig. 2.50), à l’origine de la définition
de cette partie du jet, a lieu à partir de la rupture en gouttes (LBU = 29.3 mm). Ce n’est
pas un hasard, car cela correspond à la relaxation des oscillations de gouttes vers une forme
stable, sphérique. Cependant, on ne peut pas conclure sur la nature de la forme des gouttes
et l’éventuelle relaxation de leurs oscillations tant que l’on a pas un suivi complet (sans
artéfact) de l’évolution temporelle du diamètre du jet, de la sortie de la buse à la rupture
en gouttes.

La section de Poincaré P+ (Fig. 2.51) et la densité de probabilité de visite sur les
abscisses de cette section (Fig. 2.52) permettent de distinguer deux types de gouttes de
diamètres différents: les gouttes principales, et les satellites. L’application de premier
retour (Fig. 2.53) permet de constater l’alternance du passage entre gouttes et satellites.
La densité de points sur les quatre ensembles composant l’application de premier retour
permet aussi de dire qu’il est très rare de voir deux satellites passer devant la nappe laser
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l’un à la suite de l’autre, sans que ne s’intercale une goutte entre les deux.

Conclusion

Nous pouvons distinguer facilement la rupture en gouttes, notamment sur l’évolution des
modes en fonction de la distance. Et nous avons grossièrement distingué quelques traits
de la dynamique, comme l’arrivée par bouffées des ondes de perturbations à la surface
du jet. Cependant, nous avons vu clairement que les artéfacts sur les mesures brouillent
systématiquement la lecture que nous pouvons avoir de la dynamique du jet.

2.6 Conclusion

L’artéfact de mesure nous a été utile pour la description de la dynamique du jet excité.
Il nous a permis de faire la distinction entre les oscillations de jet et les perturbations
axisymétriques. Malgré cela, il rend impossible une étude précise de la dispersion des
trajectoires sur le portrait de phase. En effet, l’organisation des trajectoires sur un portrait
de phase ne peut être pertinente que si la grandeur mesurée est représentative de l’évolution
d’une variable dynamique du jet.

Le dispositif actuel ne permet pas l’acquisition de signaux dépendant linéairement du
diamètre du jet sur tout le domaine d’amplitude des perturbations (axisymétriques). Les
simulations mettent clairement en évidence la nature du problème. Différentes possibilités
d’améliorations de cette technique de mesure, basées sur l’augmentation de l’angle solide
de collection ont été envisagées mais se sont révélées insuffisantes 19.

De manière à fournir une étude plus fine des jets cylindriques et, notamment, afin
de comparer les différents modes de rupture dont nous savons qu’ils sont pilotés par des
mécanismes différents (dominés par la tension de surface, les forces aérodynamiques, les car-
actéristiques internes à l’écoulement), il faut envisager une méthode basée sur un principe
de mesure complètement différent.

C’est donc les résultats de cette nouvelle méthode qui sont présentés dans le chapitre
suivant.

19Pour une description complète des améliorations successives apportées au dispositif expérimental, voir
le rapport interne [31].
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Figure 2.47: Sélection des points d’une
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Figure 2.49: Visualisation des bouffées sur la série temporelle.

Figure 2.50: Portrait de phase à d =
34.00 mm. Le décalage est égal à τ =
3 10−2 ms ≃ 1/90FRay.
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Figure 2.51: Section de Poincaré à d =
34.00 mm.
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On the breakup of a liquid jet : characterization of the time series by topology of the

reconstructed state space. Partec 95, 11ème European Conference of ILASS-Europe
on Atomization and Sprays, Mars 1995.

[10] J. Godelle, G. Fougereux, C. Letellier, J.N. Letoulouzan, G. Gouesbet, and G. Gréhan.
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Chapter 3

Mesures par ombroscopie

Résumé

Les mesures par ombrosopie sont présentées, expliquées et surtout, validées.
Les séries temporelles acquises avec cette méthode vont permettre de suivre la
dynamique complète du diamètre du jet, sans troncature due à un artéfact sur
la mesure comme cela était le cas dans le chapitre précédent. Une comparaison
directe des deux méthodes de mesure est bâtie autour du cas d’un jet d’eau
excité transversalement. Une fois montré l’intérêt de cette nouvelle méthode de
mesure, nous mettons en évidence une intermittence de phases sur l’évolution
du diamètre du jet, dans le cas jet d’eau excité autant que dans le cas du jet
d’eau libre. Finalement, l’étude de la dynamique de jets de classes différentes
(cf. chapitre 1, distinction des trois zones, section 1.3.4) permet de donner des
indices pour une meilleure compréhension de l’action de la relaxation du profil
des vitesses dans le jet.

3.1 Introduction

Nous avons vu précédemment qu’une méthode de mesure bâtie autour de la diffusion
d’une nappe laser ne permet pas un suivi continu de la valeur d’un diamètre local d’un
jet axisymétrique. La première partie de ce chapitre est donc consacrée à la description
et à la validation d’une méthode expérimentale permettant l’enregistrement complet, sans
artéfact, de cette évolution. Mieux, nous verrons en fait que ce dispositif mesure la taille
d’une section transverse du jet, qu’il soit symétrique ou non.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous comparerons les séries temporelles acquises
simultanément avec la technique de diffusion de la nappe laser et avec la nouvelle technique
de mesure. Le système étudié sera un jet d’eau excité transversalement. Nous pourrons
alors évaluer l’amélioration de la qualité des informations extraites de ces nouveaux enreg-
istrements avec l’étude de la dynamique de ce jet d’eau excité. Nous verrons que dans le
cas précis des déplacements transverses, l’utilisation simultanée des deux méthodes peut
fournir des renseignements complémentaires. Cette partie sera l’occasion de dresser le bilan
des études de la dynamique du jet d’eau excité transversalement.

Dans la troisième partie de ce chapitre, nous nous attacherons à l’étude de la dynamique
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d’un jet d’eau libre à partir des différents enregistrements de l’évolution du diamètre du
jet. Nous verrons que la dynamique du diamètre du jet y est complète contrairement aux
mesures effectuées par diffusion de la lumière (cf. chap. précédent). Nous y présenterons
aussi la plupart des outils qui vont permettre de distinguer différents régimes de fonction-
nement d’un jet liquide libre basse vitesse.

C’est sur la base des résultats de cette étude qu’une analyse systématique de la dy-
namique de différents types de jets a été réalisée. Dans la section 3.4, le bilan de cette
campagne d’analyse est dressé. Nous pourrons constater les différences dans les dynamiques
associées aux jets de zone 1 et zone 3 telles qu’elles ont été définies dans les travaux de
Leroux et al. [1] (Voir chap. 1, section 1.3.4).

3.2 Montage optique

3.2.1 Description du dispositif

La technique de mesure présentée ici demeure basée sur une nappe laser. Seul le dispositif de
collection est modifié (Fig. 3.1). Il s’agit en fait d’une méthode de mesure par ombroscopie:
l’ombre du jet éclairé par la nappe laser est portée sur le dispositif de collection. En optique
géométrique, la taille de la ”tache” sombre est proportionnelle au diamètre de la section
éclairée de l’objet. Dans le cas du jet éclairé par une nappe laser, cette grandeur est
proportionnelle à la taille de la section transverse ”vue” par la nappe laser. Dans le cas
d’un jet axisymétrique, nous pouvons ainsi exprimer l’intensité mesurée, I, en fonction du
diamètre local Φ du jet:

I = Imax

(

1 − MΦ

δ

)

(3.1)

où I est l’intensité mesurée, et Imax, l’intensité maximale mesurée lorsque le diamètre
du jet est nul (pas d’objet devant la nappe laser); δ est la largeur de la fente d’analyse;
Φ est le diamètre de la section du jet éclairée par la nappe laser; et M est un facteur
d’agrandissement correspondant au grossissement de l’ombre du jet en raison de la diver-
gence du faisceau incident.

Lorsqu’il n’y a pas d’objet devant la nappe laser, l’intensité maximale correspond à
l’intensité de la lumière passant par la fente. La relation suivante permet de remonter au
diamètre du jet par la relation de proportionalité:

Φ ∝
(

1 − I

Imax

)

(3.2)

Ces relations ne tiennent pas compte de la complexité des mécanismes de diffusion
de la lumière. Aux petits angles de diffusion, c’est à dire dans un angle solide orienté
dans la même direction et dans le même sens que la nappe laser, la diffraction et la lumière
transmise par le jet contrôlent l’allure du diagramme de diffusion. Par exemple, des franges
de diffraction vont apparatre, interdisant la définition d’un bord net séparant l’ombre du
faisceau ”nappe laser” direct (figure 3.2).

Deux cas se distinguent alors: (i) le cas d’un objet opaque pour lequel le problème
ne fait intervenir que la diffraction; (ii) le cas d’un objet translucide pour lequel la partie
transmise par une double réfraction (entrée et sortie de l’objet) intervient aussi.
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Figure 3.1: Principe de l’ombroscopie: a) Vue du dessus; b) Vue de profil. L’éclairement
du jet est toujours réalisé par la nappe laser d’épaisseur 40± 10µm et de largeur de l’ordre
de 5cm.
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Figure 3.2: L’ombre, portée sur un écran, d’un fil éclairé par une source lumineuse
monochromatique montre un bord flou. Globalement le profil de diffusion créé par ce
système est complexe, et dépend de la nature de la source lumineuse, des dimensions de
l’objet et de la distance objet-écran. a) Cas des bords nets dans le modèle de l’optique
géométrique; b) Profil d’intensité mesuré par Xing et al. dans le cas d’un fil métallique
de 51µm de diamètre où nous constatons l’action de la diffraction sur les bords du fil.
L’intensité totale intégrée sur toute la longueur de la fente d’analyse est pourtant propor-
tionnelle au diamètre du jet dans les deux cas.
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Pour simplifier l’exposé, nous allons maintenant nous focaliser sur le cas d’un objet
purement cylindrique. A cause de la symétrie cylindrique qui résulte de ce choix, le dia-
gramme de diffusion se réduit à un profil d’intensité donnant les variations d’intensité en
fonction de l’angle θ, défini dans un plan horizontal par rapport à la direction des rayons
incidents, donnant la direction de propagation du faisceau diffusé par rapport à la direction
incidente.

Dans le premier cas (i), une étude expérimentale [2] prouve que la relation (3.2) reste
vraie, même pour de petits diamètres où l’intervention de la diffraction dans le profil
d’intensité est pourtant plus importante. Notons que la notion de petits diamètres est
fonction de la valeur de la longueur d’onde de la source laser (de l’ordre de 0.6µm dans
cette étude [2] et pour ce travail de thèse). En fait, Xing et al. utilisent deux sources
de lumière, l’une monochromatique, l’autre blanche, et s’assurent dans chaque cas que
l’intensité mesurée reste proportionnelle aux diamètres des différents fils métalliques placés
devant leur dispositif. En pratique, l’effet d à la diffraction devrait être accentué dans
le cas d’une source de lumière laser monochromatique en comparaison à une source de
lumière blanche puisque dans le dernier cas il y a superposition des figures de diffractions
relatives à chaque longueur d’onde. Pourtant, même si grâce à leur dispositif, ils observent
effectivement les pics de diffraction, ils concluent que le rapport des intensités totales
mesurées en présence et en absence de fil est égal, à 1% près, au rapport (δ − Df )/δ où
δ est la largeur de la fente que j’ai appelée fente d’analyse dans la figure 3.1, et Df est le
diamètre du fil. Ce résultat a été extrapolé à tout objet axisymétrique non nécessairement
cylindrique, et de toutes tailles, même inférieures au diamètre du fil le plus fin qu’ils
aient pu utiliser (21µm). La validation de cette méthode est assurée par des mesures de
diamètres de jets liquides opaques axisymétriques grâce auxquels différents profils du jet
sont reconstruits. Les profils reconstruits sont identiques aux profils réels des photographies
du jet.

Par conséquent, leur conclusion est que la diffraction a un effet négligeable sur la mesure
du diamètre du jet. Il en déduisent que la diffraction modifie l’allure du profil d’intensité
diffusée aux petits angles, mais ne change pas la valeur de l’intensité totale intégrée par
l’ensemble de détection.

Dans le cas d’un jet liquide translucide (ii), une partie de la lumière traversant le jet est
transmise par une double réfraction. Cet effet s’ajoute à l’action de la diffraction discutée
précédemment. Cependant une théorie complète de la diffusion de la lumière indique que
ces effets ne peuvent être décorrélés et traités séparément car ils interagissent et ne sont
donc pas décomposables. Il est nécessaire, pour être rigoureux, de traiter dans son ensem-
ble le problème de la diffusion de la nappe laser sur un objet cylindrique transparent, sans
faire de distinctions entre lumière diffractée et transmise. Cependant, il est toujours possi-
ble de raisonner en ordre de grandeur sur l’intensité de ces deux composantes de la lumière
diffusée. En effet, la lumière interceptée par le jet est ”redistribuée” dans tout l’espace par
réflexion sur la surface d’entrée (mode 0 de rétrodiffusion), et par réfraction sur la surface
d’entrée puis réflexion(s) interne(s) (mode p quelconque). Expérimentalement, comme lors
des simulations basées sur l’optique géométrique (chapitre II), j’ai pu constater que la ma-
jeure partie de l’intensité incidente interceptant le jet est souvent suffisament déviée pour ne
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pas être détectée par le dispositif de collection. Cela peut arriver lorsque le jet présente une
surface inclinée par rapport au plan normal à la direction incidente. Mais surtout, la ma-
jeure partie de la lumière interceptant le jet est suffisamment redistribuée dans l’espace, par
diffusion, pour que cette contribution parvenant au détecteur soit négligeable par rapport
à l’intensité du faisceau direct non intercepté par le jet (incluant les franges de diffraction
induites par le passage de la lumière aux bords du jet). En fait, autant expérimentalement
que lors de l’examen des résultats de simulations (voir chapitre précédent, figures 2.17 et
2.20), le champ diffusé montre que l’effet du jet sur la partie de la lumière laser inter-
ceptée par celui-ci est comparable à l’effet d’une lentille cylindrique de focale très faible.
Le résultat de cette optique particulière est une autre nappe laser d’étendue très impor-
tante (±82.6o, correspondant à l’angle maximal de double réfraction sur le volume du jet)
redistribuant l’énergie lumineuse interceptée par le jet sur une grande répartition angulaire
(Fig. 3.3).

Faisceau direct
Faisceau incident

Jet / lentille cylindrique

Faisceau "transmis"
réparti sur le demi-espace avant

Figure 3.3: Le jet agit comme une lentille cylindrique de courte focale. Le champ ”trans-
mis” par le jet est redistribué dans la majeure partie du demi-espace avant. Le simple
éloignement du détecteur permet donc de négliger cette contribution au signal mesuré. No-
tons que la partie de la lumière redistribuée dans l’espace par réflexion n’est pas schématisée
sur la figure.

Il est facile de comprendre que plus le détecteur est placé loin du jet, plus l’angle solide
de collection est faible. Cela diminue d’autant le rapport de l’intensité du champ ”transmis”
sur celle du faisceau direct non perturbé dont la divergence est négligeable comparée à celle
de la nappe laser sortant du jet.

En conséquence, une précaution permet de diminuer autant que l’on veut ce rapport
en plaçant suffisament loin le dispositif de collection par rapport au jet, au regard de la
taille de la section éclairée du jet. En pratique, la distance choisie est approximativement
égale à 1000 rayons moyen du jet.

Cette précaution prise, le problème de la mesure du diamètre du jet par ombroscopie
revient au cas de la mesure du diamètre d’un jet opaque.

Ainsi, nous pouvons nous attendre a ce que la méthode développée ici fournisse une
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mesure linéairement dépendante du diamètre local du jet éclairé par la nappe laser. La
confirmation de cette hypothèse est présentée dans le paragraphe suivant.

3.2.2 Validation de la méthode de mesure

Le but ici est de calibrer la méthode de mesure dans un cas particulier, le moins favor-
able, et donc d’établir, pour une classe d’objets donnés, la courbe expérimentale donnant
l’intensité mesurée en fonction du diamètre de la section éclairée de l’objet. Du point de
vue de l’interprétation réalisée précédemment, nous pouvons dire que le cas le moins favor-
able correspond au passage d’une partie du champ ”transmis”, c’est à dire de la lumière
interceptée par l’objet et doublement réfractée par celui-ci, dans l’angle solide de détection.
C’est le cas pour une fibre cylindrique non inclinée par rapport à la nappe laser incidente.

La technique de mesure est donc ici calibrée pour un ensemble de fibres de verre cylin-
driques ayant un diamètre variable mesuré au préalable 1. Nous obtenons la courbe de
calibration donnée figure 3.4. Nous pouvons constater que, aux incertitudes de mesures
près, l’intensité mesurée est bien une fonction linéaire du diamètre réel de la fibre.
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Figure 3.4: Validation de la méthode de mesure du diamètre du jet par ombroscopie. Il
existe bien une relation linéaire entre l’intensité mesurée (différence entre le signal mesuré
sans objet et le signal mesuré avec la fibre) et le diamètre de la section éclairée du jet.

D’autres types d’objets, de forme sphérique par exemple, ont été placés devant notre
sonde optique. Le diamètre éclairé, mesuré au préalable, correspond au diamètre obtenu
en reportant l’intensité mesurée sur la courbe précédente. Ceci étend donc le domaine
de validité de cette calibration, mais surtout prouve définitivement que cette technique
permet effectivement de mesurer le diamètre d’objets dont la taille est comprise entre
40µm et 1.4mm: domaine sur lequel j’ai réalisé la calibration avec des fibres de verre.

1Mesure faite simplement à l’aide d’un Palmer.
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3.3 Diffusion et ombroscopie dans le cas d’un jet d’eau excité

Dans cette expérience, j’ai repris un point de fonctionnement proche de celui présenté au
chapitre précédent dans le cas du jet excité. Le but est de réaliser des mesures simultanées
en diffusion et en ombroscopie de manière à comparer la qualité de l’information sur la
dynamique que nous pouvons atteindre avec l’une et l’autre méthode. La méthode de
mesure en ombroscopie est celle qui a été décrite jusqu’à maintenant. La technique ”en
diffusion” correspond au dispositif initial pour lequel la première lentille de collection est
placée à la distance focale, à 20cm du jet. Cela correspond aussi au cas détaillé dans ce
mémoire où l’angle solide de collection est le plus petit (voir chapitre précédent).

Le jet a les caractéristiques suivantes:

1- Diamètre nominal du jet sensiblement égal à Φ = 600µm,

2- Rapport de la longueur de la buse sur son diamètre interne égal à L/Φ = 200,

3- Vitesse débitante égale à 0.81m/s 2,

4- L’excitation imposée est transverse, sinusodale, et de fréquence Fe ∼ 366 Hz,

5- Le liquide injecté est de l’eau.

La seule différence notable entre ce point de fonctionnement et celui de l’étude du jet
excité au chapitre précédent concerne la valeur du débit 3. Cependant, comme dans le cas
du chapitre précédent, ce débit nous permet de garantir un fonctionnement du jet non-
excité selon la description de Rayleigh. De la même manière, nous nous sommes assurés
que le jet était pratiquement monodispersé.

La longueur de rupture calculée sur les photographies prises au cours de l’expérience
est de 17 mm. Elle est donc légèrement supérieure à l’étude précédente, malgré une valeur
plus faible du débit. Cela s’explique par le fait que l’intensité de l’excitation est elle aussi
plus petite dans le cas présent que lors de la précédente étude du jet excité 4.

La double acquisition des séries temporelles, en diffusion et en ombroscopie, a été
réalisée par pas de 0.25 mm de la sortie de la buse jusqu’aux gouttes. Ce déplacement le
long de l’axe du jet décrit l’intervalle [0.00 mm, 21.00 mm]. L’évolution des enregistrements
en fonction de leur position est donnée en annexe C sur les figures C.1 pour les mesures
par diffusion, et C.2 pour les mesures par ombroscopie. Seulement quelques positions ont
été choisies pour représenter l’évolution globale le long de l’axe du jet. Ces positions sont
repérées sur la figure 3.5.

2En fait, cette grandeur dérivait au cours de l’expérience de 1% environ en croissant à cause des effets
de gravité sur la pression d’alimentation lorsque l’on déplace l’ensemble d’injection.

3Précisons les valeurs des nombres sans dimension caractérisant ce jet: Re = 485, We = 5.4, et toujours
Z = 0.0048.

4Il s’agit ici d’une information qualitative, car la mesure précise de cette intensité n’a pas été réalisée,
le seul critère déterminant étant l’obtention d’un jet quasiment monodispersé.
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3.3.1 Comparaison des deux dynamiques

La démarche adoptée lors de la première étude du jet excité est reprise. Nous allons décrire
l’évolution des portraits de phase en fonction de la distance à la sortie de la buse. Encore
une fois, le choix du décalage temporel en chaque point de mesure va nous donner une
précieuse indication sur la nature des dynamiques associées à chacune des deux familles de
séries temporelles.

Dans un premier temps, nous recourrerons de nouveau à la méthode systématique
d’extraction des orbites périodiques afin de présenter les évolutions de l’orbite la plus
représentative pour chacune des méthodes de mesure.

Nous verrons que la nouvelle technique de mesure permet de poursuivre l’étude de la
dynamique au delà de cette représentation en nous permettant une étude plus complète
des dynamiques locales, c’est à dire des dynamiques temporelles associées à chaque point
de mesure. Nous pourrons donc nous attacher à une analyse de la topologie de l’attracteur
en se limitant à une reconstruction 3D du portrait de phase. Nous verrons quels renseigne-
ments peut fournir ce type d’analyse, et surtout nous proposerons un critère topologique
permettant de déterminer si la dynamique mène ou non à la production de satellites.

Portraits de phases reconstruits - Diffusion

Les portraits de phase sont reconstruits de la même manière que précédemment. Nous
utilisons donc la méthode du décalage temporel pour laquelle le choix du délai τ est pri-
mordial. La figure 3.6 représente l’évolution des portraits de phase pour les mesures par
diffusion de la lumière. Comme pour les séries temporelles, les différentes positions le
long de l’axe du jet sont repérées sur la figure 3.5.

Au regard de l’évolution des portraits de phase de la figure 3.6, nous pouvons déjà con-
stater qu’il existe une différence entre cette expérience et celle qui a été réalisée précédemment
sur un jet excité au chapitre 2 (Fig. 2.24). En effet, même si l’évolution des portraits de
phase est comparable, la première partie de cette évolution correspondant à l’amortissement
des oscillations de jet dues à l’excitation transverse est, dans le cas présent, restreinte à une
petite portion. Au regard de tous les portraits de phase reconstruits (de 0.25 en 0.25 mm),
ce tronçon va de la sortie de la buse d’injection jusqu’à environ 2.5 mm de cet orifice, et
couvre donc une très faible partie de la longueur totale du jet (qui est environ égale à la
longueur de rupture en gouttes: 16.5 mm) contrairement à la première expérience sur le
jet excité où cette partie s’étale à peu près sur la moitié de la longueur totale.

Une autre différence majeure entre les deux expériences en jet excité réside dans le
choix du décalage temporel pour la reconstruction des portraits de phase: intialement
égales à 1/4Fe et 1/40Fe, les valeurs du décalage τ prises pour cette analyse sont respec-
tivement 1/14Fe et 1/140Fe pour la première et la deuxième partie de l’évolution. Cela
peut s’expliquer par la grande sensibilité de la méthode de mesure par diffusion à la dis-
tance entre le jet et la première lentille de collection; et de manière plus générale, à la
sensibilité de tous les réglages optiques concernant la collection. Cependant, cela n’enlève
rien à la valeur des résultats, limitée par l’artéfact, ni à la comparaison avec la méthode
de mesure par ombroscopie. On remarquera que le facteur 10 sur la valeur du décalage
temporel entre les deux régions est préservé dans les deux expériences.
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Notons aussi que la répartition des trajec-
toires sur les portraits de phase de 11.50
à 15.00 mm n’est pas aussi structurée que
dans la première expérience réalisée sur un
jet excité.
En fait, les deux effets que nous venons
d’évoquer résultent du choix d’une am-
plitude d’excitation plus faible pour cette
expérience que dans le cas précédent.
L’amortissement des oscillations du jet
dont l’amplitude initiale est moins im-
portante se réalise nécessairement sur
une distance plus courte car le taux de
décroissance doit être identique dans les
deux cas.
De la même façon, la dynamique associée
au jet subissant une excitation initiale plus
faible est nécessairement moins contrainte
par cette excitation. La répartition des tra-
jectoires sur les portraits de phase est donc
moins structurée. Il faut tout de même
noter que le portrait de phase à la distance
de 20.00 mm, c’est à dire dans les gouttes,
a une trajectoire bien structurée, constru-
ite autour d’un cycle limite. Ce résultat
montre que malgré la grande dispersion des
trajectoires dans les portraits de phase de
11.50 à 15.00 mm, le jet est finalement con-
duit à une dynamique structurée correspon-
dant à l’obtention d’un jet monodispersé.

d (mm)

Buse d’injection

0.00
0.50

 9.50

11.50
13.50

15.00
15.75

18.00
20.00

16.50

Figure 3.5: Positions pour
lesquelles les séries temporelles
et les portraits de phase sont
présentés dans ce mémoire. La
région de la rupture en gouttes
est mieux décrite car elle mon-
tre des évolutions plus rapides.

Les décalages choisis reflètent encore la scission entre deux dynamiques. Cette fois,
cette scission ne se situe pas exactement à la coupure entre la dynamique d’amortissement
des oscillations de jet et celle de croissance des perturbations axisymétriques puisque les
oscillations de jet sont amorties beaucoup plus tôt. Cependant cette distinction révèle
toujours l’arrivée des modes axisymétriques associés à la présence de l’artéfact dans les
mesures par diffusion, y introduisant une oscillation secondaire.

Portraits de phases reconstruits - Ombroscopie

Dans le cas de l’ombroscopie, l’évolution des portraits de phase est donnée sur la figure
3.8 pour les mêmes points de mesures le long de l’axe du jet que précédemment.

Dès à présent, nous pouvons constater les grandes différences existant entre les portraits
de phase reconstruits à partir des signaux de diffusion et d’ombroscopie. Comme nous
nous y attendions, le premier secteur correspondant à l’amortissement des oscillations de
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Figure 3.6: Evolution des portraits de phase reconstruits en six points de mesures le long de
l’axe du jet par la méthode de diffusion de la lumière. Le choix du décalage temporel permet
à nouveau de distinguer les deux parties correspondant au deux dynamiques différentes le
long de l’axe du jet.
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jet n’est pas vu par ombroscopie. De plus, la dispersion des trajectoires observée de 11.50
à 15.00 mm devient presque anecdotique en ombroscopie par comparaison aux mesures par
diffusion. Cette distinction est spectaculaire si l’on considère en particulier les portraits à
15.00 mm. En diffusion, la dispersion est amplifiée par l’effet de l’artéfact sur les mesures.
Ceci se traduit par une grande sensibilité de la mesure sur une certaine gamme de diamètres,
mais révèle aussi le gros défaut de la méthode de mesure par diffusion qu’est l’artéfact dont
nous avons longuement discuté au chapitre précédent.

Ce problème est encore mieux visible si nous comparons les portraits à 11.50 mm
pour les deux types de mesures (Fig. 3.7). En diffusion, nous pouvons distinguer deux
boucles produites par l’artéfact de mesure. Comme nous l’avons vu lors des simulations
des mesures en diffusion, les maxima associés à ces deux boucles correspondent aux valeurs
minimales et maximales que peut prendre le diamètre du jet. Ils représentent donc aussi
les valeurs des extrema que nous pouvons extraire sur le portrait en ombroscopie. Cela
signifie qu’à 11.50 mm la dynamique du diamètre du jet est déjà totalement tronquée lors
des mesures par diffusion et, bien-entendu, correctement prises en compte par les mesures
par ombroscopie.

a) Diffusion  (τ= 1/14 Fe)           b) Ombroscopie  (τ= 1/9 Fe)

Artefacts

Maxima

Minima

Figure 3.7: Comparaison des portraits de phase à 11.50 mm pour les deux types de mesures:
l’artéfact tronque déjà complètement la dynamique du diamètre du jet sur les mesures par
diffusion (a). Ainsi, en diffusion, les maxima du signal correspondent alternativement aux
maxima et minima du diamètre local.

Enfin, notons que la valeur du décalage temporel reste identique pour la reconstruction
de tous les portraits de phase le long du jet dans le cas de l’ombroscopie. Cette valeur,
représentative de la pseudo-période caractéristique du signal considéré, est proche de celle
d’un signal sinusöıdal de même fréquence (Fe): le décalage choisi vaut 1/9Fe contre 1/4Fe

dans le cas idéal d’un signal sinusöıdal. Par comparaison aux valeurs du décalage dans
le cas de la diffusion, nous en déduisons que le passage de 1/14Fe (proche de 1/9Fe) à
1/140Fe après 11.50 mm est encore une fois lié à l’artéfact de mesure.

Nous voyons donc que les mesures réalisées en ombroscopie apportent un suivi complet
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Figure 3.8: Evolution des portraits de phase reconstruits dans le cas des mesures en om-
broscopie. La distribution des trajectoires sur les portraits de phase est visiblement plus
structurée que dans le cas des mesures par diffusion de la lumière. Ce résultat confirme
que la nouvelle technique de mesure accède à la dynamique complète du diamètre du jet.
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de la dynamique du diamètre du jet. Ce suivi permet d’interpréter toute évolution du
signal comme une évolution du diamètre local du jet.

D’une manière plus générale, nous pouvons noter que l’évolution du système en fonction
de la distance à la sortie de la buse ressemble à un processus de déstabilisation d’un point
fixe. Le portrait de phase est bâti sur un point fixe, de 0.00 mm à environ 11.50 mm.
Après ce premier stade, l’évolution du système se fait par révolutions successives autour
du point fixe initial. En effet, après 11.50 mm, le point fixe se déstabilise en une trajectoire
assimilable dans un premier temps, à un cycle limite. Ce cycle limite se déstabilise lui-même
en une trajectoire plus complexe à partir de 15.75 mm.

Sections de Poincaré et applications de premier retour

Rappelons que les sections de Poincaré et les applications de premier retour qui leur sont
associées permettent l’étude de la dispersion des trajectoires sur le portrait de phase.

Dans le cas des mesures par diffusion, les sections de Poincaré sont définies de la même
manière qu’au chapitre précédent. Les applications de premier retour sur les abscisses
de ces dernières présentent à nouveau un nuage de points sans structure apparente (Fig.
3.9). Cependant, nous ne pouvons plus nous permettre de conclure hâtivement sur la
nature déterministe ou non de la dynamique du jet. Il est nécessaire de tenir compte de la
dynamique complète, sans artéfact, telle que nous la mesurons par ombroscopie. Malgré
tout, l’abscence de structure dans l’application de premier retour justifie l’utilisation de la
méthode d’extraction des orbites les plus représentatives que nous avons utilisée au chapitre
précédent.
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Figure 3.9: Exemple d’une section de Poincaré et de l’application de premier retour qui lui
est associée: mesures par diffusion.

Dans le cas des mesures par ombroscopie, les sections de Poincaré et applications de
premier retour sont définies et présentées en section 3.3.2. Elles nous permettront de
caractériser précisément la nature de la dynamique de ce type de jet excité. Cependant,
dans un premier temps, et de manière à continuer la comparaison diffusion/ombroscopie
en utilisant les représentations globales de la dynamique définies au chapitre 2, nous allons
considérer que les trajectoires sur les portraits de phase en ombroscopie sont suffisamment
peu dispersées pour considérer la dynamique inscrite sur un cycle limite.
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Nous allons ainsi pouvoir procéder à l’extraction de chacune des orbites les plus représentatives
et tracer leur évolution en fonction de la distance à la sortie de la buse pour chacune des
techniques de mesure.

Nous présenterons aussi les courbes d’évolution de l’amplitude du mode fondamental
et des harmoniques pour chacune des méthodes de mesures.

Extraction d’orbites, croissance des perturbations

A chaque distance de la sortie de buse, une orbite est extraite, représentant, par hypothèse,
la majeure partie de la dynamique. L’évolution de l’orbite la plus représentative en fonction
de la distance à la sortie de la buse est donnée sur les figures 3.10 et 3.11, respectivement
pour les mesures par diffusion et par ombroscopie.

En diffusion, notons simplement la présence de trois régions: (Id), (IId), et (IIId). La
région (Id) correspond à l’amortissement des oscillations de jet. La région (IId) est une
zone transitoire avant la croissance des perturbations axisymétriques, région (IIId), dont
la nature est signée par la présence de l’oscillation secondaire.
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Figure 3.10: Evolution de l’orbite la plus représentative en fonction de la distance à la
sortie de la buse pour les mesures par diffusion. Trois régions se distinguent: de la sortie
de la buse à 2.75 mm; de 2.75 mm à 9.00 mm; et de 9.00 mm à la rupture en gouttes.

En ombroscopie, nous distinguons trois régions: (I0) correspond à la région de contrac-
tion rapide du jet en sortie de buse; (II0) est une portion du jet où le diamètre sous l’action
de la gravité décrot toujours, mais moins rapidement qu’en sortie de buse. (III0) est la
seule des trois régions dont les limites concident avec celle de son homologue (IIId) en dif-
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fusion. Dans ce tronçon, nous observons la croissance des perturbations axisymétriques qui
ressemble à une croissance exponentielle que toutes les théories envisagent, au moins par-
tiellement, dans l’évolution des perturbations menant à la rupture en gouttes. Dans cette
troisième partie, le minimum du signal semble ne plus évoluer à partir de 15.75 mm pour
s’annuler brutalement à la rupture. Cette petite région reflète la présence d’un ligament
qui tarde à se sectionner, retardant d’autant la rupture en gouttes. Ce ligament a déjà été
observé et la dynamique de sa rupture précisément étudiée dans d’autres expériences (voir
notamment [3]). La présence de ce ligament est liée à l’action des non linéarités (apparition
des harmoniques dans le spectre de puissance donnant la forme de la perturbation évoluant
sur le jet).

Dans ce secteur du jet, le maximum du signal arrête de crotre au même endroit,
15.75 mm, pour diminuer légèrement avant la rupture en gouttes. Nous pouvons com-
parer cette valeur aux diamètres maxima des gouttes, pour d > LBU après la rupture.
Les diamètres maxima atteints, avant la rupture, par les perturbations axisymmétriques,
dépassent ceux des gouttes finalement produites par ce jet. Ce renflement avant la rupture
doit être d à l’inertie de l’action de gonflement du jet au niveau des ventres des varicoses.
Cette action de gonflement provient de l’action des forces de tension de surface. L’inertie du
glonflement des varicoses dans le jet doit aussi être responsable de l’oscillation du diamètre
maximum des gouttes qui s’ensuit. Nous pouvons aussi envisager qu’une goutte bourgeon-
nante oscille à cause du détachement de la goutte précédente. Notons que cette oscillation
du diamètre vu par la nappe laser concide avec l’oscillation de la forme des gouttes vue sur
les photographies du jet.

Evolution des harmoniques associées à la fréquence d’excitation

L’évolution des harmoniques de la fréquence d’excitation est calculée pour le cas de la
diffusion (Fig. 3.12) et celui de l’ombroscopie (Fig. 3.13).

Bien entendu, en diffusion, cette évolution est gouvernée par l’artéfact générant les
importantes troncatures dans la dynamique. Cela a pour conséquence la présence d’un
maximum dans cette représentation, pour le mode fondamental autant que pour la première
harmonique, correspondant au lieu où l’amplitude de l’oscillation secondaire est maximum.
Même si cette évolution pour les mesures par diffusion est plus difficile à interpréter, nous
pouvons simplement noter que la rupture est pourtant assez bien marquée par un saut
brusque de l’amplitude des modes.

En ombroscopie, nous voyons nettement à partir d’environ 9 mm la croissance décalée
des harmoniques successives menant à la rupture en gouttes. De plus, le taux de croissance
d’un mode augmente avec le numéro de celui-ci. Qualitativement, ces résultats sont en
accord avec les résultats expérimentaux de [4] sur des jets d’encre excités longitudinalement,
et aussi avec la théorie faiblement non linéaire de Yuen et al. [5] traitant de la croissance
des modes sur un jet liquide cylindrique. Sur cette évolution nous pouvons aussi voir la
présence du renflement à 15.75 mm déjà mis en évidence précédemment sur l’évolution de
l’orbite la plus représentative.

Comme nous l’avons précisé, nous avons traité séparément l’étude de la dispersion des
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Figure 3.11: Evolution de l’orbite la plus représentative en fonction de la distance à la
sortie de la buse pour les mesures en ombroscopie. Avant 9.00 mm, cette région correspond
bien à la zone de contraction du jet. Ensuite, nous voyons la croissance exponentielle des
perturbations axisymétriques.

trajectoires dans le portrait de phase pour les mesures par diffusion et par ombroscopie.
Déjà réalisée sur les mesures par diffusion, l’étude ne permet pas de conclure sur la nature
déterministe ou non du comportement du diamètre du jet. Nous allons maintenant mener ce
type d’étude en profitant de la dynamique complète du diamètre du jet, c’est à dire à partir
des mesures par ombroscopie. Cette étude va nous révéler la présence d’intermittence
de type-I dans le comportement local du diamètre du jet.

3.3.2 Intermittence de phase, de type-I

L’étude de la dispersion des trajectoires autour du portrait de phase n’a de sens, du point de
vue de la dynamique, que si l’on considère une série temporelle relevant, à chaque instant,
la mesure d’une variable du système. Or, entre deux gouttes, l’écoulement liquide n’est
plus détectable par la technique de mesure. Soit nous considérons que la mesure entre les
gouttes n’est pas réalisée car il n’y a plus de jet: dans ce cas, la série temporelle n’est pas
continue et nous ne pouvons pas envisager l’étude de la dynamique. Soit nous considérons
que la mesure entre les gouttes est définie avec un diamètre nul: alors la série temporelle
donne la valeur d’une variable du jet en tout instant.

Pour répondre à ce problème, nous avons simplement scindé le domaine d’étude en
deux régions: le corps du jet et les gouttes. Nous verrons ensuite qu’il est en fait possible
d’établir un lien entre les comportements de ces deux parties du jet.
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Avant la rupture en gouttes

Nous avons vu que l’évolution des portraits de phase en fonction de la distance à la sortie
de la buse, ressemble à un processus de déstabilisation d’un point fixe. D’un point de
vue géométrique, le portrait de phase est d’abord limité à un point, puis les trajectoires
s’organisent par révolutions successives autour de ce point. Ce ”centre” du portrait de
phase permet de définir proprement une section de Poincaré. En effet, sur les modèles
numériques, nous savons qu’une analyse d’un attracteur est idéale si nous pouvons définir
une section de Poincaré par l’ensemble des intersections de la trajectoire avec un demi-plan
transverse au flot de trajectoire passant par le point fixe central. Il est aussi commode de
choisir une partie de l’attracteur où les trajectoires s’inscrivent sur une bande de faible
épaisseur, sans repliement. Pour l’analyse de données expérimentales, on choisira l’endroit
où les trajectoires sont quasiment parallèles, c’est à dire l’endroit où elles se recoupent le
moins.

Finalement, pour le jet excité, les sections de Poincaré sont définies comme étant
l’ensemble des intersections du portrait de phase défini par

P = {(X, Z) ∈ R
2 | X = Y, X > XF } (3.3)

où XF correspond au diamètre du jet non perturbé en sortie de buse.
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Figure 3.14: (a) Série temporelle enregistrée à d = 15.50 mm (Jet excité). (b) Recon-
stitution du jet directement à partir de la série temporelle, à d = 15.50 mm en faisant
l’hypothèse d’une vitesse constante. Le rapport d’aspect n’est pas respecté: de manière à
mieux visualiser les perturbations, les distances sont dilatées dans la direction perpendicu-
laire à l’axe du jet.

Nous choisissons d’étudier la dynamique pour d = 15.50 mm: une série temporelle est
représentée figure 3.14 ainsi qu’une reconstitution du jet. Un phénomène de battement
caractéristique d’une compétition entre deux fréquences, est clairement observé.
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Figure 3.15: Définition de la section de Poincaré: c’est l’ensemble des points d’intersection
des trajectoires de la bande supérieure du portrait de phase avec le plan perpendiculaire
à la figure. Sur la section, les trajectoires sont quasiment parallèles localement. Il serait
difficile d’interpréter une section réalisée sur la région où se situe le repliement.

La section de Poincaré, réalisée à d = 15.50 mm, est présentée sur la figure 3.15. Sur
le portrait de phase, les trajectoires sont relativement parallèles localement. En outre,
elles présentent un repliement localisé dans la partie de l’attracteur associée aux faibles
diamètres. Le parallélisme local entre les trajectoires reflète le déterminisme sous-jacent
puisque en mD, où m serait la dimension de plongement de la dynamique, nous savons
qu’un croisement entre trajectoire équivaut à associer à un même état présent deux passés
et deux futurs différents. La marque de cette composante déterministe se retrouve dans
l’allure de l’application de premier retour (Fig. 3.16) sur les abscisses de la section de
Poincaré. Celle-ci est structurée contrairement à ce que nous avons pu voir dans le cas
des mesures par diffusion. En fait, les points de l’application de premier retour semblent
s’ordonner selon une structure annulaire. Le tracé de quelques points de cet ensemble,
liés entre eux par un segment suivant l’ordre chronologique d’apparition sur la section de
Poincaré, confirme que cette application s’inscrit sur une application circulaire ayant une
certaine épaisseur. Cela implique que la dynamique s’inscrit près un tore T 2 (voir définition
au chapitre I). Ainsi, deux fréquences caractéristiques dominent la dynamique gouvernant
l’évolution du diamètre du jet. Les deux fréquences sont facilement mises en évidence
sur le spectre de puissance du signal considéré (Fig. 3.17). Bien entendu, la fréquence
principale, dominant sur le signal, est la fréquence d’excitation Fe. La présence de deux
fréquences caractéristiques peut faire penser à un comportement quasi-périodique tel qu’il
a été défini dans le chapitre d’introduction, mais nous allons voir par la suite qu’un aspect
de la dynamique permet de conclure à un comportement plus complexe.

L’application étant circulaire, cela incite à opérer un changement de coordonnées afin
d’étudier la dynamique non plus sur la valeur du diamètre, mais sur un angle de phase.
L’angle de phase ϕ est défini sur la figure 3.18.a comme étant l’angle que fait le vecteur po-
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Figure 3.16: L’application de premier retour adopte une structure essentiellement annu-
laire. Sur la figure de droite, quelques points de cet ensemble sont tracés afin de mieux
mettre en évidence cette structure. Ils sont liés entre eux par un segment suivant l’ordre
d’intersection de la trajectoire avec le plan de Poincaré.
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Figure 3.17: Spectre de puissance du signal enregistré à d = 15.50 mm. Deux fréquences,
caractéristiques d’une dynamique inscrite sur un tore T 2, sont identifiables: l’une Fe =
369 Hz correspond à la fréquence d’excitation et l’autre F ′ = 416 Hz est propre à la
dynamique du jet.
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sition d’un point du graphe, ici l’application de premier retour, avec un vecteur, horizontal
sur la figure, donnant l’origine des phases. Il faut savoir que cet angle de phase correspond
à la différence de phase existant entre les deux modes fondamentaux Fe et F ′ identifiés sur
le spectre de puissance [6].

Une application de premier retour est calculée sur cet angle de phase ϕ (Fig. 3.18.b)
dont les valeurs, données à 2π près, sont normées entre −1 et 1. Cette application montre
une fine structuration de la dynamique autour d’une application circulaire. Les disconti-
nuités du graphe en −1 et 1, et sur la droite y = 0.5, ne sont qu’apparentes et résultent du
mode de représentation utilisé. En fait, elles disparaissent lorsque l’on identifie −1 et 1 en
abscisse et en ordonnée.

Cette application circulaire est presque tangente par deux fois sur l’intervalle [−1; 1]
à la première bissectrice des axes. Cette particularité de l’application de premier retour
sur l’angle de phase est la preuve de la présence d’un mécanisme d’intermittence de phase.
Le comportement caractéristique de ce type de fonctionnement se présente comme la suc-
cession de bouffées laminaires et de bouffées intermittentes (appelées encore processus de
relaminarisation). Les phases laminaires sont produites par le passage de l’angle de phase
ϕ par un canal borné par la première bissectrice et par l’application proprement dite. Ces
canaux sont au nombre de deux dans notre cas (Fig. 3.19).
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Figure 3.18: (a) Définition de l’angle de phase ϕ à l’aide des vecteurs positions et d’une
origine des phases (vecteur horizontal sur la figure). (b) Application de premier retour sur
l’angle de phase ϕ ainsi défini (d = 15.50 mm).

Pour mieux comprendre le mécanisme et identifier les canaux laminaires, nous réalisons
une approximation par morceaux de l’application de premier retour sur ϕ à l’aide d’un al-
gorithme de décomposition en valeurs singulières (SVD [7, 8]). La figure 3.19 montre cette
approximation avec un grossissement sur un des deux canaux. Nous pouvons remarquer
que le mécanisme d’intermittence impose un temps de passage plus long dans les zones de
tangence, ce qui se traduit par une plus grande densité de points autour de ces zones sur
l’application de premier retour (Fig. 3.20). Les bouffées turbulentes font transiter rapide-
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ment l’angle ϕ d’une zone de tangence à l’autre. C’est le processus de relaminarisation.
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Figure 3.19: (a) Approximation par morceaux de l’application sur ϕ. (b) Grossissement
sur une des deux régions tangentes à la première bissectrice des axes: nous y avons fait
figurer en pointillés un exemple de trajectoire possible au cours de la phase laminaire.

Le calcul de la densité de probabilité de la durée des phases laminaires montre un
histogramme borné, caractéristique d’une intermittence de type-I [9] (Fig. 3.21).

Le lecteur a peut être remarqué que l’intermittence de phase est caractérisée sur un
angle de phase défini sur les points de l’application de premier retour et non sur les points
de la section de Poincaré comme cela est envisagé habituellement. En fait, la section
de Poincaré n’est pas circulaire mais l’application de premier retour l’est. Sachant que
nous pouvons considérer l’application de premier retour comme une reconstruction de la
section de Poincaré, cette définition particulière de l’angle de phase suggère simplement un
problème d’observabilité de l’intermittence de phase sur la variable directement mesurée,
mais ne remet pas en cause nos conclusions.

Rupture en gouttes

On retrouve le comportement d’intermittence de phase, mais moins clairement identifiable
comme nous pouvons le constater sur l’application de premier retour sur ϕ pour une série
temporelle enregistrée à d = 20.00 mm (Fig. 3.22). Le passage de la rupture en gouttes
doit ajouter une fonction de transfert au comportement des perturbations éloignant un peu
la dynamique de l’intermittence de phase décrite auparavant.

Sur certains portraits de phase, de 15.50 mm à 19.00 mm (Fig. 3.23), l’allure des
trajectoires s’ordonne apparemment selon une séquence précise. Lorsque les trajectoires
ne sont pas confinées sur une ligne, ce qui correspond au passage de l’espace entre deux
gouttes (c’est à dire, lorsque l’abscisse et l’ordonnée n’atteignent pas leur valeur minimum),
la répartition des trajectoires semble être localement parallèle. Prenons le cas particulier du
portrait de phase à 16.50 mm (on retrouve ce portrait sur la séquence donnant l’évolution
globale des portraits de phase, figure 3.8).
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Figure 3.20: (a) Fonction de densité de probabilité de présence sur les abcisses de
l’application sur ϕ (b) ayant subi une rotation de 45o pour que l’histogramme ait une
meilleure représentativité de la densité de points sur l’application de premier retour.
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Figure 3.21: (a) Histogramme représentatif de la fonction densité de probabilité calculée
sur la durée des phases laminaires. (b) Forme intégrée donnant la densité de bouffées
laminaires ayant une durée inférieure ou égale à la durée indiquée en abscisse. Ces his-
togrammes sont caractéristiques d’une intermittence de type-I.
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Figure 3.22: Application de premier retour sur l’angle de phase ϕ à d = 20.00 mm de la
sortie de la buse.

Le parallélisme local des trajectoires montre qu’une fois une trajectoire choisie au début
d’une révolution sur le portrait, nous sommes capable de dire exactement le chemin qu’elle
va suivre jusqu’à sa réinjection sur la ligne commune. En fait ce parallélisme local entre
trajectoires reflète le déterminisme qui gouverne l’évolution du système pour une révolution
sur le portrait de phase. Dans notre cas, cela traduit le fait qu’une fois qu’une goutte est
initiée, le reste de sa forme, donnée par les mesures successives du diamètre local, est
déterminée.

Sur le portrait choisi comme exemple, les trajectoires parallèles non confinées sur une
ligne apparaissent inscrites sur une bande qui subit une torsion, avant de se réinjecter
finalement sur la ligne commune. Ce ruban n’est pas sans rappeler la structure typique
des trajectoires de certains systèmes chaotiques très connus, comme celui de Rössler par
exemple (figures 3.24 et 3.25). Sans aller aussi loin dans la comparaison, il est pourtant clair
qu’une torsion locale reflète l’intervention d’une rétroaction/saturation, caractéristique des
phénomènes non linéaires, comme c’est le cas pour la réinjection des trajectoires autour du
point fixe principal dans le système de Rössler [10].

Il est nécessaire de montrer que ce processus n’est pas simplement produit par la visu-
alisation du portrait de phase dans la projection à deux dimensions particulière que nous
avons utilisée jusqu’à présent. C’est ce que nous allons mettre en évidence en visualisant
les croisements orientés entre trajectoires à l’aide d’un algorithme de détermination au-
tomatique des croisements 5. Nous utilisons une convention qui permet de distinguer les
deux types de croisement en leur attribuant un signe (Fig. 3.26).

Un système déterministe peut alors être décrit en terme de signe des croisements entre
trajectoires, et en terme de torsion locale (Fig. 3.27).

Nous pouvons calculer systématiquement le signe et les coordonnées de tous les auto-
croisements de la trajectoire (croisements avec elle-même) du portrait de phase que nous
avons choisi. La localisation des croisements est donnée par leur position dans le portrait

5Code développé par Olivier Ménard, CORIA - UMR 6614.
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Figure 3.23: Evolution plus précise (d ∈ [15.50 mm; 19.00 mm]) des portraits de phase
sur la région couvrant la rupture en gouttes. Nous y voyons la naissance du repliement et
son déplacement le long du portrait de phase au fur et à mesure que la distance à la buse
augmente, jusqu’à sa disparition une fois la relaxation achevée.



3.3. Diffusion et ombroscopie dans le cas d’un jet d’eau excité 149
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Figure 3.24: Attracteur généré par le
système de Rössler pour (a, b, c) =
(0.398, 2.0, 4.0).
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Figure 3.25: Schéma de la surface sans
épaisseur sur laquelle peut être décrit
l’attracteur généré par le système
de Rössler. Nous remarquerons la
présence des deux ingrédients essen-
tiels à un comportement chaotique:
l’étirement responsable de la sensibilité
aux conditions initiales et le repliement
lié à l’action des non linéarités.

de phase. Cette position est elle-même représentée par l’intervalle de temps séparant la
coordonnée du croisement considéré avec une origine des temps prise systématiquement
au début de la phase où les trajectoires deviennent parallèles entre elles (Fig. 3.28).
L’histogramme tracé sur la figure 3.29 représente alors le nombre de croisements ren-
contrés à partir d’une origine des temps arbitrairement fixée, à un intervalle de temps
∆t donné. L’origine des temps est choisie de telle sorte que les portions de trajectoires
parallèles aux axes de coordonnées, confinées sur une ligne, ne génèrent pas un fort nom-
bre d’auto-croisements associé à des chevauchements de trajectoires uniquement dues au
bruit expérimental. Ce repérage permet de prouver que la zone apparente de torsion locale
correspond effectivement à une région confinée où le nombre d’auto-croisements positifs
s’accrôıt brusquement dans la représentation 3D du portrait de phase.

3.3.3 Conclusion

Pour conclure, il est essentiel de ne pas oublier que l’origine physique du repliement, at-
tribué aux trajectoires d’un portrait de phase reconstruit sur les valeurs du diamètre du
jet, est liée à la présence d’ondes de surfaces évoluant à la surface du jet, générées par la
rupture en gouttes à chaque fois qu’une goutte se détache du corps du jet. Par ailleurs, c’est
pour cette raison que la position du repliement voyage sur le portrait de phase à mesure
que la distance à la buse augmente. Ainsi, deux informations évoluent en sens contraire:
une onde capillaire fait osciller la forme de la goutte qui se détache du jet, induisant un
repliement sur le portrait reconstruit; et une autre doit remonter le long du jet vers la
buse. Cette dernière, impliquant une remontée d’information de la rupture en gouttes vers
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+1 −1

Figure 3.26: Convention de signe des croisements. A chaque croisement est associé une
rotation positive ou négative d’un angle π. Ainsi, une rotation de -1 signifie que le ruban
effectue un demi-tour dans le sens trigonométrique, et réciproquement.

(a) Système déterministe 3D.

?

(b) Système ne pouvant être décrit par
un système déterministe de dimension
3, une trajectoire traversant le ruban.

Figure 3.27: Alors qu’un système déterministe de dimension 3 peut être décrit par une
rotation d’un ruban n’impliquant que des croisements négatifs (ou positifs) (a), il ne peut
être caractérisé par un ruban impliquant des croisements voisins de signes opposés : dans
ce cas (b), il existe au moins une des trajectoires qui traverse le ruban impliquant une
rupture du déterminisme car à un état présent, il existe deux futurs possibles.

la buse, explique l’origine du processus de rétroaction, celui-ci étant caractéristique d’une
dynamique non linéaire telle que nous l’avons mise en évidence à travers l’intermittence de
phase dans le jet.

Enfin, de manière plus générale, ce phénomène montre les relations qu’il peut exister
entre une dynamique spatio-temporelle, que nous commençons à concevoir avec la remontée
d’une onde capillaire le long du jet, et une dynamique temporelle telle que celle qui décrit
le mécanisme d’intermittence de phase de type-I.

3.4 Instabilités de jets d’eau libre en Zone 1 et Zone 3

3.4.1 Points de fonctionnement

Les points de fonctionnement retenus pendant les campagnes de mesure en jet libre sont
les suivants:

1- Diamètre nominal du jet sensiblement égal à Φ = 600µm,

2- Rapport de la longueur de la buse sur son diamètre interne égal à L/Φ = 10,

Les autres grandeurs caractérisant le jet sont résumés dans le tableau suivant:
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Figure 3.28: (a) Portrait de phase en d = 16.50 mm sur lequel est identifiée l’origine des
temps à chaque révolution de la trajectoire sur le portait. (b) Schéma du ”ruban” associé
au portrait de phase reconstruit.
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Figure 3.29: Histogramme donnant le nombre de croisements positifs et négatifs rencontrés
à une position donnée par ∆t sur le portrait de phase. Le deuxième pic sur les croisements
positifs est dû à un artéfact sur la détermination de la position du repliement et attribuable
aussi à cette partie du portrait de phase.
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Liquide V (m.s−1) FRay (Hz) LBU (mm) Reynolds Weber Let/Φ

eau 1.29 476 37.2 773 14 39

(Z = 0.0048) 1.66 614 47.9 994 23 50
2.15 non déf. 33.6 1288 38 64

eau-glycérine 1.28 473 45.7 38 17 1.9

(Z = 0.108) 1.65 610 59.3 49 29 2.5
2.15 795 74.6 64 48 3.2

A chaque point de fonctionnement correspond une photographie typique du jet sur la figure
3.30 telle que celles qui nous ont permis de mesurer la longueur de rupture. L’eau a une
viscosité égale à 1 cp et une tension de surface égale à 73 10−3N.m−1. Le mélange d’eau et
de glycérine, à 70% en masse de glycérine, est un liquide dont la viscosité est égale à 24 cp
environ et dont la tension de surface est égale à 68 10−3N.m−1 (valeurs non mesurées 6).

La valeur du rapport L/Φ, comparée à la Longueur d’établissement du profil de Poiseuille
donnée par la relation de Strikler, montre que le profil n’est pas strictement établi en sor-
tie de buse dans le cas du jet d’eau. Cependant même si son allure n’est pas un profil
parabolique, des gradients de vitesses ont pu être imposés par les contraintes pariétales
lors du passage du liquide dans la buse. En fait, nous pouvons même affirmer que les
gradients de vitesse sont confinés dans une région plus petite que dans le cas d’un profil
strictement établi, ce qui implique que la valeur de ces gradients est beaucoup plus impor-
tante dans le cas du jet d’eau que lorsque le profil est établi en sortie de buse (jet visqueux).
La relaxation de ces gradients de vitesse sera d’autant plus brutale que les gradients sont
élevés, ce qui ajoute un argument supplémentaire à la prépondérance de cette action sur
l’initiation des perturbations en sortie de buse. En outre, il faut rappeler l’action dissi-
patrice de la viscosité qui amplifie cette différence de comportement entre les deux type de
jets.

En fait, dans la suite, nous nous réfèrerons plus simplemement à la classification intro-
duite par S. Leroux et al. [12] grâce à laquelle nous pouvons remarquer que les points de
fonctionnement que nous avons choisis 7 permettent une comparaison des jets de zone 1 et
3 8. Avec les paramètres d’injection qui ont été donnés, le jet d’eau est un jet de zone 1,
le jet visqueux (mélange eau/glycérine à 70%) est un jet de zone 3.

Le jet de zone 1 a une courbe de stabilité schématisée par la courbe de la figure 3.31.a
. Les vitesses débitantes choisies, 1.29 m.s−1, 1.66 m.s−1 et 2.15 m.s−1, correspondent
respectivement à la partie ascendante de la courbe de stabilité, au point de vitesse critique,
et à la partie descendante de cette courbe. Pour le jet de zone 3, les vitesses débitantes
choisies, identiques à 0.01 m.s−1 près, aux vitesses du jet de zone 1, appartiennent à la
partie ascendante de la courbe de stabilité de ce jet, correspondant uniquement au régime
de Rayleigh. Rappelons que, dans le cas du jet de zone 1, l’analyse des expériences de
l’équipe ”atomisation et sprays” du CORIA laisse penser que la position du point critique
serait pilotée par l’influence du profil des vitesses non plat en sortie de buse [1].

6Toutes ces valeurs sont tirées du ”Handbook of Chemistry and Physics”, 76ème édition, 1995-1996.
7Ce choix a été réalisé avec C. Dumouchel.
8Ces zones ont été définies au chapitre I, section 1.3.4.
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Figure 3.30: Photographies des jets libres: (a) pour l’eau; (b) pour le mélange
eau/glycérine(70%). La vitesse débitante augmente de la gauche vers la droite dans les
deux cas.
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Figure 3.31: Allure des courbes de stabilité pour (a) l’eau, (b) le mélange visqueux. Les
points de fonctionnement utilisés dans ce travail y sont indiqués.

3.4.2 Dynamique des perturbations - Comparaison avec le jet excité

Chacune des expériences permet de tracer l’évolution des portraits de phase en fonction de
la distance à la sortie de buse (voir annexe D).

Si nous prenons comme exemple le cas de l’eau à 1.29 m.s−1 (portraits reconstruits
tracés sur la figure 3.32), nous pouvons commencer par calculer systématiquement les
sections de Poincaré et les applications de premier retour pour toute position le long du
jet. Un exemple est donnée sur la figure 3.33. Nous pouvons noter que les mesures réalisées
par ombroscopie permettent d’obtenir des portraits de phases dont la mesure du diamètre
non perturbé donne la position du point fixe, situé au centre des trajectoires des portraits.
L’identification de ce point fixe autour duquel ”tournent” les trajectoires permet de réaliser
facilement la section de Poincaré définie par:

P+ = {(X, Z) ∈ IR2 | X = Y, Ẋ > 0} (3.4)

Le calcul systématique des sections de Poincaré et de l’application de premier retour qui
leur est associée, pour tous les jets, à toutes les positions de mesure le long du jet, ne permet
pas de mettre en évidence une application sur laquelle une structure caractéristique d’une
dynamique déterministe, fortement dissipative et de basse dimension, puisse être identifiée.

Pour comparer la dynamique d’un jet libre avec celle du jet excité, nous opérons à nou-
veau la même procédure que dans l’étude précédente afin de pouvoir calculer l’application
de premier retour sur l’angle de phase ϕ. Parmi les points de fonctionnement que nous
avons retenus pour mener la campagne de mesures sur le jet libre, nous pouvons distinguer
deux cas:

1- Les jets ont une vitesse débitante inférieure ou égale à la vitesse critique de la courbe
de stabilité qui leur correspond:



3.4. Instabilités de jets d’eau libre en Zone 1 et Zone 3 155

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 33.75 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 29.00 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 1.00 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 35.50 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 30.75 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 24.00 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 45.25 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 32.25 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 26.75 mm
 τ= 0.2 ms

Position du
point fixe

Figure 3.32: 0.1 ms ≃ 1/(1.85 FRayleigh) Evolution des portraits de phase en fonction
de la distance à la buse pour l’eau à 1.29 m/s. Les gouttes induisent des portions de
trajectoires parallèles aux axes de coordonnées. Dès que les gouttes apparaissent (ici pour
d ≥ 32.25 mm), le décalage doit être divisé par deux pour reconstruire convenablement le
portrait de phase.
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Figure 3.33: (a) Section de Poincaré et (b) application de premier retour dans le cas de
l’eau à 1.29 m.s−1, à d = 33.75 mm de la sortie de la buse.

Liquide Vitesse débitante: V

eau 1.29 m.s−1

1.66 m.s−1

eau-glycérine (70%) 1.28 m.s−1

1.65 m.s−1

2.15 m.s−1

2- Le jet a une vitesse débitante supérieure à la vitesse critique. C’est le cas uniquement
pour le jet d’eau à 2.15 m.s−1.

A ces deux groupes de jets correspondent deux allures typiques de l’application de
premier retour sur ϕ. Nous avons choisi de présenter comme exemple, (i) l’application
dans le cas du jet d’eau à 1.29 m.s−1 pour une distance d = 33.75 mm et (ii) dans le cas
du jet d’eau à 2.15 m.s−1 pour une distance d = 27.00 mm (Fig. 3.34). Dans le premier
cas, correspondant aux cinq premiers régimes de fonctionnement, le graphe présente des
similitudes de structure avec celui obtenu dans le cas du jet d’eau excité. Nous pouvons
donc envisager que l’intermittence de phase mise en évidence auparavant soit aussi à la
base de la dynamique du jet libre dans la majorité des cas rencontrés dans ce travail.
Dans l’autre cas, pour le jet d’eau dont la vitesse débitante a dépassé le point critique,
l’application ne montre plus une telle structure. Au contraire, la répartition des points
est relativement aléatoire (voir explications ci-après) laissant penser que la dynamique est
fortement affectée par un processus stochastique.
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Figure 3.34: Exemple d’applications de premier retour sur ϕ dans le cas du jet libre pour
chacun des deux types de régimes observés: (a) avant le point critique; (b) après le point
critique attribué à l’influence du profil des vitesses non plat en sortie de buse. Pour com-
paraison, figure en gris l’approximation par morceaux de l’application sur ϕ à d = 15.50 mm
dans le cas du jet excité.

Le lecteur remarquera que des zones entières ne sont pas du tout visitées par les points
de l’application sur ϕ. Cela est dû à la propriété de l’angle de phase ϕ lorsqu’il est défini
sur une application de premier retour, comme c’est ce que nous avons réalisé ici. En effet,
si nous considérons deux points successifs de l’application de premier retour calculée sur
les abscisses de la section de Poincaré, ceux-ci ont des coordonnées qui peuvent être notées
(xi, xi+1) pour le premier et (xi+1, xi+2) pour le suivant. Ainsi, lorsque le premier point est
dans le demi-espace des y positifs (xi+1 > 0), le point suivant sur l’application de premier
retour est nécessairement dans le demi-espace des x positifs. En procédant au changement
de coordonnées, cela se traduit par: si ϕi est compris entre 0 et π, alors ϕi+1 est compris
entre −π/2 et π/2. C’est ce que nous retrouvons effectivement sur l’application de premier
retour sur ϕ, où lorsque ϕi est compris entre 0 et π, les régions correspondant à ϕi+1 > π/2
et ϕi+1 < −π/2 ne sont pas visitées.

A ce stade de l’analyse, il faut arriver à caractériser la composante déterministe de la dy-
namique. Nous avons donc choisi d’étudier la dynamique des jets libres par l’intermédiaire
d’une dynamique symbolique probabiliste dont l’intérêt, le fonctionnement et les résultats
nécessitent d’être traités dans un chapitre complet qui suit celui-ci.

3.4.3 Croissance des perturbations le long du jet

Intéressons-nous maintenant à la simple évolution de l’amplitude des perturbations sans
chercher à connâıtre la manière dont elles s’ordonnent (ce qui sera donc traité complètement
au chapitre IV). Cette étude sera basée sur le calcul et la comparaison des graphes donnant
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l’évolution des modes repérables dans les spectres de puissances des séries temporelles.
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Figure 3.35: Croissance du mode fondamental (fréquence de Rayleigh dans un régime
linéaire) et des deux premières harmoniques qui lui sont associées. Le régime linéaire
se traduit par une croissance linéaire (échelle logarithmique) du mode fondamental sur la
majeure partie du jet.

Comme exemple, nous analyserons les propriétés de cette représentation dans le cas du
jet d’eau à 1.29 m.s−1. Sur la figure 3.35, la puissance du mode fondamental, correspondant
à la fréquence naturelle des oscillations évoluant sur le jet (ici, il s’agit donc de la fréquence
de Rayleigh), et de ses deux premières harmoniques est reportée pour chaque point de
mesure le long du jet. Dans ce régime linéaire, il n’est pas étonnant de constater que
l’amplitude du mode fondamental (échelle logarithmique en ordonnée) évolue linéairement
avec la distance à la buse sur une longueur de jet importante (de 15 mm à 32 mm environ).
Cela traduit la croissance exponentielle des perturbations le long du jet. Avant 10 mm, il
n’y a pas de croissance de l’amplitude des modes laissant penser que la limite mesure/bruit-
expérimental est atteinte. Cependant, ce résultat peut aussi traduire simplement le fait
qu’il n’y a pas amplification de l’amplitude des perturbations sur cette portion du jet.

A proximité de la rupture en gouttes (au delà de 32 mm environ), le développement des
perturbations s’éloigne du régime de croissance exponentielle. En même temps, les deux
premières harmoniques croissent successivement et commencent à imposer leur influence sur
le mécanisme de rupture en gouttes comme les théories faiblement non linéaires le prévoient
[5]. Les harmoniques croissent les unes après les autres avec des taux de croissance de plus
en plus importants à mesure que l’ordre de l’harmonique considérée est élevé. Cela rappelle
aussi le résultat obtenu par H.H. Taub [11] sur des jets excités.

Nous allons maintenant comparer ce type d’évolution entre les différents régimes choisis
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(Fig. 3.36). En se limitant au tracé de la puissance du mode fondamental en fonction de
la distance à la sortie de la buse, il est facile de constater que, globalement, les traits
principaux de l’évolution ressemblent beaucoup, dans la majorité des cas, à ceux décrits
précédemment. Mais, dans le cas du jet d’eau, nous pouvons remarquer que le point où
débute la croissance des perturbations se rapproche fortement de la sortie de la buse à
mesure que l’on s’approche de la vitesse critique, puis qu’on la dépasse.

Avant d’aller plus loin dans la comparaison entre les différents régimes, il est nécessaire
de replacer les ordres de grandeurs donnant les tailles caractéristiques sur lesquelles crois-
sent les perturbations. Dans la figure 3.36, nous avons cherché à présenter les évolutions
avec des échelles permettant de placer la rupture en gouttes à la même position sur le
graphe, d’un régime de fonctionnement à l’autre. Ce mode de représentation est pra-
tique pour comparer les évolutions et relever les différences fondamentales. Cependant, il
est plus intéressant de reprendre ce type de représentation en essayant de visualiser des
temps caractéristiques rendant compte de la physique de la rupture en gouttes. Ainsi, nous
avons choisi une échelle des distances (en abscisse) inversement proportionnelle à la vitesse
débitante. Deux temps de rupture identiques 9 pour des vitesses débitantes différentes
seront donc localisés à une même position sur cette nouvelle représentation (3.37). Notons
alors que la pente des droites sur lesquelles s’inscrivent les évolutions, dans leur portion
linéaire, représente un taux de croissance temporel (celui utilisé dans le formalisme de la
théorie linéaire, par exemple).

Plusieurs points sont à relever. D’abord, en ignorant l’évolution la plus en marge (Eau
- V = 2.15 m.s−1), nous pouvons associer un temps de rupture à un type de liquide
donné. En effet, les temps de rupture pour l’eau, puis pour le mélange eau/glycérine,
sont quasiment identiques d’un régime à l’autre. Comme on peut s’y attendre, le temps
de rupture pour l’eau est plus court que dans le cas du mélange eau/glycérine: les temps
caractéristiques du développement de l’instabilité capillaire sont effectivement plus grands
lorsque la viscosité freine ce processus. Nous pouvons aussi constater que les évolutions
sont quasi-identiques à celle décrite comme exemple dans le cas de l’eau à 1.29 m.s−1:
un plateau où les perturbations ne se développent pas; une portion où la croissance est
quasi-linéaire; et une partie où les non linéarités s’imposent à proximité de la rupture en
gouttes. Le ”plateau” est cependant un peu moins présent dans les quatre autres régimes
(eau à 1.66 m.s−1, mélange eau/glycérine à V = 1.28 m.s−1, 1.65 m.s−1 et 2.15 m.s−1),
correspondant par ailleurs aux quatre régimes ayant le même taux de croissance dans la
partie linéaire de l’évolution. Le minimum est identique lui aussi (environ 10−8 sur l’échelle
des puissances) ce qui laisse penser qu’il s’agit effectivement de la limite de détection des
perturbations vis-à-vis du bruit de mesure.

Ce qui va nous intéresser plus particulièrement vient de la constatation suivante: le
temps de rupture est remarquablement plus faible pour l’eau ayant une vitesse supérieure
à la vitesse critique, impliquant une diminution sensible de la longueur de rupture. Cette
diminution brutale du temps de rupture n’est pas due à une forte augmentation du taux
de croissance des perturbations comme les modifications de la théorie linéaire l’envisagent
souvent pour expliquer la position du point critique sur la courbe de stabilité (voir chapitre

9Nous rappelons que la longueur de rupture et le temps de rupture sont reliés par l’équation LBU = V tBU

où V est la vitesse débitante du jet (chap. I).
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Figure 3.36: Evolution du mode fondamental en fonction de la position le long du jet donnée
par d, pour les six points de fonctionnement: à gauche, pour l’eau; à droite pour le mélange
eau/glycérine(70%). La vitesse débitante augmente du haut vers le bas. L’échelle est telle
que la longueur de rupture (LBU) est représentée par la même distance à l’origine sur l’axe
des abscisses dans tous les cas. (L/Φ = 10)
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Figure 3.37: Evolution du mode fondamental en fonction de la position le long du jet
donnée par d/V , pour les six points de fonctionnement: à gauche, pour l’eau; à droite
pour le mélange eau/glycérine(70%). La vitesse débitante V augmente du haut vers le bas.
L’échelle est telle que les distances reportées en abscisse sont inversement proportionnelles
à la vitesse débitante. Deux temps de rupture identiques sont donc reportés à la même
position sur l’axe des abscisses quelle que soit la vitesse débitante. (L/Φ = 10)
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I). Rappelons que cette explication, justifiée lorsque la position du point critique est pilotée
par l’apparition des forces aérodynamiques (interaction liquide/gaz), est encore couram-
ment utilisée lorsque la vitesse critique est due à l’influence du profil des vitesses comme
c’est le cas ici. Or, le taux de croissance n’augmente pas avec la vitesse débitante. Dans
le cas de l’eau, nous pouvons voir que ce taux de croissance diminue même légèrement
à mesure que la vitesse débitante augmente. Par contre, nous observons clairement que
le développement des perturbations prend place de plus en plus tôt sur le jet. Au delà
de la vitesse critique, la tendance initiale est même inversée: les perturbations de faibles
amplitudes sont très rapidement amplifiées sur une très courte portion du jet en sortie de
buse et retrouvent ensuite le rythme normal de croissance décrit initialement à propos de
la valeur des taux de croissance temporels.

Rappelons encore que l’idée d’une déstabilisation précoce du jet sous l’influence du profil
des vitesses au delà de la vitesse critique, avait été pressentie par Christophe Dumouchel
[12] (cf. chap. 1). C’est sous l’action de la relaxation du profil des vitesses que des
points d’inflexion peuvent apparâıtre créant ainsi des zones fortement déstabilisables. Nous
apportons ici une preuve directe de cette action déstabilisatrice ainsi que des renseignements
complémentaires concernant la description des mécanismes d’initiation des perturbations.
Sous influence du profil des vitesses, et au delà de la vitesse critique (eau - 2.15 m.s−1), le
jet se déstabilise fortement et rapidement à proximité de la sortie de buse (d < 3− 4 mm)
pour laisser rapidement place à une croissance exponentielle plus lente, caractéristique de
l’instabilité capillaire. Avant le point critique (1.29 m.s−1), il existe un temps de latence
à partir duquel l’instabilité capillaire peut prendre place. Au niveau du point critique
(1.66 m.s−1), la situation est intermédiaire: l’instabilité provoquée par le profil des vitesses
initie les perturbations un peu plus tôt qu’à 1.29 m.s−1, mais le taux de croissance ayant
diminué, le temps de rupture reste identique.

L’expérience nous montre aussi pourquoi le taux de croissance diminue à mesure que
la vitesse débitante augmente dans le cas de l’eau. En effet, l’initiation des perturbations
étant différente pour le jet d’eau à 2.15 m.s−1, la longueur d’onde de ces perturbations ne
correspond pas à celle qui évoluent naturellement sur le jet soumis uniquement à l’instabilité
capillaire. Nous pouvons nous en rendre compte en constatant que la fréquence du mode
fondamental repérée sur le spectre de puissance n’évolue pas linéairement avec la vitesse
d’injection dans le cas de l’eau, alors que c’est le cas pour le mélange eau/glycérine (tab.
3.1).

Lorsque cette évolution est linéaire, cela prouve que la longueur d’onde des pertur-
bations évoluant sur le jet est indépendante de la vitesse du jet (cas du jet visqueux).
Par contre, lorsque les perturbations n’ont plus la même origine (jet sous l’influence du
profil des vitesses...), leur longueur d’onde ne correspond plus à la longueur d’onde des
perturbations initiées par l’instabilité capillaire. Nous constatons que la longueur d’onde
des perturbations a en fait tendance dans ce cas à augmenter avec la vitesse débitante et,
de la même manière, la fréquence des perturbations observée dans le cas du jet d’eau est
inférieure à celle du mélange eau/glycérine. Dans le cas du jet d’eau de vitesse supérieure
à la vitesse critique, la longueur d’onde effective est un peu plus grande que celle de la
perturbation ”naturelle” vis-à-vis de l’instabilité capillaire. Le taux de croissance de cette
perturbation n’est donc pas le taux de croissance maximal. Cela explique pourquoi ce taux
de croissance, mesuré sur la courbe expérimentale, est un peu plus faible que celui de la
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Liquide V (m.s−1) F0 (Hz) tBU (ms) Tx (.10X ms−1) tl (ms)

1.29 540 28.8 0.387 11.5

eau 1.66 580 28.9 0.259 8.9

2.15 650 15.6 0.267 non déf.

1.28 440 35.7 0.297 11.5

eau-glycérine 1.65 640 35.9 0.310 13.8

2.15 840 34.7 0.234 10.6

Table 3.1: Tableau récapitulatif des caractéristiques des différents jets libres. On notera
la valeur de la fréquence du mode fondamental en fonction de la vitesse débitante. Pour
le mélange visqueux, la relation est quasi-linéaire tandis que, pour l’eau, ce n’est pas le
cas. Tx est le taux de croissance du mode fondamental dans la partie où la croissance est
exponentielle. Il correspond alors à la pente de la droite sur les courbes de la figure 3.37
en tenant compte de l’échelle de représentation choisie. tl est la durée avant le début de la
croissance (temps de latence).

perturbation ”naturelle” évoluant sur les autres jets.

3.5 Conclusion

Nous avons vu que la dynamique des jets libres est souvent proche de celle de l’intermittence
de phase observée en jet d’eau excité. Cette intermittence de phase nous a permis de com-
prendre le mécanisme de rétroaction permettant d’appréhender la dynamique uniquement
à l’aide de ses caractéristiques temporelles. Les ondes capillaires générées par la rupture
en gouttes mettent en place ce mécanisme de rétroaction en évoluant à la surface du jet du
point de rupture en remontant vers le haut du jet. C’est la synchronisation de ce mécanisme
par une excitation bien choisie qui a permis de confiner les modes non linéaires sur une
dynamique d’intermittence de phase offrant la plus faible dispersion en gouttes possible.

D’autre part, l’analyse de la croissance des perturbations a permis de fournir une preuve
directe de l’action du profil des vitesses sur l’initiation des perturbations. Ce résultat est
primordial car il permet d’envisager une modification de la théorie linéaire sur la base de
l’amplitude des perturbations initiales ou sur la modélisation de l’initiation des perturba-
tions en sortie de buse (avant la croissance exponentielle bien décrite par la théorie linéaire).
Ce résultat rend donc définitivement caduque l’hypothèse selon laquelle les modifications
de la théorie linéaire pour la description des jets de zone 1 (chap. I, jets soumis à l’action
de la relaxation du profil des vitesses) doivent être basées sur la réécriture de la relation
de dispersion. Une amélioration de cette théorie devra tenir compte de la modélisation de
l’initiation des perturbations selon le régime d’injection étudié.

La différence de nature entre l’initiation ”naturelle” des perturbations et celle induite
de la relaxation du profil des vitesses se retrouvera dans l’étude de la dynamique des
perturbations à l’aide de la dynamique symbolique (chapitre suivant). Nous pourrons
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alors préciser le mécanisme induisant les perturbations initiales et comparer l’action de la
relaxation du profil des vitesses en sortie de buse avec la dynamique des autres régimes de
fonctionnement du jet. Nous verrons alors clairement que ces derniers montrent chacun
une dynamique proche de celle de l’intermittence de phase décrite dans le cas du jet excité.
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Chapter 4

Analyse des phénomènes par la

dynamique symbolique

Résumé

La dynamique d’intermittence de phase mise en évidence au chapitre précédent
pour différents régimes de fonctionnement du jet est caractérisée grce à l’élaboration
d’une dynamique symbolique probabiliste. Ainsi, après avoir montré l’intérêt
d’une telle étude dans différents cas théoriques, cet outil nous permet de différencier
les différentes situations de rupture en gouttes rencontrées dans les expériences
menées au cours de cette thèse. Il permet notamment de statuer sur la nature
déterministe ou, dans le cas contraire, sur le caractère stochastique de la dy-
namique. Des conclusions sur l’influence du profil des vitesses sur la rupture en
gouttes sont finalement données sur cette base, en attribuant au jet turbulent
une dynamique stochastique contrairement aux autres jets étudiés.

4.1 Introduction

Aux chapitres 2 et 3, nous avons utilisé une orbite périodique pour caractériser le régime
dynamique du jet à une distance donnée de la buse. Ceci repose sur la mise en évidence
par G.W. Hill [1] qu’une orbite périodique est une première approximation de la trajec-
toire réelle. Si G. Hill obtint ses résultats dans le cadre du problème restreint des trois
corps, H. Poincaré généralise ce résultat à tout système d’équations différentielles et montre
que, étant donné une solution périodique, une solution quelconque passera aussi près que
l’on veut de cette solution périodique et y reviendra une infinité de fois [2]. Ces solutions
périodiques sont maintenant vues comme le squelette d’un attracteur chaotique sur lequel se
développe la trajectoire d’un système donné [3]. Précisons que la dynamique doit présenter
un certain nombre de caractéristiques pour être qualifiée de chaotique (déterminisme, sen-
sibilité aux conditions initiales, propriétés de récurrence... ): de ce qui précède, nous
ne pouvons encore affirmer que les processus d’atomisation sont associés à une telle dy-
namique. Néanmoins, lorsqu’ils sont adaptés au problème étudié, les concepts de la théorie
des systèmes dynamiques non linéaires peuvent être utilisés avec profit pour l’analyse de
processus complexes, comme nous allons le voir.

167
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Le concept qui va se trouver au cœur de ce chapitre est celui de dynamique symbolique:
c’est une description de l’évolution temporelle du système à l’aide de symboles associés à
différentes régions de l’attracteur. Toute la difficulté résulte dans le choix de la partition
de l’attracteur, partition réalisée, en théorie, sur des critères topologiques. Comme nous
le verrons, lorsque la dynamique est trop complexe, la partition ne peut être réalisée sur
ces critères et une partition de nature statistique est utilisée: cette description doit être
introduite lorsque le volume borné de l’espace des phases visité n’est plus associé à un
attracteur chaotique, mais à des portraits de phases dont la structure est perturbée par
des contraintes extérieures telles que du bruit, des forçages. Les portraits de phases sont
alors caractérisés par des applications de premier retour sans structure nette et offrant
une apparence plus ou moins marquée de nuage de points, un peu comme ceux rencontrés
lors de l’étude de processus d’atomisation. De manière à bien préciser les limites de cette
dynamique symbolique construite sur des critères statistiques, nous commencerons par
introduire le concept sur des cas théoriques simples. Après avoir dégagé les difficultés
rencontrées lors de l’utilisation d’une telle description pour l’analyse de dynamiques plus
compliquées, nous verrons quelle est la nature de l’information donnée par une dynamique
symbolique construite sur une partition d’équiprobabilité. Les processus d’atomisation
seront ensuite analysés à l’aide de cette méthode.

4.2 Dynamique symbolique

4.2.1 Cas unimodal

Le concept de dynamique symbolique va être introduit à partir d’un exemple très simple de
dynamique chaotique généré par la fonction logistique, prototype de nombreuses études sur
les systèmes dynamiques non linéaires. Cette fonction résulte des travaux sur la croissance
des populations par un mathématicien belge, Pierre Franccois Verhulst (1804 − 1849), qui
greffe sur l’idée de croissance exponentielle introduite par Thomas Malthus (1766− 1834),
la notion de facteurs inhibiteurs 1: il obtient ainsi un modèle simple selon lequel le taux
de croissance dépend de la population. Ce modèle s’écrit en langage mathématique:

xn+1 = µxn(1 − xn) = fµ(xn) (4.1)

où xn est la population à la nème année et µ le taux de croissance de la population étudiée.
Cette fonction est définie pour xn ∈ [0; 1] et µ ∈ [0; 4]. Pour certaines valeurs du paramètre
de contrôle µ, l’évolution de la population xn est de nature chaotique. Par exemple, pour
µ = 3.8, la fonction logistique génère un comportmement chaotique (fig. 4.1). Précisons
que la fonction logistique peut être vue comme une application de premier retour à une
section de Poincaré d’un flot. En 1976, R.M. May [4] met en évidence l’existence d’orbites
périodiques au sein d’un tel régime chaotique. De manière à identifier celles-ci, il utilise
une dynamique symbolique, c’est à dire qu’à une trajectoire représentée par une suite de
valeurs xn caractérisant l’évolution de la population

x0, x1, x2, ... xn ...

1Cette notion est à rapprocher de celle de rétroaction dont nous avons déjà parlé dans le premier chapitre,
à propos des intermittences dans un jet d’air, §1.4.2.
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où x0 représente la condition initiale, il associe une suite de symboles

σ0, σ1, σ2, ... σn ...

définis de la faccon suivante:

σn =

∣
∣
∣
∣

0 si xn < xc

1 si xn > xc
(4.2)

où xc est le point critique assurant la partition de l’intervalle invariant Iµ visité par la
trajectoire {xn} en deux régions. Nous parlons d’intervalle invariant dans la mesure où
Iµ correspond à l’intervalle visité par le comportement asymptotique de la trajectoire,
le régime transitoire n’étant pas considéré dans le cadre de cette étude. Précisons que
ce régime transitoire correspond, par exemple, à la mise en régime stationnaire d’une
expérience thermique. Dans le cas de la fonction logistique, le point critique xc est défini
par le maximum de la fonction qui est ici égal à 1/2 quelle que soit la valeur de µ. La
dynamique est dite unimodale car elle n’est associée qu’à un unique point critique. La
trajectoire chaotique est ainsi représentée par une suite de 0 et de 1. On peut montrer que
cette partition distingue deux comportements dont la topologie diffère.

0.0 0.5 1.0
xn 

0.0

0.5

1.0

xn+1 

1cx0

Figure 4.1: Comportement chaotique généré par la fonction logistique pour µ = 3.8.

Pour cela, prenons deux points A et B, de l’intervalle Iµ inscrits sur la branche croissante
(x < xc) tels que xA < xB (fig. 4.2.a). Sous l’action de fµ, les points images, A′ et B′,
sont tels que xA′ < xB′ : l’ordre relatif des points de la branche croissante est préservé sous
une itération de fµ (fig. 4.2.b). Prenons maintenant deux points, C et D, localisés sur la
branche décroissante tels que xC < xD (fig. 4.2.c). Sous l’action de fµ, les points images,
C ′ et D′, sont tels que xC′ > xD′ : l’ordre relatif des points de la branche décroissante est
renversé sous une itération de fµ (fig. 4.2.d) Afin de faciliter l’utilisation de la dynamique
symbolique, nous associerons un entier pair à la branche croissante (préservant l’ordre)
et un entier impair à la branche décroissante (renversant l’ordre): à deux symboles, nous
avons ainsi 0 pour la branche croissante et 1 pour la branche décroissante.

Toute trajectoire issue d’une condition initiale x0 et représentée par la suite de points

x0, x1, x2, ... xn ...
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A B
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A’ B’

µf

µf

µf
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B
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(a) Branche croissante (b) Ordre préservé

C

D

D’

C’
D’ C’

C D

(d) Ordre renversé(c) Branche décroissante

Figure 4.2: Propriétés topologiques associées aux deux branches de la fonction logistique.

est codée par une séquence S de symboles choisis sur l’ensemble Σ2 = {0; 1} telle que

S = σ0 σ1 σ2 ... σn ...

La partition de l’ensemble invariant Iµ est dite générique lorsqu’à toute séquence
S de symboles correspond une et une seule trajectoire sur l’ensemble invariant Iµ, et
réciproquement. Les points xn d’une trajectoire sont localisés selon un certain ordre sur
l’intervalle Iµ; celui-ci peut être déterminé directement à partir des séquences symboliques
selon l’ordre unimodal [5, 6, 7] ou, de manière plus générale, selon l’ordre d’implication ≺I .
La relation d’ordre ≺I sur l’ensemble de symboles Σ2 est définie comme suit.

• Définition: Soit l’ordre naturel 0 < 1 sur Σ2. Soient deux séquences symboliques

S1 = σ1 σ2 ... σk σk+1 ...

et

S2 = τ1 τ2 ... τk τk+1 ...

définies sur Σ2.

Supposons que σi = τi pour tout i < k et que σk 6= τk. Alors S∗ = σ1 σ2 ... σk−1 =
τ1 τ2 ... τk−1 est la partie commune aux deux séquences S1 et S2. Les deux séquences

sont ordonnées selon la parité de S∗ définie comme la parité de la somme
k−1∑

i=1

σi:
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





S1 ≺I S2 si S∗ est paire et σk < τk

S1 ≺I S2 si S∗ est impaire et τk < σk

S2 ≺I S1 si S∗ est impaire et σk < τk

S2 ≺I S1 si S∗ est paire et τk < σk

(4.3)

Lorsque les séquences S1 et S2 ne présentent aucune partie commune, S∗ est con-
sidérée comme étant paire. Lorsque S2 ≺I S1, on dit que la séquence S1 implique la
séquence S2.

L’équivalence entre l’ordre unimodal sur l’ensemble des séquences symboliques et l’ordre
naturel sur les coordonnées xn de l’intervalle invariant Iµ impose que, quelles que soient
les séquences S1 et S2 associées à deux points distincts x1 et x2 appartenant à l’intevalle
Iµ,

x1 < x2 ⇐⇒ S1 ≺I S2 .

On peut montrer qu’au sein de l’intervalle Iµ, il peut exister des orbites périodiques
vérifiant

xn+p = fp
µ(xn) = xn pour des p ∈ IN.

La trajectoire décrite par l’ensemble des points {xi}n+p
i=n est une orbite ξ de période p.

Chacun des points xi tels que i ∈ [n, n + p] est un point périodique de l’orbite ξ. A chacun
de ces points périodiques, il peut être associé une séquence de p symboles {σi}n+p

i=n . Puisque
l’orbite ξ est de période p, les p premiers symboles sont donc suffisants pour identifier les
points périodiques. Ainsi, à chaque point périodique xi de l’orbite ξ représentée par

x1x2... xi ... xp

correspond une permutation circulaire de la séquence

S1 = σ1σ2 ... σi ... σp

qui code le point périodique xi de l’orbite ξ. Si l’on classe les p permutations circulaires
de S1 selon l’ordre d’implication ≺I , la séquence Si = σiσi+1 ... σp σ1 ... σi−1 qui implique
toutes les autres, soit

Sj ≺I Si ∀j ∈ [1, p] | j 6= i

est la séquence du point périodique dont l’existence implique celle de l’orbite. Aussi, l’orbite
ξ sera désignée par cette séquence Si qui sera désormais notée (Sξ) et appelée séquence
orbitale.

Une seconde relation d’ordre peut être définie: elle agit sur les séquences orbitales et est
notée ≺F : elle se construit comme la relation d’ordre d’implication ≺I . Si deux orbites ξ
et ζ sont telles que leurs séquences orbitales respectives Sξ et Sζ vérifient l’ordre Sξ ≺F Sζ ,
on dit que l’existence de l’orbite ζ force l’existence de l’orbite ξ (Table 4.1). Un régime
chaotique se développant au voisinage d’un squelette d’orbites périodiques, la population
d’orbites périodiques peut être caractérisée, dans le cas d’une application unimodale, par
une seule orbite périodique: en effet, les applications unimodales à maximum différentiables
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sont des éléments d’une classe d’équivalence selon laquelle l’évolution de leur population
d’orbites périodiques au sein de l’intervalle invariant Iµ vérifie l’ordre de forçage ≺F lorsque
l’intervalle Iµ crot sous une variation du paramètre de contrôle µ. Dans ce cas, la dernière
orbite périodique créée force l’existence de toutes les autres selon l’ordre ≺F . Cette orbite
périodique particulière est appelée orbite principale à laquelle correspond une séquence
orbitale notée (S) qui est telle que

Sξ ≺F (S)

où ξ décrit l’ensemble des orbites périodiques présentes au sein de l’intervalle invariant
Iµ, l’orbite principale exceptée. On peut montrer que l’orbite principale correspond à une
trajectoire issue du point critique xc, c’est à dire que l’orbite principale est représentée par
la suite {xi}p

i=1 telle que
xi = f i

µ(xc) .

Ces propriétés permettent une analyse très fine et très rapide de la population d’orbites
périodiques pour toute dynamique unimodale dotée d’un maximum différentiable. Prenons
l’exemple de la population d’orbites périodiques de la fonction logistique pour µ = 3.7.
Tout d’abord nous devons préciser que la dernière orbite périodique à être créée est
nécessairement stable [8]: de ce fait, une trajectoire quelconque visitera plus souvent cette
dernière orbite périodique que l’ensemble de toutes les autres. L’orbite principale, si sa
période n’est pas trop élevée, sera identifiée à l’aide d’une probabilité de visite de l’intervalle
Iµ, encore appelée densité invariante naturelle [9], notée ρ(x). Elle indique la fréquence
de visite d’un intervalle élémentaire δI de l’intervalle invariant Iµ: elle se présente sous
la forme d’un histogramme. Les pics de densité qui peuvent apparatre correspondent à
la localisation des différents points périodiques de l’orbite principale. Dans le cas étudié
ici (fig. 4.3), la séquence principale est (1011111). L’ordre de forçage permet alors de
définir l’ensemble de la population d’orbites périodiques (en repérant par exemple l’orbite
(1011111) dans la table 4.1).

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
xn

0

1

2
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1

1
1

1
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1
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Figure 4.3: Densité naturelle invariante de la fonction logistique pour µ = 3.7. La séquence
principale est (1011111). Au desuus de point critique d’abscisse (0.5), les maxima sont
codés 1. En dessous, ils sont codés 0 (il n’y en a qu’un ici). Les maxima permettent alors
de retrouver la séquence de l’orbite principale.

La dynamique symbolique permet ainsi une description très fine de l’évolution d’une
dynamique en fonction d’un paramètre de contrôle.
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(S) (S)

1 1001 111
10 1001 11

1011 1001 10
1011 10 1001 101
1011 11 1001 100
1011 111 1001
1011 110 1000
1011 1 1000 100
1011 0 1000 101

1011 010 1000 10
1011 011 1000 11

101 1000 111
100 1000 110

1001 01 1000 1
1001 011 1000 0
1001 010 1000 01
1001 0 1000 00
1001 1 1000 001

1001 110 1000 000

Table 4.1: Ordre de forçage des orbites périodiques de période inférieure à 6 pour une
dynamique unimodale à maximum différentiable.

4.2.2 Cas bimodal

Le concept de dynamique symbolique peut être généralisé à plusieurs symboles. Toutefois,
si l’ordre d’implication ≺I ne présente pas de difficultés à généraliser, l’ordre de forçage
≺F n’a plus grand intérêt car il ne présente plus le caractère universel rencontré dans le
cas unimodal. En effet, s’il n’y a qu’une manière pour générer un repliement ”continu”
(fig. 4.4.a), il existe plusieurs configurations permettant d’en générer deux (fig. 4.4.b) [10].
Nous pouvons déjà supposer au moins deux ordres naturels tels que

0 < 1 < 2 et 1 < 0 < 1 .

Dans le premier cas, l’application de premier retour présente deux branches croissantes et
une décroissante alors que dans le second, l’application est constituée de deux branches
décroissantes et une croissante. Nous rappelons que de manière à identifier la parité des
symboles aux propriétés topologiques des différentes branches, un symbole pair est as-
socié à une branche croissante qui préserve l’ordre des points et un symbole impair à une
branche décroissante qui le renverse. De plus, le caractère générique de l’ordre de forçage
≺F dans le cas unimodal n’est plus opérant ici puisque deux points critiques sont im-
pliqués dans la fonction gµ et, par conséquent, deux séquences principales respectivement
associées à chacun de ces points critiques sont nécessaires pour définir complètement la
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population d’orbites périodiques [11]. A la différence du comportement de la fonction lo-
gistique, les applications multimodales peuvent générer des effets concomittants de création
et d’annihilation d’orbites périodiques [12, 13, 14]; l’évolution de la dynamique n’est plus
monotone en fonction du paramètre de contrôle et est, de fait, qualifiée d’anti-monotone.
Si la dynamique symbolique perd son pouvoir prédictif, elle préserve toutefois son pouvoir
descriptif comme nous allons le montrer.

1

0

1

unique à un plis.
(a) Configuration

1

2

0

1

0 1

1

0

2

1

0

(b) Différentes configurations possibles à deux plis.

Figure 4.4: Il existe une unique configuration à un pli continu alors qu’il en existe plusieurs
lorsque deux plis sont impliqués.

Nous choisissons l’application cubique antisymétrique proposée par R.M. May [15]:
cette application est de la forme

xn+1 = µx3
n + (1 − µ)xn = gµ(xn) (4.4)

Elle est équivariante puisque gµ(−xn) = −xn+1. En d’autres termes, si un point xn

appartient à une solution périodique, −xn aussi. L’application cubique possède deux points
critiques tels que

x± = ±
√

µ − 1

3µ

respectivement noté C et C (fig. 4.5).
La dynamique symbolique sera telle que

σn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 si xn < x−

1 si x− < xn < x+

2 si xn > x+

(4.5)

L’ordre d’implication se construit à partir de l’ordre naturel 0 < 1 < 2 et la comparai-
son entre les différentes séquences symboliques se fait suivant des règles identiques à celles
utilisées pour construire l’ordre d’implication ≺I dans le cas unimodal. La différence essen-
tielle réside dans le fait que la séquence orbitale n’est pas déterminée de la même manière
suivant que l’orbite apparat par le point critique C ou C. Lorsqu’elle est associée au point
critique C, la séquence orbitale est la permutation circulaire Si des p permutations possibles
qui vérifie:

Sj ≺I Si ∀j ∈ [1, p] | j 6= i (4.6)

A l’inverse, une orbite périodique créée par le point critique C aura une séquence orbitale
qui vérifie

Si ≺I Sj ∀j ∈ [1, p] | j 6= i (4.7)
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Figure 4.5: Comportement chaotique généré par la fonction cubique pour µ = 3.9999

Il y a ainsi deux types d’orbites périodiques:

• une orbite est induite par un unique point critique et elle est nécessairement associée
à une seconde orbite induite par le second point critique qui est alors la symétrique de
la première. De telles orbites sont asymétriques et apparaissent par paires: les deux
orbites ζ et ξ de la paire ont alors des séquences orbitales conjuguées, c’est à dire que
Sξ = C(Sζ) et Sζ = C(Sξ) où C(S) désigne la relation de conjugaison suivante:







C(0) = 2
C(1) = 1
C(2) = 0

Ainsi, le couple (22210) − (00012) désigne bien une paire d’orbites asymétriques
puisque C(22210) = (00012).

• une orbite est induite par les deux points critiques, c’est à dire qu’une orbite de
période 2p vérifie:

f2p
µ (xC) = xC = fp

µ(xC)

pour une valeur de µ correspondant à la bifurcation générant l’orbite considérée. Une
telle orbite est symétrique. Ces orbites symétriques apparaissent alors seules et ont
une séquence orbitale telle que C(S) = S. De plus, les points périodiques doivent
être répartis dans l’application de manière symétrique par rapport au point invariant
par la symétrie centrale. Ces orbites sont donc nécessairement de période paire et
constituées de deux sous-séquences S1 et S2 telles que C(S1) = S2. L’orbite de
période 4 dont la séquence orbitale est (2101) est donc une orbite symétrique puisque
C(2101) = 0121: la conjuguée de l’orbite 2101 est elle-même (sous une permutation
circulaire). Etant donné que le classement des séquences symboliques se fait de la
manière suivante: 0121 ≺I 1210 ≺I 1012 ≺I 2101 la séquence S = 2101 est la
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séquence orbitale associée au point critique C alors que la séquence C(S) = 0121 est
la séquence orbitale de cette orbite associée au point critique C. Après leur création,
ces orbites se déstabilisent par bifurcation fourche et non par une bifurcation de
doublement de période comme c’est le cas pour les orbites asymétriques.

Suivant le point critique impliqué, la séquence orbitale commence par un 0 ou un 2.
Dans le cas très particuler des applications antisymétriques, la relation de conjugaison entre
les deux séquences orbitales associées aux points critiques C et C permet de prédire l’ordre
de forçage à partir de l’ordre d’implication ≺I . Il suffit pour cela de considérer les orbites
dont les séquences orbitales commencent par un 2, dériver l’ordre de forçage des orbites et
transcrire les séquences conjuguées. L’ordre de forçage est reporté table 4.2 pour les orbites
stables de période inférieure à 7; les valeurs du paramètre de contrôle pour lesquelles une
fenêtre périodique apparâıt sont celles calculées par Bai-Lin Hao [6].

Parmi les orbites périodiques stables reportées dans la table 4.2, seules quelques unes
sont créées par un doublement de période: dans ce cas, elles proviennent de la déstabilisation
des orbites de période moitié qui les précèdent dans le tableau. Elles sont repérées par un
D. Celles qui sont repérées par un F sont engendrées par une bifurcation fourche. Toutes
les autres sont engendrées par une bifurcation nœud-col exceptée les orbites symétriques.
Lorsqu’une bifurcation nœud-col est impliquée, seule l’orbite périodique stable de la paire
est reportée: l’orbite instable peut toutefois être obtenue à partir de l’orbite stable de la
manière suivante. Dans le cas où la séquence orbitale de l’orbite stable commence par
le symbole 2, elle est engendrée par le point critique C séparant les banches 1 et 2. Si
cette orbite stable de période p a pour dernier symbole un 1, alors l’orbite instable a pour
séquence symbolique SI = S∗0, où S∗ désigne la partie commune des (p − 1) premiers
symboles entre la séquence orbitale SS de l’orbite stable et SI . Réciproquement, SI = S∗1
si SS = S∗0. Il reste alors à conjuguer les séquences pour obtenir la seconde orbite de la
paire d’orbites symétriques. Par exemple,
nous avons:

(220120)

(220121)

-

conjugaison

(002102)

(002101)

On vérifie bien que la séquence SS est impaire et que la séquence SI est paire comme cela
doit être le cas pour une bifurcation nœud-col [8].

Cet exemple nous a permis de nous familiariser avec les applications symétriques et une
dynamique symbolique à 3 éléments. Néanmoins, il constitue un cas d’école et il y a peu
de chances de rencontrer un système d’équations différentielles ordinaires qui vérifierait de
telles propriétés. Un exemple classique comme le système de Lorenz, ne répond pas à de
telles propriétés; le système moins connu de Burke et Shaw [17] non plus. En effet, ce
dernier, s’il se caractérise par un champ de vecteurs équivariant, c’est à dire que le système
est globalement invariant sous une symétrie, ici une rotation Rz(π) par rapport à l’axe Oz,
son application de premier retour ne présente pas les propriétés d’antisymétrie observées
sur l’application cubique antisymétrique (4.4). Les équations du système de Burke et Shaw
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S − C(S) µ S − C(S) µ

(20) 2.5 (221)-(001) 3.9249907

(21)-(01)F 3.1213203 (221220)-(001002)D 3.9254576

(2120)-(0102)D 3.2628786 (222211)-(001011) 3.9350271

(212020)-(010202) 3.3340241 (22120)-(00102) 3.9409044

(212010) 3.345315558 (221200)-(001022) 3.9464110

(211010)-(011212)F 3.4632834 (221101)-(001121) 3.9504721

(211021)-(011201) 3.5282272 (22111)-(00111) 3.9553274

(2110)-(0112) 3.5480858 (221110)-(001112) 3.9597015

(211120)-(011102) 3.5659880 (221121)-(001101) 3.9637898

(211111)-(011111) 3.5911819 (2210)-(0012) 3.9675403

(21110)-(01112) 3.6150319 (221020)-(001202) 3.9710914

(21121)-(01101) 3.6662070 (221011)-(001211) 3.9745198

(210)-(012) 3.7003155 (22100)-(00122) 3.9777816

(210211)-(012011)D 3.7029894 (221001) 3.981797395

(21020)-(01202) 3.7339407 (222001)-(000221)F 3.9818990

(21011)-(01211) 3.7753839 (22201)-(00021) 3.9854885

(210110)-(012112) 3.7909088 (222010)-(000212) 3.9878905

(210120)-(012102) 3.8073689 (222021)-(000201) 3.9900272

(2101) 3.830811514 (2221)-(0001) 3.9919300

(2210)-(0012)F 3.8398944 (222120)-(000102) 3.9936280

(220120)-(002102) 3.8610860 (222111)-(000111) 3.9951295

(220111)-(002111) 3.8734615 (22210)-(00012) 3.9964269

(22010)-(00212) 3.8835860 (222100)-(000122) 3.9975231

(220100)-(002122) 3.8933550 (222201)-(000021) 3.9984117

(220201)-(002021) 3.8982992 (22221)-(00001) 3.9991078

(22021)-(00201) 3.9069063 (222210)-(000012) 3.9996037

(220210)-(002012) 3.9144901 (222221)-(000001) 3.9999009

Table 4.2: Ordre de forçage des orbites de période inférieure à 7 pour l’application cubique
antisymétrique. La lettre D identifie les orbites apparues par doublement de période et la
lettre F celles apparues par bifurcation fourche.
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sont de la forme:






ẋ = −S(x + y)

ẏ = −Sxz − y

ż = Sxy + V

(4.8)

où (S, V ) sont les paramètres de contrôle. Dans ce travail, S = 10.0 et le paramètre V
varie dans l’intevalle [3.0; 4.2719]. Pour cette dernière valeur, un attracteur complètement
symétrique est généré (fig. 4.6).
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Figure 4.6: Attracteur symétrique
généré par le système de Burke et
Shaw. (S, V ) = (10, 4.2719).
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Figure 4.7: Application de premier
retour à une section de Poincaré de
l’attracteur généré par le système de
Burke et Shaw.

Une application de premier retour à une section de Poincaré présente 4 branches mono-
tones. Sur ce système, l’évolution de la population d’orbites périodiques ne peut être di-
rectement prédite à partir de l’ordre d’implication construit sur l’ensemble Σ4 = {1, 0, 1, 2}
[11]. Nous observons, pour V =∈ [2.831; 3.629], deux cascades simultanées de double-
ments de périodes, l’une étant symétrique de l’autre sous la rotation Rz(π). Ensuite deux
attracteurs chaotiques, caractérisés par une application de premier retour unimodale, co-
existent jusqu’à une crise frontalière survenant pour V = 3.8115; les deux attracteurs
fusionnent à travers une bifurcation fourche (inverse) pour fournir un unique attracteur
symétrique. P. Dutertre a montré qu’au delà de cette valeur de V , l’évolution de la popu-
lation d’orbites périodiques ne peut plus être prédite par une dynamique symbolique à 4
symboles [11] et les propriétés de symétrie du flot doivent être utilisées [18]. L’évolution de
la population d’orbites périodiques est reportée dans la table 4.3 où l’écart à l’antisymétrie
est clairement observé.

Si la dynamique symbolique ne permet plus de prédire l’évolution de la population
d’orbites périodiques, elle autorise toutefois une description fine du diagramme de bifurca-
tions. En d’autres termes, face à un système multimodal pour lequel l’ordre de forçage ne
correspond plus à l’évolution de la population d’orbites périodiques, la dynamique symbol-
ique garde sa capacité à décrire les phénomènes mais perd son caractère prédictif.
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(W )c2 (W )c1̄ Cj
(W )Ci

(W )c1 (W )c2 (W )c1̄ Cj
(W )Ci

(W )c1

0
1̄

0
1 1̄21̄11̄

0 21201
0

1̄0 10 1̄21̄11
2 2121̄0

1

1̄01̄1̄ 1011 1̄21̄02
1 2111̄1

0

1̄01̄1̄1̄
0 10111

0 1̄21̄00
1̄

21100
1

1̄01̄
0 101

0 1̄21̄0
1̄

2110
1

1̄001̄0
1̄

10010
1 1̄21̄1̄1̄

0 21111
0

1̄001̄
0 1001

0 1̄21̄1̄1
2 21120

1

1̄0001̄
0 10001

0 1̄21̄
0 211

0

C1̄
(1̄00

11
0
1̄
)C1

1̄201̄2
1 21021

0

1̄0110 11̄1̄00 1̄201̄0
1̄

21010
1

1̄0100
1̄

11̄000
1 1̄201̄

0 2101
0

1̄010
1̄

11̄00
1 1̄2001̄

0 21001
0

1̄011̄1̄
0 11̄011

0 1̄2001
2 2101̄0

1

C1
(1̄0

1
1
2)C2

1̄2012
1 211̄1̄1

0

1̄11 21̄0 1̄2010
1̄

211̄00
1

1̄111̄0
1̄

21̄010
1 1̄201

2 211̄0
1

1̄111̄
0 21̄01

0 1̄2021̄
0 211̄11

0

1̄1101̄
0 21̄001

0 C1
(1̄20

12
1
2)C2

1̄1101
2 21̄01̄0

1 1̄2121 221̄20
1̄1112

1 21̄1̄1̄1
0 1̄2120

1̄
221̄10

1

1̄1110
1̄

21̄1̄00
1 1̄212

1 221̄1
0

1̄111
2 21̄1̄0

1 1̄2111̄
0 221̄01

0

C1̄
(1̄11

02
1̄
0)C1

1̄2111
2 221̄1̄0

1

1̄1021 201̄11 1̄2102
1 2201̄1

0

1̄102
1 201̄1

0 1̄2100
1̄

22000
1

1̄1011̄
0 201̄01

0 1̄210
1̄

2200
1

1̄1011
2 201̄1̄0

1 1̄211̄1̄
0 22011

0

1̄1002
1 2001̄1

0 1̄211̄1
2 22020

1

1̄1000
1̄

20000
1 1̄21

2 220
1

1̄100
1̄

2000
1 1̄221̄2

1 22121
0

1̄101̄1̄
0 20011

0 1̄221̄0
1̄

22110
1

1̄10
1̄

200
1 1̄221̄

0 2211
0

1̄11̄1̄0
1̄

20110
1 1̄2201̄

0 22101
0

1̄11̄1̄
0 2011

0 1̄2201
2 2211̄0

1

1̄11̄01̄
0 20101

0 1̄2212
1 2221̄1

0

1̄11̄01
2 2011̄0

1 1̄2210
1̄

22200
1

1̄11̄12
1 2021̄1

0 1̄221
2 2220

1

1̄11̄10
1̄

20200
1 1̄2221̄

0 22211
0

1̄1
2 20

1 1̄2221
2 22220

1

1̄21̄1 2120

Table 4.3: Evolution de la population d’orbites périodiques (période inférieure à 6) du
système de Burke et Shaw pour V ∈ [3; 4.2719]. Ici, les paires d’orbites périodiques en-
gendrées par une bifurcation nœud-col sont notées à l’aide d’exposant et d’indice: par
exemple, le couple 101

0 correspond à la paire (101) − (100) où (101) est l’orbite stable et
l’orbite (100) est instable.
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4.2.3 Cas faiblement dissipatif et 2D

Les trois cas étudiés précédemment se présentent comme des applications discrètes associées
à des dynamiques très dissipatives et unidimensionnelles. Comme rien ne nous permet
d’affirmer que les processus d’atomisation vérifient ces propriétés, nous devons envisager le
cas de dynamiques plus complexes, c’est à dire moyennement dissipatives et de plus grande
dimension. Nous présenterons la nature des problèmes qui peuvent être rencontrés lors
de l’étude de telles dynamiques dans le cas d’applications discrètes bidimensionnelles et
moyennement dissipatives.

Le premier cas choisi correspond au système de Hénon initialement proposé par M.
Hénon et Y. Pomeau [19] qui s’écrit:

{

xn+1 = byn

yn+1 = 1 + xn − ay2
n

(4.9)

où a et b sont deux paramètres de contrôle. Le paramètre b correspond au taux de dissi-
pation du système: il est choisi inférieur à 1 pour assurer une contraction du volume dans
l’espace des phases sous une itération. Pour (a, b) = (1.4, 0.3), le système de Hénon génère
un comportement chaotique (fig. 4.8.a). Lorsque le paramètre b est choisi très petit, le
système est très dissipatif et se ramène à un système équivalent à la fonction logistique.

Dans la situation faiblement dissipative, nous constatons aisément que l’application ne
présente pas un unique maximum différentiable: la première difficulté se rencontre donc
lors de la définition de la partition génératrice nécessaire à la construction d’une dynamique
symbolique. P. Grassberger, H. Kantz et U. Moenig [20] ont montré qu’une telle partition
doit passer par tous les points de tangence entre les variétés stable et instable. L’obtention
de cette partition peut nécessiter la connaissance des équations de l’application afin de
les inverser pour le calcul des variétés stables: face à une situation expérimentale, nous
concevons que ceci est hors d’atteinte, d’autant plus que la présence inévitable de bruit aura
tendance à diffuser les structures et à rendre incertaine la partition. Néanmoins, M. Lefranc
et al. ont récemment proposé une technique itérative par approximations successives qui
permet la définition de la partition génératrice à partir de données expérimentales générées
par un système laser faiblement dissipatif [21, 22]. De plus, comme lors d’une étude pratique
seules les orbites de faible période sont prises en compte, une certaine erreur sur la partition
génératrice n’affecte pas l’analyse [23].

Une seconde difficulté survient face à des données expérimentales: le portrait de phase
est parfaitement décrit dans l’espace des phases de dimension m, défini par l’ensemble des
variables dynamiques nécessaire à la description de l’état du système. Pratiquement, la
connaissance des m variables dynamiques est inaccessible à la mesure. A titre d’exemple,
il n’est pas évident de fournir une estimation de la dimension m du système gouvernant les
processus d’atomisation... De toutes faccons, dans le cadre du montage expérimental ici
étudié, seul l’enregistrement de l’évolution temporelle d’une seule variable, le diamètre du
jet, peut être effectuée. Aussi, nous devons faire appel à une technique de reconstruction
de l’espace des états afin de bénéficier d’une représentation de l’espace des phases. Si, dans
le cas du système de Hénon, l’application peut être facilement reconstruite à partir d’une
seule de ces variables (fig. 4.8), il n’en est pas de même pour toute application faiblement
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dissipative à l’exemple de l’application Ikeda [24] dont les équations s’écrivent:

{
xn+1 = 1 + 0.7 (xn cos τn − yn sin τn)

yn+1 = 0.7 (xn sin τn + yn cos τn) (4.10)

où τn = 0.4 − 6.0

1 + x2
n + y2

n

En utilisant les coordonnées décalées (xn, xn+1), l’application reconstruite présente
clairement des auto-intersections; un même état présent est associé à deux états futurs
distincts: en ce point, le principe du déterminisme n’est pas préservé lors de la procédure
de reconstruction. La procédure de reconstruction peut être perccue comme agissant en
deux étapes: partant de l’espace des phases original R

m, une mesure de la variable {xn}
est réalisée impliquant une projection sur R

1; c’est la première étape au cours de laque-
lle l’identification de deux points distincts peut survenir. La seconde étape est associée au
processus de reconstruction en lui-même qui transforme l’espace de mesure R

1 en un espace
R

d à partir des coordonnées décalées ou dérivées (ou en utilisant la méthode de SVD 2). Si
un théorème dû à F. Takens [26] nous assure d’une équivalence (difféomorphique) entre les
portraits de phase original (dans R

m) et reconstruit (dans R
d) pour une dimension d suff-

isamment grande, nous ne devons pas oublier que la validité de ce théorème repose sur la
fonction de mesure s qui doit préserver toutes les propriétés dynamiques du système. D’un
point de vue géométrique, la projection de R

m sur R
1 doit être telle que deux voisinages

distincts du portrait de phase ne soient pas identifiés.

Il apparâıt évident que dans le cas de l’application de Ikeda, une partition correcte
ne poura être obtenue, la dynamique n’étant pas observée sans altération. Une approche
plus générale de la dynamique symbolique doit alors être effectuée afin de contourner ces
difficultés. Malheureusement, les informations apportées seront moins fines.

4.2.4 Dynamique symbolique probabiliste

Nous le voyons, la dynamique symbolique est un concept puissant pour décrire les systèmes
dynamiques, mais elle nécessite certaines conditions qui ne sont pas toujours respectées par
les systèmes complexes du monde réel. Ainsi, il ne peut être question de proposer une par-
tition sur des ”critères topologiques” dans le cas de l’étude des processus d’atomisation.
Deux raisons essentielles peuvent être avancées. La première est la présence de bruit,
inévitable dans le contexte expérimental, qui diffuse les structures du portrait de phases
et rend peu lisible l’architecture de la dynamique. La seconde, plus spécifique au système
étudié, résulte ici du fait que la dynamique est très probablement identifiée à une intermit-
tence de phase pour laquelle les comportements sont plutôt complexes et peu étudiés en
termes de dynamique symbolique. Aussi, nous aurons recours à une approche reprenant
l’esprit de la dynamique symbolique - étudier des séquences de symboles pour mettre en
évidence des structures dynamiques - mais liée à une vision plus statistique, conséquence
inéluctable de notre incapacité à appréhender finement l’organisation dynamique des pro-
cessus d’atomisation. La méthode utilisée a été introduite par Tang et al. [27, 28] et

2”Singular Value Decomposition”: voir le numerical recipies [25].
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Système de Hénon Application de Ikeda
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Figure 4.8: Reconstruction d’applications discrètes à partir d’une de leurs variables dy-
namiques: nous ne sommes pas assurés de préserver les propriétés dynamiques du système.
Si le système de Hénon est correctement reconstruit, l’application de Ikeda présente des in-
tersections avec elle-même, détruisant localement la nature déterministe du système.

RI
m

RI
d

RI
1

Fonction de
Reconstructionmesure s

Figure 4.9: Les deux étapes de la reconstruction: la mesure assimilée à une projection de
R

m sur R et la reconstruction à proprement parler qui ”déplie” R sur R
d.
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utilisée par Daw et al. pour valider un modèle de combustion dans les moteurs à allumage
commandé [29].

Puisqu’il est impossible de définir une partition topologique des portraits de phases
reconstruits à partir de l’évolution du diamètre du jet, la partition est réalisée sur des con-
sidérations statistiques: si n symboles sont requis pour décrire la dynamique, on requiert
que la trajectoire visite de manière équiprobable les n régions de l’espace des phases. Par
souci de simplicité, les n symboles seront choisis dans l’ensemble Σn = {0, 1, ..., n − 1}.
Au sein d’une application de premier retour, les points ”critiques” sont donc localisés
par une recherche numérique des seuils sur les abscisses de l’application de premier re-
tour, définissant les zones équiprobables. Une fois la partition choisie, la trajectoire
représentative de l’évolution du système peut être codée par une châıne de symboles comme
dans le cas d’une dynamique symbolique rigoureuse.

Bien évidemment, l’analyse ne peut plus être réalisée en termes d’ordres d’implication
ou de forçage des orbites périodiques, mais seulement par une étude de la probabilité de ren-
contrer une séquence symbolique donnée. Afin de construire un histogramme, les séquences
symboliques de longueur p sur l’ensemble Σn sont ordonnées selon l’ordre naturel. Puisque
np séquences sont ainsi considérées, chaque séquence est associée à une ”coordonnée sym-
bolique” égale à sa position parmi les np séquences possibles. Ainsi, pour une dynamique
unimodale (n = 2) et des séquences de 6 symboles (p = 6), les 64 séquences sont placées
selon l’ordre reporté dans la table 4.4.

séquence Si coordonnée i

000 000 0
000 001 1
000 010 2
000 011 3
000 100 4

...
...

111 011 59
111 100 60
111 101 61
111 110 62
111 111 63

Table 4.4: Coordonnées symboliques des 26 séquences de 6 symboles sur Σ2. La coordonnée
est donnée par la valeur en base 10 du code symbolique (ici binaire) de l’orbite. Ainsi,
toute séquence Si (i≤32) est égale à C(S63−i) où C(1) = 0 et C(0) = 1.

Afin de bien comprendre quelle information nous apporte une telle dynamique symbol-
ique, nous choisissons d’étudier la fonction logistique pour quatre valeurs du paramètre de
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contrôle µ, respectivement associées aux séquences principales suivantes:






µ = 3.7 (1011110)

µ = 3.90 (1001010)

µ = 3.98 (100011)

µ = 3.9999 (1000001)

(4.11)

Pour µ = 3.7, nous constatons à l’aide de la table 4.1, qu’au sein des séquences sym-
boliques, une suite (00) ne peut être décrite par la trajectoire (fig. 4.10.a). De plus, un
simple examen des orbites périodiques forcées par la séquence principale révèle que les
suites (101010...) ne sont pas les plus probables.
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Figure 4.10: Configuration de la fonction logistique pour les différentes valeurs de µ
choisies. C est le point critique topologique et Cs est le point critique d’équiprobabilité
(binaire).

Utilisons maintenant une partition binaire équiprobable: en raison de la structure par-
ticulière de la fonction logistique pour cette valeur de µ = 3.7 (fig. 4.10.a), le point critique
CS est localisé près du point d’intersection entre la courbe décrite par fµ(x) et la bis-
sectrice. Ainsi, en description statistique, un 0 est presque nécessairement suivi d’un 1 et
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réciproquement. Les séquences 101010 et 010101 seront donc largement privilégiées comme
on peut le constater sur la figure 4.11, la majeure partie des autres étant de probabilité
nulle. Lorsque le paramètre µ est augmenté, le point critique CS se déplace au fur et
à mesure que la dynamique se développe: de nouvelles combinaisons de symboles sont
utilisées. L’histogramme s’enrichi aussi peu à peu.
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Figure 4.11: Histogramme de probabilité de présence des séquences à 6 symboles selon la
partition d’équiprobabilité. (100000 itérations sont considérées)

Ce résultat est conforme à ce qui était attendu: nous pouvons déjà constater que la
représentation de la dynamique symbolique probabiliste ne permet pas une description très
fine de la structure dynamique et que seules les grandes tendances peuvent être détectées.
En aucun cas, une bifurcation particulière ne peut être identifiée contrairement à ce qui
est annoncé par Daw et al. [29]. Au fur et à mesure que le paramètre µ est augmenté,
les histogrammes se développent au profit d’autres séquences possibles jusqu’à devenir
pratiquement plats pour µ = 3.9999.

Remarquons que pour cette valeur de µ, la dynamique symbolique ”topologique” est
quasiment complète (presque toutes les séquences sur Σ2 sont autorisées) et que le point cri-
tique ”topologique” et celui d’équiprobabilité sont pratiquement confondus. Puisque toutes
les séquences sont autorisées et équiprobables, la dynamique symbolique probabiliste n’est
pas capable de distinguer un comportement stochastique d’un comportement chaotique
unimodal! Néanmoins, cette situation ambigüe n’intervient que pour une faible plage du
paramètre de contrôle µ puisque pour µ = 3.98 la distinction est encore réalisée.

Toutefois cette incapacité résulte directement de l’adéquation entre la partition topologique
et la partition statistique ainsi que l’équiprobabilité des symboles dans les deux approches.
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Aussi, si une dynamique probabiliste à trois symboles est utilisée, la partition statistique
n’est plus confondue avec la partition topologique et le pouvoir discriminant de la dy-
namique symbolique est restauré (fig. 4.12). Ce comportement est aisément vérifié sur
l’application cubique antisymétrique mais pas pour l’application de premier retour à une
section de Poincaré de l’attracteur généré par le système de Burke et Shaw. Dans le cas
de l’application cubique antisymétrique, la dynamique symbolique à trois symboles est
complète pour µ = 3.9999. Si une partition statistique ternaire est utilisée, l’histogramme
est plat (fig. 4.13.a) alors qu’avec une partition à quatre symboles (ou éventuellement deux,
mais le résultat est moins net), la distinction est évidente. Nous ne pouvons pas en dire au-
tant pour la dynamique à quatre symboles de l’application de premier retour du système de
Burke et Shaw (fig. 4.13.b), pourtant proche de la complétude pour V = 4.2719. En effet,
la dynamique presque complète n’assure pas que l’application soit visitée symétriquement
pour chaque symbole. Nous pouvons nous en assurer en regardant la densité naturelle sur
cette application (fig. 4.14). Sur cette figure, la densité de probabilité de visite n’est pas
symétrique. En fait, le cas du système de Burke et shaw est particulier car la complétude
de la dynamique à quatre symboles côtoie une crise de frontière pour V = 4.272, au
niveau de laquelle d’autres branches apparaissent sur l’application de premier retour. Ainsi,
notre analyse ne peut tenir face à ce genre de comportement extrême vis-à-vis de l’un des
paramètres de contrôle. Par contre, si nous prenons une appplication de premier retour
à quatre symboles, similaire à celle considérée pour trois symboles, nous obtenons un
comportement identique à ce que prévoit notre analyse. Pour cela, nous utilisons donc
l’application quadratique dont l’équation est [6]:

xn+1 = −µx 4
n + µx 2

n − 1 = gµ(xn) (4.12)

La symétrie se traduit ici par: gµ(−xn) = xn+1. Elle est tracée sur la figure 4.15 et le
comportement en fonction du nombre de symboles par séquence devient à nouveau am-
biguë lorsque la dynamique est complète (µ = 8.00). Sur la figure 4.16, nous constatons
que l’ambigüıté est encore levée pour un nombre de symboles (5) d’une unité supérieur au
nombre de symboles de la dynamique symbolique topologique (ici 4). Lorsque cela est pos-
sible, nous prendrons donc la précaution d’utiliser une dynamique symbolique statistique
dont le nombre de symboles est supérieur au nombre de symboles imposés par la partition
topologique.

4.3 Analyse de la dynamique des jets

Nous allons maintenant construire une dynamique symbolique statistique directement à
partir des mesures réalisées sur les jets. Comme dans le chapitre précédent, les six points
de fonctionnement ici étudiés sont caractérisés par:
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Figure 4.12: Histogramme de probabilité de présence des séquences à 5 symboles selon
la partition d’équiprobabilité ternaire (n = 3). Bien que la dynamique symbolique soit
complète pour µ = 3.9999, seules quelques séquences sont identifiées: la dynamique
déterministe est bien distinguée d’un processus stochastique.

Liquide Vitesse débitante: V

eau 1.29 m.s−1

1.66 m.s−1

2.15 m.s−1

eau-glycérine (70%) 1.28 m.s−1

1.65 m.s−1

2.15 m.s−1

Les portraits de phase reconstruits ont déjà été présentés au chapitre précédent. La
construction de la dynamique symbolique se fait de la même manière en cherchant une
partition équiprobable sur les abscisses d’une application de premier retour, ou sur les
abscisses d’une section de Poincaré, ce qui revient au même. Puisque nous avons montré
qu’il pouvait être nécessaire d’utiliser plusieurs symboles, nous avons systématiquement
calculé les répartitions des séquences symboliques pour 2, 3 et 4 symboles, ceci afin de
lever éventuellement un doute quant à la présence d’une dynamique symbolique complète.

Parmi les six régimes étudiés, un se dégage nettement des cinq autres: il s’agit du
cas de l’eau pour une vitesse débitante de 2.15 m.s−1. Nous avions déjà distingué ce
régime au chapitre précédent comme ne présentant pas une intermittence de phase. Ce
régime est associé à des histogrammes quasiment plats jusqu’à la rupture en gouttes, et
ce, quel que soit le nombre de symboles retenus: les processus de croissance sont donc
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Figure 4.13: Histogramme de probabilités de présence pour l’application cubique anti-
symétrique et l’application de premier retour du système de Burke et Shaw. En présence
d’une dynamique symbolique complète, le caractère déterministe ne peut pas être mis en
évidence avec une dynamique symbolique statistique dont la partition concide avec la par-
tition topologique. Ce problème n’existe pas pour le système de Burke et Shaw puisque la
complétude côtoie une crise de frontière pour V = 4.271.
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Figure 4.14: Densité naturelle invariante pour l’application de Burke et Shaw pour V =
4.2719. Elle n’est pas symétrique malgré la proximité de la complétude de la dynamique
pour cette valeur du paramètre de contrôle.
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Figure 4.15: Comportement de la fonction quadratique pour µ = 8.00.
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Figure 4.16: Histogramme de probabilités de présence pour l’application quadratique
symétrique. Le comportement vis-à-vis du nombre de symboles dans la dynamique sym-
bolique statistique est encore une fois similaire à celui de l’aplication cubique et de la
fonction logistique: lorsque la dynamique symbolique topologique est complète, le caractère
déterministe ne peut pas être mis en évidence avec une dynamique symbolique statistique
dont la partition concide avec la partition topologique.
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de nature stochastique (fig. 4.17). A la rupture, c’est à dire au delà d’une distance à
la buse d’environ 32 mm, une légère prépondérance des séquences 010101 et 101010 se
développe: cette alternance marquée de 1 et de 0 est une signature d’une succession de
gouttes et de satellites comme nous le montrerons clairement plus tard. La présence de
pics dans l’histogramme s’atténue fortement lorsque quatre symboles sont considérés, ce
qui pourrait indiquer qu’une dynamique complète à quatre symboles serait effective... Ce
qui ressort clairement pour ce régime, c’est que la croissance des perturbations n’est pas
ordonnée par des séquences caractéristiques: nous ne pouvons pas faire l’hypothèse d’une
évolution déterministe dans ce cas. En outre, le jet d’eau à 2.15 m.s−1 est celui qui a le
plus grand nombre de Reynolds (environ 1300). C’est pourquoi la dynamique d’un tel jet
fait penser à un comportement turbulent. En fait, même si le nombre de Reynolds n’est
pas suffisant pour conclure directement à un écoulement se déstabilisant spontanément vers
la turbulence, une des caractéristiques de cet écoulement peut expliquer pourquoi il peut
néanmoins transiter vers ce type de comportement. En effet, dans le cas d’un écoulement
dans un tube, le Reynolds critique se situe approximativement à 2000 − 2200, mais ici,
même si la géométrie reste cylindrique et si les tailles caractéristiques restent identiques,
les contraintes pariétales subies par le liquide dans l’aiguille d’injection disparaissent dès
la sortie de l’injecteur. Comme nous l’avons déjà fait remarquer, ces contraintes enlevées
laissent place à la relaxation du profil des vitesses vers un profil plat (profil hors contraintes).
Durant cette relaxation, le profil se déforme et présente un point d’inflexion. C’est en
ce point de l’écoulement qu’apparaissent donc des zones de vorticité, bien connues pour
leur caractère déstabilisant. Les points d’inflexion et les zones de vorticité ainsi créées
peuvent donc introduire des régions de turbulence dans l’écoulement 3. Dans la suite,
nous distinguerons ce jet des cinq autres régimes de fonctionnement en le nommant ”jet
turbulent”, même s’il ne s’agit que de turbulence ”très” faiblement développée.

Notons ici que la turbulence est, en toute rigueur, un comportement déterministe
puisque pouvant être dérivé des équations de Navier-Stokes. Toutefois, ces équations met-
tent en jeu des dérivées partielles, ce qui implique un nombre de degrés de libertés pouvant
être très grand, voire diverger à l’infini dans le cas de la turbulence pleinement développée.
En ce sens, la levée des contraintes pariétales dès la sortie de la buse d’injection impose
une augmentation du nombre de degrés de libertés possibles. De ce point de vue, l’arrivée
de la turbulence peut alors être comprise comme étant une complexification du comporte-
ment sous une augmentation du nombre de degrés de liberté. En tout état de cause, la
description complète de l’état d’un système turbulent nécessite un grand nombre N de
variables dynamiques. Puisque nous avons accès à l’espace des phases IRN par une seule
observable, la projection IRN → IR est drastique et implique nécessairement un plissage
intempestif des structures: lorsque la dynamique est reconstruite dans un espace IRdE où
la dimension de plongement dE est relativement petite, ces plis fallacieux ne peuvent être
réduits, entrainant une rupture de la châıne causale. Nous qualifierons alors le processus
de stochastique par ignorance, suivant en cela Pierre Simon de Laplace:

Le hasard n’a de réalité en lui-même: ce n’est qu’un terme propre à désigner

3Il pourrait s’agir d’un état de transition métastable vers la turbulence (déclenché par la relaxation du
profil des vitesses) de même nature que celui mis en évidence par Dauchot et al dans leur expérience sur
un écoulement de Couette plan pour des valeurs assez basses du nombre de Reynolds [30].
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Figure 4.17: Histogramme de probabilités de présence des séquences symboliques. Deux
symboles sont ici utilisés. Nous remarquons l’absence de séquences prépondérantes avant
la rupture en gouttes.

notre ignorance [sur la matière dont les différentes parties d’un phénomène se
coordonnent entre elles et avec le reste de la nature].

La notion de probabilité tient à cette ignorance... 4

Les cinq autres régimes ne se distinguent pas les uns des autres par leur comportement
dynamique. Prenons l’exemple de l’eau avec une vitesse débitante de 1.66 m.s−1. Dès que
les perturbations sont suffisamment importantes pour être détectées (d ≃ 20 mm), une
dizaine de séquences symboliques se détache des autres (fig. 4.18, de d = 31.25 mm à
d . 41 mm). Elles s’écrivent:

000 000 100 000
000 011 110 000
000 111 111 000
001 111 111 100
011 111 111 111

Ces séquences révèlent une dynamique de bouffées puisque les ”0” arrivent par paquet
au milieu des ”1” et réciproquement. Ceci se retrouve bien sur une reconstitution du jet
(fig. 4.19). Ces alternances de bouffées sont typiques d’une intermittence de phase lorsque
la bifurcation tangente est très proche.

4P.S. de Laplace, cité par Dahan Dalmédico, Le déterminisme de Pierre Simon de Laplace et le
déterminisme aujourd’hui, in Chaos et déterminisme, Points Seuil, 1992.
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Figure 4.18: Histogramme de probabilités de présence des séquences symboliques. Deux
symboles sont ici utilisés. Nous remarquons une disparition progressive des séquences
prépondérantes. D’autres réapparaissent juste à la rupture en gouttes pour laisser la place
à un histogramme quasiment plat après.

Figure 4.19: Reconstitution du jet pour d = 42.50 mm (avant la rupture en gouttes). Le
rapport d’aspect n’est pas respecté: de manière à mieux visualiser les perturbations, les
distances sont dilatées dans la direction perpendiculaire à l’axe du jet. Les bouffées sont
nettement présentes. La dynamique symbolique nous permet d’affirmer qu’elles sont régies
par une dynamique déterministe.
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La prépondérance de ces séquences s’atténue continment au fur et à mesure que la
distance à la buse augmente: celles-ci disparaissent progressivement au profit d’un his-
togramme pratiquement plat pour d = 44.75 mm, soit juste avant la rupture en gouttes.
Afin de vérifier si cet histogramme est associé à des processus stochastiques ou à une
dynamique déterministe complète, le comportement dynamique à la rupture est analysé
avec une dynamique symbolique statistique impliquant 3 ou 4 symboles (fig. 4.20). Nous
remarquons alors qu’augmenter le nombre de symboles utilisés permet de retrouver un
histogramme marqué par des séquences prépondérantes. Ainsi, nous pouvons en conclure
que la dynamique n’est certainement pas stochastique au niveau de la rupture en gouttes
mais plutôt associée à un comportement qui pourrait être décrit à l’aide d’une dynamique
symbolique complète à deux symboles.

2 symboles

3 symboles

4 symboles

Figure 4.20: Histogrammes de probabilités de présence des séquences symboliques juste
avant la rupture en gouttes (d = 44.75 mm), dans le cas de l’eau animée d’une vitesse
débitante de 1.66 m.s−1. Des séquences prépondérantes apparaissent lorsque le nombre de
symboles est augmenté; la dynamique est donc déterministe.

A la rupture en gouttes, une ”résonance” est observée. Par résonance, nous entendons
ici l’apparition de deux séquences fortement prépondérantes qui structurent le comporte-
ment dynamique (fig. 4.18). Ces deux séquences sont codées 010101 et 101010: elles sont la
signature d’un comportement fortement périodique traduisant une alternance de ”0” et de
”1” très nettement marquée. Une alternance goutte/satellite est donc clairement associée
aux phénomènes de rupture comme l’ont montré les études précédentes. Cette alternance
peut être vue sur une reconstitution du jet à une vitesse V = 1.29 m.s−1 pour une position
d proche de la longueur de rupture en gouttes LBU (4.21).

Ensuite, cette résonance se relaxe pour laisser place à un histogramme pratiquement
plat. Notons toutefois qu’ici l’absence de séquences prépondérantes apparâıt plutôt comme
la signature d’une dynamique stochastique puisque, lorsqu’une analyse est réalisée avec un
nombre supérieur de symboles, l’histogramme ne se révèle pas être marqué par des pics
(fig. 4.22). La dynamique des fluctuations est par conséquent de nature essentiellement
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1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0

Figure 4.21: Reconstitution du jet pour d = 35.50 mm (V = 1.29 m.s−1). Le rap-
port d’aspect n’est pas respecté: de manière à mieux visualiser les perturbations, les dis-
tances sont dilatées dans la direction perpendiculaire à l’axe du jet. Le seuil permet-
tant d’associer un 0 aux ligaments et satellites et un 1 aux gouttes principales, est très
schématiquement représenté par la droite horizontale en gris. Nous constatons effective-
ment une prépondérance de l’alternance gouttes/satellites.

2 symboles

3 symboles

4 symboles

Figure 4.22: Histogramme de probabilités de présence des séquences symboliques après la
relaxation de la résonance dans le cas de l’eau animée d’une vitesse débitante de 1.66 m.s−1

et à une distance d = 58.75 mm de la buse (après la rupture en gouttes). Il n’y a pas une
apparition très nette de séquences prépondérantes: les fluctuations analysées sont donc
gouvernées par une dynamique essentiellement stochastique.
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stochastique: il est tout à fait probable que les fluctuations ici testées portent sur la disper-
sion en taille des gouttes. Puisque ces dernières sont, en première approximation, de même
taille, la dynamique symbolique traque alors les fluctuations autour de la taille moyenne,
fluctuations de faibles amplitudes et principalement gouvernées par le bruit inhérent à
toute expérience 5.

L’ensemble de ces résultats demeure vrai pour les cinq régimes étudiés pour lesquels
la longueur de rupture est uniquement gouvernée par les forces de tension superficielle
(c’est à dire tous les six régimes, sauf pour l’eau à V = 2.15 m.s−1). Les séquences
prépondérantes avant la rupture en gouttes sont identiques dans les cinq cas. Elles évoluent
de manière tout à fait analogue: leur prépondérance s’atténue progressivement jusqu’à
une dynamique complète juste avant la rupture. Ensuite, la résonance caractéristique de
l’alternance goutte/satellite est observée à la distance d = LBU , juste au niveau de la
rupture. La distinction entre différentes portions de la courbe de stabilité, pour le cas qui
nous occupe, est donc associée à des processus dynamiques de natures très différentes.

De manière plus précise, il faut remarquer que le régime d’atomisation, pour lequel
la dynamique est globalement de nature stochastique, correspond au cas où la rupture
en gouttes du jet est soumise à l’influence du profil des vitesses (Eau - V = 2.15 m.s−1).
Rappelons que cette influence peut se comprendre comme étant une manière de développer
la turbulence au sein de l’écoulement. La nature stochastique de la dynamique, relevée dans
l’étude qui précède, peut donc être vue comme ayant pour origine l’apparition de zones de
turbulence dans le jet (même faiblement développée).

Il reste que lorsque la viscosité est augmentée, la complétude (au sens d’une dy-
namique complète) est moins nette: ceci peut s’interpréter comme une résistance aux
développements des instabilités. De ce fait, la complétude au niveau de la rupture en
gouttes est moins marquée. Toutefois, la résonance sur l’alternance goutte/satellite est
plus nette et sa relaxation moins rapide comme si cette structuration de la dynamique au-
tour d’une alternance gouttes/satelittes était mieux établie. Augmenter la vitesse débitante
revient au contraire à développer la dynamique, ce qui a pour effet de mieux approcher la
complétude et d’accélérer la relaxation de la résonance.

4.4 Conclusion

L’utilisation d’une dynamique symbolique statistique nous a permis de mettre en évidence
des comportements différents pour les différents régimes étudiés. Une dynamique déterministe
est associée aux jets pour lesquels les perturbations intiales sont très faibles puis naturelle-
ment sélectionnées par l’instabilité capillaire. Au contraire, une dynamique stochastique
est associée au jet caractérisé par sa sensibilité à la relaxation du profil des vitesses et
pour lequel nous avons montré que les perturbations initiales étaient d’amplitudes plus
importantes que pour les autres cas. Notamment il semble que, lorsque la longueur d’onde
des perturbations initiales n’est plus celle associée au taux de croissance maximum, la dy-
namique du jet ne peut plus se structurer autant, et que l’aspect déterministe ne peut plus

5Une remarque doit être faite sur le comportement périodique de période 1. En effet, dans ce cas très
particulier, une dynamique symbolique statistique testera nécessairement les fluctuations dues au bruit
inhérent à l’expérimentation et détectera, de fait, une dynamique stochastique.
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être mis en évidence.



Bibliography

[1] G.W. Hill. On the part of the motion of the lunar perigée which is a function of the
mean motion of the sun and moon, Acta Mathematica, 8:1-36, 1877.
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[3] P. Cvitanović. Periodic Orbits as the Skeleton of Classical and Quantum Chaos, Phys-
ica D, 51, 138-151, 1991.

[4] R.M. May. Simple mathematical models with very complicated dynamics. Nature, 261,
459.

[5] P. Collet, J. P. Eckmann. Iterated maps on the interval as dynamical systems, Progress
in Physics, Ed. A. Jaffe et D. Ruelle, Birkhäuser, Boston, 1980.
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Conclusion générale

Toute une partie du mémoire est consacrée à la mise au point de la technique de mesure.
Les simulations numériques ont pu clairement montrer l’inadaptation de la technique de
mesure par diffusion de la lumière au problème posé. La méthode retenue, une technique
de mesure par ombroscopie, permet donc la mesure d’une grandeur proportionnelle à un
diamètre transverse du jet liquide cylindrique.

Grâce à ce dispositif de mesure, des séries temporelles donnant l’évolution du diamètre
du jet à différentes positions le long du jet ont pu être analysées. La théorie de la dy-
namique des systèmes non linéaires nous a alors permis d’appréhender différemment la
physique des processus d’atomisation. Dans le cas particulier des jets liquides cylindriques
basses vitesses, nous avons pu montrer quel est l’intérêt de ce type de démarche pour la
compréhension de la déstabilisation et de la rupture en gouttes d’un jet. Sur le long terme,
ce type de travail devrait se dérouler en deux temps:

• il faut d’abord réussir à caractériser la dynamique d’une des variables du système, ici
le diamètre local, de manière à obtenir le maximum d’informations sur la composante
déterministe du phénomène étudié;

• ensuite, cette information doit être utilisée pour améliorer la compréhension du
problème physique de la rupture d’un jet en gouttes; le cas échéant, elle devrait
aussi permettre de préciser les paramètres sur lesquels une future modélisation doit
s’appuyer pour prétendre mieux décrire l’atomisation que les précédentes.

Il faut donc voir la première étape de ce type d’étude comme un préalable à l’amélioration
de la compréhension du phénomène physique. Dans notre cas, notre action s’est focalisée
sur la première partie de l’étude. Elle a débutée avec l’analyse de la croissance des pertur-
bations en fonction de la distance à la buse. Ici, le lien avec la physique et la modélisation
a pu être trouvé assez facilement car, en fait, il a été clairement prouvé que la relaxation
du profil des vitesses agit non pas sur le taux de croissance des perturbations, mais essen-
tiellement par une augmentation importante de la valeur de l’amplitude des perturbations
initiales. Cette influence permet à elle seule de rendre compte du raccourcissement de la
longueur de rupture pour ce type de jet et suffit à expliquer l’apparition précoce d’un point
de vitesse critique sur la courbe de stabilité. Une modélisation complète de l’atomisation
des jets liquides cylindriques doit donc tenir compte de l’effet de la relaxation du profil des
vitesses sur l’amplitude des perturbations initiant la déstabilisation du jet.
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Nous avons aussi mis en évidence une intermittence de phase dans le cas d’un jet ex-
cité transversalement. Ce type de comportement semble se généraliser pour le cas des jets
libres à partir du moment où ils ne sont pas turbulents. Ce résultat est le fruit d’une étude
des propriétés de récurrence de la dynamique (application de premier retour sur l’angle
de phase) mais a été clairement confirmé par l’intermédiaire de la dynamique symbolique
statistique. Cette dernière méthode d’analyse nous a permis de dresser quelques traits
caractéristiques de la dynamique des perturbations en fonction de la distance à la sortie
de la buse. Nous avons notamment constaté que la dynamique des perturbations avant
la rupture semble nécessairement passer par une dynamique symbolique binaire complète
avant de permettre la rupture en gouttes proprement dite. D’autre part, le jet soumis à la
relaxation du profil des vitesses a pu être qualifié de turbulent notamment à cause de notre
incapacité à mettre en évidence un comportement déterministe à l’aide de la dynamique
symbolique. Ainsi deux régimes de fonctionnement ont pu être mis en évidence. Dans
la majorité des cas, la dynamique suit globalement un comportement d’intermittence de
phase, donc déterministe. En revanche, lorsque le jet est soumis à l’action de la relax-
ation du profil des vitesses, nous n’avons pas pu attribuer un caractère déterministe à la
dynamique: le jet a finalement été considéré comme turbulent (au sens d’une turbulence
faiblement développée).

Deux faits sont essentiels pour permettre une future connexion de ces résultats avec les
caractéristiques physiques de l’atomisation. D’une part les jets montrant une dynamique
déterministe doivent présenter des comportements de rétroaction comme celui que nous
avons évoqué comme étant probablement à l’origine de l’intermittence de phase: la re-
montée d’une onde capillaire à la surface du jet qui apparâıt au moment du détachement
d’une goutte. Encore une fois, c’est une technique d’analyse des systèmes dynamiques
non linéaires qui nous a permis d’identifier ce processus: il s’agit de la localisation des
croisements sur un portrait de phase. D’autre part, il sera nécessaire de mieux modéliser
le champ de vitesse à l’intérieur du jet pour tenter de savoir si des régions de turbulence
apparaissent et quelles interactions ont-elles avec les mécanismes d’instabilités capillaires
gouvernant finalement le jet dans tous les cas présentés dans cette thèse (pas d’actions
aérodynamiques avec le gaz extérieur pour de si faibles vitesses). Finalement, la mar-
que d’un déterminisme sous-jacent à la majorité des régimes d’atomisation montre que
la rupture en gouttes d’un jet liquide cylindrique est, dans la majeure partie des cas, un
phénomène contrôlable.

A la lumière de ces conclusions, deux interrogations principales apparaissent. Peut-on
différencier la dynamique d’un jet de Zone 1 et de Zone 3 pour des vitesses supérieures à
la vitesse critique? En fait cette question revient à savoir si la dynamique engendrée par la
relaxation du profil des vitesses (jet de Zone 1) est semblable ou non à celle que présente
un jet soumis à l’action des forces aérodynamiques (jet visqueux, de Zone 3, pour une
vitesse supérieure à la vitesse critique). Autrement dit, les interactions aérodynamiques
engendrent soit une dynamique déterministe dont la nature nous est encore inconnue, soit
une dynamique stochastique.

La nature de la dynamique juste avant la rupture en gouttes, binaire et complète, est
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aussi un indice permettant d’introduire un des points clefs des futures études à réaliser
sur les jets liquides cylindriques. Ces écoulements sont convectifs et ils présentent donc
par essence un comportement spatio-temporel plutôt qu’une simple addition de comporte-
ments temporels comme nous en avons fait l’hypothèse dans tout ce travail. C’est pourquoi
une analyse basée sur l’acquisition simultanée de deux diamètres locaux permettrait au
moins d’accéder à une partie de la dynamique spatio-temporelle du jet. Plus concrètement,
cette technique aurait pour avantage de donner directement une information sur la crois-
sance des perturbations entre ces deux points de mesure tout en s’affranchissant de la dy-
namique d’initiation des perturbations (possibilité de corrélations, modélisations de type
”entrées/sorties”, etc.).

La théorie des systèmes dynamiques non linéaires confirme la potentialité de ses con-
cepts en arrivant, ici, à expliquer des comportements apparemment complexes que ne
peuvent appréhender d’autres théories, quitte à choisir un point de vue qui déroute parfois
l’expérimentateur ou le physicien construisant des modèles. J’espère que cette thèse aura
au moins montré qu’en adoptant ce point de vue, elle peut apporter de nouveaux éclairages
et quelques réponses à un domaine si proche des réalités industrielles...
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Appendix A

Caractéristiques générales d’un

spray

A.1 Grandeurs caractéristiques d’un spray

De manière à optimiser le choix d’un spray pour une utilisation donnée, et donc celui d’un
atomiseur, il faut à définir ses caractéristiques.

Tout d’abord, les distributions en tailles et en vitesses, qui sont des fonctions du type
”densité de probabilité”, permettent de connâıtre la répartition en tailles ou en vitesses
des gouttes d’un spray. Mais ces distributions peuvent aussi renseigner sur la répartition
en volume (ou en masse), c’est à dire donner le pourcentage de gouttes ayant un volume
donné.

Nous pouvons aussi distinguer les distributions numériques, des distributions volu-
miques. Les premières donnent la proportion du nombre de gouttes ayant une de leurs
caractéristiques (taille, masse, vitesse) dans une classe de valeurs donnée. Les secondes
sont définies pour donner la proportion du volume du spray dans laquelle se trouve les
gouttes ayant telle caractéristique (taille, masse, vitesse) dans une classe de valeurs donnée.
Bien entendu, pour un même spray et dans des conditions particulières sur la forme des
gouttes, ces deux représentations se déduisent l’une de l’autre. En effet, pour un ensem-
ble de gouttes sphériques, nous pouvons montrer que les distributions numérique (fn) et
volumique (fV ) sont liées par la relation:

fV =
D3

D 3
30

fn(D) (A.1)

où D est la variable désignant le diamètre des gouttes, et D30, le diamètre de la goutte
dont le volume, multiplié par le nombre de gouttes du spray, est égal au volume total du
spray 1.

De manière à avoir un modèle de ces fonctions, les classiques distributions normale ou
Log-normale peuvent être utiles [1].

1Dans la suite, nous définissons précisément les diamètres Dab, où a et b sont des constantes entières (ici
3 et 0 respectivement pour D30).
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La distribution normale est donnée par:

dN

dD
= f(D) =

1√
2π sn

e
− 1

2s 2
n

(D − D̄2)
(A.2)

où sn est une mesure de la déviation de la valeur de D par rapport à la valeur moyenne
D̄. En règle général, sn est la déviation standard, et s 2

n est la variance.

Souvent, la distribution en taille suit mieux cette distribution gaussienne si la valeur
prise en compte pour D est la valeur du logarithme du diamètre de la particule. Alors,
nous obtenons une distribution Log-normale dérivant de la distribution précédente. La
distribution Log-normale est aussi valable pour les distributions en surface ou en volume.

Cependant, des représentations empiriques plus adéquates ont été proposées. La dis-
tribution de Nukiyama et Tanasawa [2] et ses dérivées sont les plus courantes:

dN

dD
= aDp exp [−(bD)q] (A.3)

où a, b, p, et q sont des constantes arbitraires indépendantes généralisant la distribution
proposée par les auteurs.

Celle de Rosin et Rammler [3] a autorité en ce qui concerne la distribution en tailles
des gouttes; elle s’énonce:

1 − Q = e−(D/X)q
(A.4)

où Q est une fraction du volume total, somme des volumes de chaque goutte dont le
diamètre est inférieur à D. X et q sont des constantes arbitraires.

Il existe une distribution de Rosin-Rammler modifiée [4], spécifique au cas d’un in-
jecteur à swirl, et une fonction à limite supérieure de Mugele et Evans [5] fonctionnant
avec des valeurs finies pour le minimum et le maximum des tailles de gouttes (distribution
bornée), donc plus réaliste.

A l’aide des distributions précédentes, il est facile de définir un autre type de paramètres
très pratiques pour la caractérisation de l’état d’un spray. Il s’agit des diamètres moyens.
L’expression générale d’un diamètre moyen Dab, défini par les constantes entières a et b,
est donnée par

Dab =








∫ Dm

D0

Da (dN/dD) dD

∫ Dm

D0

Db (dN/dD) dD








(
1

a − b

)

(A.5)

sachant que dN est le nombre de gouttes du spray dont le diamètre est dans l’intervalle
dD. La somme (a + b) s’appelle l’ordre du diamètre moyen. Par exemple, D10 est le
diamètre moyen au sens commun du terme; il s’agit de la moyenne arithmétique sur la
distribution des diamètres du spray. Son expression est
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D10 =








∫ Dm

D0

D (dN/dD) dD

∫ Dm

D0

(dN/dD) dD








(A.6)

D30 est le diamètre d’une goutte dont le volume, multiplié par le nombre total de
gouttes, est égal au volume liquide total qu’occupe le spray. D32, le diamètre de Sauter,
est le diamètre d’une goutte dont le rapport volume sur surface est égal à celui du spray
entier.

Le tableau A.1 récapitule quelques diamètres moyens les plus courants et leur domaine
d’application (voir [1], p. 91).

a b a + b Symbole Nom
du diamètre
moyen

Application

1 0 1 D10 Longueur Comparaisons entre sprays

2 0 2 D20 Surface Contrôle de la surface

3 0 3 D30 Volume Contrôle du volume

2 1 3 D21 Surface
sur longueur

Absorption

3 1 4 D31 Volume
sur longueur

Evaporation,
diffusion moléculaire

3 2 5 D32 Sauter Transfert de masse, réaction

4 3 7 D43 De Brouckere
et Herdan

Equilibre de combustion

Table A.1: Diamètres moyens et leurs applications.

D’autres diamètres permettent de connâıtre certaines caractéristiques de la distribu-
tion en tailles des gouttes. Par exemple, les diamètres DX , sont égaux aux diamètres de
gouttes pour lesquels X% du volume total de liquide est contenu dans les gouttes ayant
un diamètre inférieur à cette valeur. Ou bien encore, Dmax, correspondant à la valeur
du diamètre au maximum de la courbe de distribution. Mais ils existent encore d’autres
paramètres associés à l’utilisation de tel ou tel modèle de courbe de distribution.

Enfin, des informations sur la dispersion en tailles des gouttes peuvent être connues à
l’aide de coefficients dont la liste qui suit donne quelques exemples.

• Un index permet de mesurer le degré d’uniformité des gouttes:

Index d’uniformité des gouttes =

∑

i

Vi (D0.5 − Di)

D0.5
(A.7)
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où Di est la valeur du diamètre à l’intérieur d’une classe 2 i, pour laquelle i% du
volume total de liquide est contenu dans les gouttes ayant un diamètre inférieur à
cette valeur.

Cette expression indique l’importance de la dispersion relative autour du diamètre
médian D0.5.

• Le facteur ∆ défini par:

∆ =
D0.9 − D0.1

D0.5
(A.8)

De la même manière, ce facteur détermine le domaine sur lequel les diamètres des
gouttes du spray se répartissent autour du diamètre médian D0.5. De plus, il est
directement calculable à partir de la distribution de Rosin-Rammler qui donne alors:
∆ = (3.322)1/q − (0.152)1/q .

• L’index de dispersion est un autre paramètre utilisé pour connâıtre le domaine de
dispersion en taille, qui, défini pour la distribution de Rosin-Rammler, s’écrit:

δ =

∫ Dm

D0

D
dQ

dD
dD =

∫ Dm

D0

q

(
D

X

)q

exp

[

−
(

D

X

)q]

dD (A.9)

Sa forme relativement compliquée fait préférer l’utilisation de l’expression précedente:
(∆).

• Enfin, pour accéder à une indication de la taille maximale possible pour une goutte,
un autre facteur est efficace. Son expression a une forme très proche de celle de ∆:

∆B =
D0.999 − D0.5

D0.5
(A.10)

En considérant une distribution de Rosin-Rammler, nous avons

D0.999

X
= (6.90775)1/q,

et par conséquent, ∆B = (9.9665)1/q − 1.

A.2 Modélisation de l’atomisation

Parmis les caractéristiques présentées dans la section précédente, la fonction densité de
probabilité, caractérisant la distribution des tailles ou des vitesses des gouttes d’un spray,
va nous intéresser plus particulièrement dans la mesure où elle peut être prédite grâce au
formalisme de l’entropie maximum.

Les premiers modèles décrivant un processus d’atomisation sont dus à Plateau et
Rayleigh [6, 7, 8]. La théorie linéaire de Rayleigh permet de décrire simplement, grâce à

2Notons ici que les équations sont discrétisées comme leur utilisation le nécessite. Cette notation
est équivalente à la notation ”continue” utilisée pour présenter les diamètres moyens dans le paragraphe
précédent.
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un formalisme mathématique très accessible, les mécanismes fondamentaux de déstabilisation
de l’interface liquide/gaz. En outre, cette description donne accès à la connaissance des
longueurs d’onde des perturbations dominantes s’installant à la surface du jet, de leur taux
de croissances (diagramme de dispersion), et d’une bonne approximation de la longueur de
rupture. Connaissant la longueur d’onde associée à la perturbation dominante, un schéma
simple de rupture en gouttes permet de calculer une valeur de la taille des gouttes obtenues
avec un bon accord expérimental. Ce modèle est présenté dans la section suivante pour le
cas particulier de l’instabilité d’un jet liquide cylindrique.

Ce modèle est aussi à la base des développements successifs de la théorie linéaire dont
nous parlerons aussi dans le cadre du jet liquide cylindrique. Ces théories plus récentes ont
été mises au point dans le but de tenir compte de comportements plus fins mis en évidence
par des études expérimentales basées essentiellement sur l’étude statistique de mesures de
longueurs de rupture.

La théorie linéaire est construite sur la linéarisation des équations du mouvement du
jet. Au delà de cette linéarisation, en tenant compte des termes d’ordre supérieurs, naissent
les théories faiblement non linéaires. Leur limite actuelle est fixée par la complexité de
l’étude analytique, actuellement située à l’ordre 3. Ces méthodes ont l’avantage de fournir
des schémas du processus d’atomisation incluant l’apparition de satellites, par exemple.
Les satellites sont des gouttes de petites tailles accompagnant la formation d’une goutte
correspondant à la perturbation dominante dans un processus classique comme celui décrit
par la théorie de Rayleigh. Ces modèles permettent aussi de retrouver l’évolution de la
puissance des modes fondamental et harmoniques associés à la longueur d’onde naturelle
déstabilisant le jet. Nous retrouverons plus précisément cet aspect dans l’étude de nos
propres résultats expérimentaux (cf. Chap. 2). Globalement, nous pouvons dire que ces
méthodes permettent de tenir compte de plusieurs échelles sur le processus de rupture
capillaire, contrairement à la théorie linéaire limitée à l’échelle caractéristique de la per-
turbation principale.

Grâce à l’augmentation continue des performances de calculs, les méthodes numériques
se développent en permanence et font apparâıtre des méthodes plus sophistiquées basées
sur le principe des nappes tourbillonnaires, ou sur celui des volumes de fluide (abréviation:
V.O.F.), par exemple. Ces méthodes, fortement non linéaires, ont l’avantage de ne
pas limiter leur domaine de validité aux petites amplitudes de perturbations comme c’est
le cas, en toute rigueur, pour les théories linéaire et faiblement non linéaires, même si les
résultats de ces dernières sont malgré tout systématiquement extrapolés jusqu’à la rupture
en gouttes.

Encore difficilement exploitables à cause des temps de calculs qu’elles demandent et de
leur sensibilité aux paramètres d’entrée, ces méthodes sont néanmoins très représentatives
des observations. Par exemple, comme nous pouvons le constater sur un exemple partic-
ulier présenté sur la figure A.1, l’utilisation des ”volume de fluides” donne de très bonnes
simulations de l’atomisation secondaire. Par ailleurs, nous pouvons noter que du point de
vue de la dynamique des systèmes non linéaires, la sensibilité aux paramètres d’entrée que
ces méthodes accusent ressemble fortement à une des caractéristiques classiques permet-
tant d’identifier un phénomène non linéaire: la sensibilité aux conditions initiales. Il n’est
donc pas étonnant de constater un tel type de comportement sur des méthodes construites
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à partir de systèmes d’équations non linéaires.

La grande faiblesse de ces méthodes numériques est qu’elles ne permettent généralement
pas la détermination des caractéristiques des perturbations qui vont conduire le système
liquide à la rupture. Elles calculent l’évolution de la ou des déformations interfaciales,
introduites au temps initial par l’utilisateur, et souvent déduites des résultats de la théorie
linéaire. De la même manière, les méthodes numériques permettant d’accéder à l’évolution
globale d’un spray (ruptures secondaires, évaporation, recombinaisons entre gouttes, et col-
lisions entre particules et sur des parois), nécessite souvent l’introduction un peu artificielle
d’une fonction de distribution initiale des tailles de gouttes.

Enfin, notons que ces méthodes fortement non linéaires sont limitées à des sauts
de masse volumique relativement faible. Elles sont notamment très utilisées pour la
modélisation des jets de gaz dans un gaz 3.

Ug

Calcul

Experience

Figure A.1: Exemple d’une collision avec coalescence entre deux gouttelettes d’un point
de vue expérimental (Visualisation ONERA/CERT/DERMES) et d’un point de vue
numérique à l’aide de la méthode des ”volumes de fluides” (V.O.F., code SURFER). Les

paramètres physiques sont: We =
ρldgUg

2

σl
= 52; Re =

ρldgUg

µl
= 420; où dg = 200µm est le

diamètre des gouttelettes.

Enfin, en marge de ces formalismes basés sur les équations du mouvement, nous trou-
vons le formalisme de l’entropie maximum. Il offre la possibilité de prédire la fonction
densité de probabilité caractérisant la distribution des tailles ou des vitesses des gouttes
d’un spray. Cette théorie permet de calculer la fonction densité de probabilité d’une vari-
able aléatoire dont le comportement est contraint par certaines propriété. Par exemple, ces
contraintes peuvent s’exprimer par la connaissance de la valeur moyenne ou des moments

3Même si ce problème est plus complexe encore car il doit tenir compte du mélange possible entre les
deux phases gazeuses: celle du jet, et celle du gaz environnant.
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de différents ordres de la variable aléatoire. En outre, une contrainte supplémentaire est
imposée par la condition de normalisation que toute fonction densité de probabilité doit
satisfaire. Par conséquent, chacune de ces contraintes doit pouvoir s’exprimer sous une
forme analogue à:

∫ Dmax

Dmin

f(D) gi(D) dD = < gi > (A.11)

Le formalisme de l’entropie maximum ajoute alors une condition supplémentaire pour
aboutir à un système d’équations ayant une solution unique: la fonction densité de prob-
abilité solution est celle dont l’entropie est maximum. La définition de l’entropie d’une
fonction densité de probabilité est due à Shannon [9]. Et dans le cas d’une distribution de
probabilité continue, elle s’écrit:

S = −k

∫ ∞

0
f(D) ln(f(D)) dD (A.12)

où k est une constante positive, et f la fonction densité de probabilité.

S s’appelle donc l’entropie de Shannon de la fonction f . Elle caractérise l’incertitude sur
le comportement de la variable aléatoire décrit par la fonction densité de probabilité. Pour
une fonction densité de probabilité équivalente à un pic de Dirac, l’entropie de Shannon
est nulle, car le choix de la variable aléatoire est unique, et sa probabilité d’être tirée égale
à 1. Pour une fonction dont tous les états sont équiprobables, l’entropie est au contraire
maximum, et ne dépend que de la largeur de l’intervalle de variation de la variable aléatoire.

Dans l’ensemble des fonctions densité de probabilité solutions du système des con-
traintes initiales, le formalisme de l’entropie maximum suggère alors de choisir celle dont
l’entropie est maximum, et de la considérer comme étant la plus adaptée au problème
posé. Il en résulte un système de contraintes mathématiques que la fonction densité de
probabilité recherchée doit respecter.

Il est intéressant de voir que ce formalisme ne nécessite pas l’introduction de contraintes
physiques pour son élaboration. En fait, les contraintes physiques sont imposées par le
chercheur, qui élabore l’écriture des contraintes mathématiques à partir de lois physiques.
Ces lois peuvent être des lois de conservations de la masse, de la quantité de mouvement,
de l’énergie cinétique, ou de l’énergie de surface. Mais elles peuvent aussi traduire des
contraintes ad-hoc telles que la contrainte de partition proposée par Sellens [10], dont la
fonction est d’imposer à la fonction densité de probabilité de décrôıtre vers zéro quand le
diamètre tend vers zéro. Il est démontré que ces contraintes sont équivalentes aux diamètres
moyens qui leur sont associés, respectivement D30, D20, D−10 pour la conservation de la
masse, la conservation de l’énergie de surface, et la contrainte de partition.

Cependant, le formalisme montre une très grande sensibilité dans ses résultats à la forme
de l’écriture mathématique utilisée pour exprimer ces contraintes. La forme mathématique
de la solution obtenue par le formalisme de l’entropie maximum est dictée par la forme
mathématique des contraintes.

Il faut savoir que la maximalisation de l’entropie de Shannon, liée à une contrainte
associée à un diamètre moyen, aboutie à une distribution numérique dont le maximum est
situé au diamètre nul. Ce qui est a priori physiquement absurde. Mais en s’éloignant du
diamètre strictement nul, ce résultat signifie aussi que les plus petites gouttes sont aussi
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les plus nombreuses. Et aucune étude expérimentale ne permet vraiment de confirmer ou
d’infirmer cette surprenante affirmation du formalisme. C’est à cause de ce résultat que
Sellens à introduit la contrainte de partition vue précédemment.

De manière à disposer d’une méthode purement calculatoire permettant la prédiction
de distributions en tailles, Cousin et al. [11, 12, 13] ont proposé une méthode basée sur la
théorie linéaire et le formalisme de l’entropie maximum. Cette procédure a été développée
avec succès dans le cas d’injecteurs à composante rotative. Cette étude a permis aussi de
montrer que si l’entropie de Shannon semble adaptée pour la détermination de distribu-
tions numériques, il est plus approprié d’utiliser l’entropie de Bayes pour l’estimation de
distributions volumiques. Enfin, la nature de l’information disponible impose le choix de
la distribution à calculer. En effet, si un diamètre moyen connu (théorique ou mesuré)
est représentatif des populations de petites gouttes, il est probable que la prédiction de la
distribution numérique soit de meilleur qualité. En revanche, quand l’information connue
est relative aux grosses particules, c’est la distribution volumique qu’il est préférable de
chercher à déterminer puisque la représentativité des petites gouttes pour le volume de
liquide est nécessairement faible.
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Appendix B

Simulations optiques: liste des

instructions MAPLE

Pour effectuer les calculs en détails, le moyen le plus simple est de suivre le déroulement des
instructions suivantes lors de leur exécution sous le logiciel de calcul symbolique MAPLE.

B.1 Première réfraction

Les calculs pour la première réfraction sont les premiers calculs effectués ainsi. Les grandes
lignes décrites section 2.3.2 sont facilement reconnaissables.

Les vecteurs Norm1, Inc, et P sont définis:

Norm1:=vector([X1,Y1,Z1]);

Inc:=vector([x,y,z]);

P:=vector([Px,Py,Pz]);

x:=-1; y:=0; z:=0;

L’angle de la rotation et la matrice rotation sont définis:

A:=arctan(Z1/Y1);

M1:=matrix(3,3,[1,0,0,0,cos(A),sin(A),0,-sin(A),cos(A)]);

Les vecteurs Norm1, Inc, et P subissent la rotation. Ces vecteurs sont transformés
par multiplication avec la matrice rotation:

Norm1:=multiply(M1,Norm1);

Inc:=multiply(M1,Inc);

P:=multiply(M1,P);

Les angles d’incidence et de réfraction, respectivement i et i′ 1, sont calculés. i est
donné par le calcul du produit scalaire entre Inc et Norm1. Comme seule la composante
en x de Inc est non nulle après rotation, le produit scalaire se résume au produit des
composantes en x. i′ est déduit de i.

1Le symbol [’] n’est pas utilisable sous MAPLE. Il est remplacé par un [p]. Par exemple, i′ devient ip.

213
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i:=arccos(Inc[1]*Norm1[1]);

ip:=arcsin((sin(i))/m);

Di:= i-ip;

Les coordonnées cartésiennes du vecteur R1 = (x′
1, y

′
1, z

′
1) donnant la direction de

réfraction sont calculées. Et le vecteur R1 défini.

zp1:=0;xp1:=-cos(Di);yp1:=sin(Di);

R1:=vector([xp1,yp1,zp1]);

Les coefficients de réflexion sont calculés:

r1:=(sin(ip-i))/(sin(i+ip));

r2:=(tan(i-ip))/(tan(i+ip));

Les coefficients de réfraction s’en déduisent immédiatement. Les coordonnées des
vecteurs polarisation Pn et Pp sont écrites à partir de celle du vecteur polarisation original
P. Les coefficients de réfraction y sont directement apliqués.

Pnz:=P[3]*(1-r1);Pnx:=0;Pny:=0;

PN:=vector([Pnx,Pny,Pnz]);

Ppx:=P[1]*(1-r2);Ppy:=P[2]*(1-r2);Ppz:=0;

PP:=vector([Ppx,Ppy,Ppz]);

La matrice de rotation est inversée pour effectuer la rotation inverse d’angle (−A):

M1inv:=inverse(M1);

Les vecteurs sont tournés par cette rotation inverse pour revenir dans le repère initial:

Inc:=multiply(M1inv,Inc);

Norm1:=multiply(M1inv,Norm1);

PN:=multiply(M1inv,PN);

PP:=multiply(M1inv,PP);

R1:=multiply(M1inv,R1);

Nous vérifions que les vecteurs Norm1 et Inc retrouvent leurs coordonnées initiales.
Les commandes suivantes permettent de générer directement les expressions en langage

C.

readlib(C);

C(R1,optimized);

C(PN,optimized);

C(PP,optimized);
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B.2 Seconde réfraction

Les grandes lignes de calcul sont données section 2.3.2. Le détail, exécuté sous MAPLE,
est donné ci-dessous.

Nous reprenons les calculs après la première réfraction. La deuxième intersection a été
trouvée (cd. Module 6, section 2.3.2), et la normale en ce point donnée par le Module 7
(cf. 2.3.2).

Les vecteurs R1, Norm2, Pn et Pp sont définis:

with(linalg);

R1:=vector([xp1,yp1,zp1]);

Norm2:=vector([X2,Y2,Z2]);

Rho:=sqrt(X2^2+Y2^2+Z2^2);

PN:=vector([Pnx,Pny,Pnz]);

PP:=vector([Ppx,Ppy,Ppz]);

où with(linalg); sert à charger la bibliothèque MAPLE d’algèbre linéaire; les objets
de types vecteurs et matrice sont alors définissables.

Le vecteurs Norm2 est défini en coordonnées sphériques:

Norm2sph:=([1,arctan(Y2/X2), arccos(Z2/Rho)]);

Les angles de rotations sont définis:

theta:=Norm2sph[2];

phi:=Norm2sph[3];

Les matrices rotation sont écrites:

Mr1:=matrix(3,3,[-cos(theta),-sin(theta),0,sin(theta),-cos(theta),0,0,0,1]);

Mr2:=matrix(3,3,[sin(phi),0,-cos(phi),0,1,0,cos(phi),0,sin(phi)]);

Mr:=multiply(Mr2,Mr1);

La matrice Mr compose les deux premières rotations Mr_1, et Mr_2.

Les produits vecteurs-matrice sont effectués: les vecteurs sont tournés.

Norm2:=multiply(Mr,Norm2);

R1:=multiply(Mr, R1);

PN:=multiply(Mr, PN);

PP:=multiply(Mr, PP);

L’angle de la troisième rotation est défini:

alpha:=arctan(R1[3]/R1[2]);

Elle est écrite:

Mr3:=matrix(3,3,[1,0,0,0,cos(alpha),sin(alpha),0,-sin(alpha),cos(alpha)]);
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Nous appliquons cette rotation au vecteur R1, et comme l’expression de la composante
en y de ce vecteur devient lourde, nous la simplifions 2.

R1:=multiply(Mr3, R1);

R1[2]:=simplify(R1[2]);

La rotation est appliquée aux autres vecteurs:

Norm2:=multiply(Mr3, Norm2);

PN:=multiply(Mr3, PN);

PP:=multiply(Mr3, PP);

Les simplifications sont faites:

Norm2[1]:=simplify(Norm2[1]);

Norm2[2]:=simplify(Norm2[2]);

Norm2[3]:=simplify(Norm2[3]);

PN[1]:=simplify(PN[1]);

PN[2]:=simplify(PN[2]);

PN[3]:=simplify(PN[3]);

PP[1]:=simplify(PP[1]);

PP[2]:=simplify(PP[2]);

PP[3]:=simplify(PP[3]);

Le calcul de l’angle d’incidence est effectué en calculant l’angle que font entre eux les
vecteurs R1 et InvNorm2, l’opposé du vecteur Norm2. Nous utilisons pour cela le produit
scalaire de ces deux vecteurs qui se ramènent dans ce cas au produit des composantes en
x. En effet, comme les rotations amènent Norm2 sur l’axe des (x), les composantes en y
et z de Norm2, et par suite, celle de InvNorm2, sont nulles.

InvNorm2:=vector([-Norm2[1],-Norm2[2],-Norm2[3]]);

Ii:=arccos(InvNorm2[1]*R1[1]);

L’angle de réfraction est calculé. La direction de réfraction, donnée par R2 est déduite.

Iip:=arcsin(m*sin(Ii));

R1_2:=R1[2];

R2:=vector([cos(Iip), -SIGN*sin(Iip),0]);

SIGN est une variable supplémentaire. Elle ne donne qu’un signe, et permet de lever
l’indétermination sur le demi-espace de réfraction. Le calcul du SIGN est réalisé dans la
programmation de la simulation. C’est le signe de la deuxième composante de R1 dans
ce repère où la normale Norm2 est sur l’axe (x), et R1 dans le plan (x, y). Il est facile
de voir dans ce repère que la réfraction est effectuée dans le demi-espace des y opposé à
celui occupé par R1 (cf. schéma B.2). L’expression de la composante en y de R1 est donc
gardée dans la variable R1_2.

Les coefficients de réflexion sont calculés:
2Il est à noter que les simplifications ont été menées globalement afin d’obtenir la combinaison de calculs-

simplification la meilleure. Les expressions obtenues sont donc les plus simples.
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Figure B.1: Schéma de la réfraction après rotations.

Ir1:=(sin(Iip-Ii))/(sin(Ii+Iip));

Ir2:=(tan(Ii-Iip))/(tan(Ii+Iip));

Comme lors de la première réfraction, les vecteurs Pnn,Pnp,Ppn et Ppp sont déduits:

PNN:=vector([0,0, PN[3]*(1-Ir1)])

PNP:=vector([PN[1]*(1-Ir2), PN[2]*(1-Ir2), 0]);

PPN:=vector([0,0, PP[3]*(1-Ir1)]);

PPP:=vector([PP[1]*(1-Ir2), PP[2]*(1-Ir2), 0]);

MMM est la matrice rotation composant les trois rotations effectuées précédemment.
L’inverse est calculée.

MMM:=multiply(Mr3,Mr);

MMMinv:=inverse(MMM);

Cette rotation ramène les vecteurs dans le repère initial:

Norm2:=multiply(MMMinv, Norm2);

R2:=multiply(MMMinv, R2);

Il est inutile d’opérer la rotation des vecteurs Pnn,Pnp,Ppn et Ppp qui compli-
querait inutilement les expressions de ceux-ci. En effet seul leur amplitude nous intéresse
pour le calcul de l’intensité diffusée. R2, donnant la direction de diffusion est rétabli dans
le repère initial. Le calcul de la rotation de Norm2 nous permet de vérifier nos calculs en
obtenant les coordonnées initiales dans le repère de départ. Nous obtenons effectivement

> Norm2:=multiply(MMMinv, Norm2);

Norm2 := [ X2, Y2, Z2 ]

Les coordonnées du vecteur R2 sont simplifiées:

R2[1]:=simplify(R2[1]);

R2[2]:=simplify(R2[2]);

R2[3]:=simplify(R2[3]);
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La bibliothèque permettant à MAPLE de générer des calculs sous forme de langage C
est chargée. Les calculs en langage C sont générés.

readlib(C);

C(R2,optimized);

L’intensité diffusée est calculée:

int1:=PNP[1]^2;int2:=PNP[2]^2;int3:=PNP[3]^2;

int4:=PPP[1]^2;int5:=PPP[2]^2;int6:=PPP[3]^2;

int7:=PNN[1]^2;int8:=PNN[2]^2;int9:=PNN[3]^2;

int10:=PPN[1]^2;int11:=PPN[2]^2;int12:=PPN[3]^2;

Intensite:=int1+int2+int3+int4+int5+int6+int7+int8+int9+int10+int11+int12;

L’expression de l’intensité est transcrite en langage C:

C(Intensite,optimized);

L’expression permettant le calcul du SIGN est transcrite an langage C:

C(R1_2,optimized);

Après plusieurs essais de combinaisons de calculs et simplifications, nous pouvons dire
que les expressions obtenues ici sont les plus simples. Ces résultats sont directement
implémentés dans le code de simulation.
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Séries temporelles jet excité − DIFFUSION

Figure C.1: Séries temporelles enregistrées dans le cas d’un jet excité pour quelques posi-
tions le long de l’axe du jet: mesures par diffusion.
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Séries temporelles jet excité − OMBROSCOPIE

Figure C.2: Séries temporelles enregistrées dans le cas d’un jet excité pour quelques posi-
tions le long de l’axe du jet: mesures par ombroscopie.
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Appendix D

Evolution des portraits de phase

pour les jets libres

223



224 Appendix D. Evolution des portraits de phase pour les jets libres

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 33.75 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 29.00 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 1.00 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 35.50 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 30.75 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 24.00 mm
 τ= 0.2 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 45.25 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 32.25 mm
 τ= 0.1 ms

0.0 1.0 2.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

d= 26.75 mm
 τ= 0.2 ms

Position du
point fixe

Figure D.1: Eau - V = 1.29m/s
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Figure D.2: Eau - V = 1.66m/s
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Figure D.3: Eau - V = 2.15m/s
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Figure D.4: Eau/Glycérine - V = 1.28m/s
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Figure D.5: Eau/Glycérine - V = 1.65m/s
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Figure D.6: Eau/Glycérine - V = 2.15m/s


