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Chapitre 0

Introduction

Le terme chaos, du latin chaosemprunt�e au grec khaos, est introduit dans la langue fran�caise en 1377 par
Christine de Pisan1. Dans la th�eologie pa•�enne, le chaos repr�esente la confusion g�en�erale des �el�ements avant leur
s�eparation et leur arrangement pour former le monde2. Dans la Gen�ese, chaos est la traduction canonique en
grec du terme h�ebreux tohu-wa-bohu(synonyme de paga•�e en allemand) apparaissant dans le premier chapitre de
la Bible. Wa signi�e et, et bohucertainement la même chose quetohu. Puisque ce mot apparâ�t pour la premi�ere
fois dans la Bible et qu'il n'y a pas de tradition orale continue, nous ne pouvons pas être certain de ce que
"tohu" signi�e. Une analogie possible est "sens dessus-dessous". Dans son dictionnaire philosophique, Voltaire
fait une description de cette confusion existant avant la cr�eation : " La terre �etait tohu-bohu, et le vent de Dieu
�etait sur les eaux". Dieu est alors vu comme "l'Esprit organisateur par qui le chaos s'ordonne" 3. Par la suite,
le chaos est toujours associ�e �a une incompr�ehension des choses, �a l'impossibilit�e de formuler une quelconque
loi organisatrice d'un ph�enom�ene apparemment inextricable. Par exemple, "les objets paraissent sombres et
en confusion le matin aux premi�eres lueurs de l'aurore, mais ensuite ils semblent sortir comme d'un chaos" 4.
L'homme attribue naturellement un caract�ere divin �a tout ce qu'il ne peut expliquer : Zeus, dieu de la foudre,
perd toute sa cr�edibilit�e et cesse d'être invoqu�e d�es l ors que le ph�enom�ene auquel il est associ�e est expliqu�e5.
Pourtant ces hommes qui se gaussent des croyances antiques retrouvent toute leur superstition lorsqu'ils sont
confront�es �a un ph�enom�ene qui d�epasse leur entendement et suscite quelque peur. Ainsi auXIX e si�ecle, la
chaomancie6 sorte de divination faite au moyen d'observation sur l'air fait son apparition. Pourtant, en 1865,
Victor Hugo 7 le voit comme tous les pêle-mêle, depuis les mêl�ees d'hommes qu'on nomme batailles jusqu'aux
mêl�ees d'�el�ements qu'on nomme chaos. Tr�es inspir�e, Victor Hugo 8 fait une description du chaos marin o�u l'on
retrouve les ingr�edients essentiels de ce que regroupe le terme scienti�que chaosde nos jours :

Essayer de vous rendre compte de ce chaos. Il est le r�ecipient universel, r�eservoir pour les
f�econdations, creuset pour les transformations. Il amasse, puis disperse ; il d�evore, puis cr�ee. Il
re�coit tous les �egouts de la terre, et il les th�esaurise. Il est solide dans la banquise, liquide dans le

ot, 
uide dans l'e�uve, Comme mati�ere il est masse, et comm e force il est abstraction. Il �egalise
et manie les ph�enom�enes. Il se simpli�e par l'in�ni dans la combinaison. C'est �a force de m�elange

1Dictionnaire �etymologique Larousse
2Paul-Emile Littr�e, Dictionnaire de la langue fran�caise, 1866
3Daniel-Rops, cit�e dans le Dictionnaire de la langue fran�c aise, ibid.
4F�en�elon, T�el�emaque, chap. 24, XV II e si�ecle
5par Benjamin Franklin au XV III e si�ecle
6du sens de khaos, immensit�e de l'espace
7 in Les travailleurs de la mer, GF-Flammarion, p. 361, 1980
8 ibid., p368
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et de trouble qu'il arrive �a la transparence. La diversit�e soluble se fond dans son unit�e. Il a tant
d'�el�ements qu'il est l'identit�e. Une de ses gouttes, c'est tout lui. Parce qu'il est plein de tempêtes, il
devient �equilibre.

Le chaos, partout pr�esent, dont la complexit�e est issue d'un nombre in�ni de combinaisons simples, est
admirablement pressenti dans la description de Victor Hugo. Cependant il faudra attendre l'aube du XX e

si�ecle et les travaux de Henri Poincar�e sur le mouvement des astres dans l'espace et son fameux probl�eme
des trois corps pour une formulation plus scienti�que. Henri Poincar�e se trouve confront�e �a un ph�enom�ene
aux solutions inextricables dot�e d'une importante sensibilit�e aux conditions initiales. Malheureusement avec
l'av�enement de la m�ecanique quantique, l'�enigme propos�ee par H. Poincar�e est remis�ee au placard (sauf peut
être pour les scienti�ques russes qui, relativement coup�es de la communaut�e scienti�que, apporteront une contri-
bution math�ematique importante �a ce probl�eme). Ce n'est qu'en 1963 que Edward N. Lorenz, passionn�e par les
mouvements de l'atmosph�ere et les ordinateurs, remet au gôut du jour la chaomancie. Les scienti�ques parlent
alors de syst�emes dynamiques non-lin�eaires, d'attracteurs �etranges mais, d�erout�es par l'incroyable complexit �e
des ph�enom�enes rencontr�es, usent fr�equemment du termechaos (signature de leur humilit�e face �a la nature).
La chaologie, sp�eculation sur le chaos, sur l'�etat primitif des choses, voit alors son pendant apparâ�tre : la
chaonomie, science des syst�emes dynamiques non-lin�eaires complexes et impr�edictibles.

Depuis, de nouveaux concepts sont apparus. Les solutions asymptotiques de certains syst�emes dynamiques
se nommentattracteurs �etranges chaotiqueset l'on sait que le complexe peut être engendr�e par des syst�emes
d'�equations tr�es simples.

Cette nouvelle approche, un peu �a l'image de la r�evolution quantique du d�ebut du si�ecle, envahit peu �a
peu l'ensemble de la science. Nous savons maintenant que le syst�eme solaire est impr�edicitible au del�a de 100
millions d'ann�ees9. Le mouvement complexe du satellite de saturne, Hyp�erion,est chaotique, et ce, en raison de
sa forme oblongue. Au sein des syst�emes physiologiques, lechaos procurerait une 
exibilit�e de r�eponse accrue �a
di��erentes situations 10. Ainsi le rythme cardiaque normal serait chaotique ce qui permettrait au c�ur de r�eagir
e�cacement �a l'e�ort 11. Des mod�eles de r�eactions chimiques o�rent des r�egimes chaotiques et l'une d'entre elles,
la r�eaction de Belousov-Zhabotinsky12, pr�esente un attracteur �etrange compatible avec le mod�ele th�eorique de
Otto E. R•ossler13. En�n, bien que des ph�enom�enes spatio-temporels soient le plus souvent impliqu�es dans
la turbulence14, il serait possible de comprendre la turbulence par un mod�ele �a peu de degr�es de libert�e15

contrairement au sc�enario propos�e en 1948 par Landau qui en n�ecessitait un nombre in�ni. Dans le même
esprit, E. N. Lorenz16 propose en 1963 un mod�ele simpli��e d'une cellule de convection de Rayleigh-B�enard
qui g�en�ere un attracteur �etrange. En 1981, sur une cellule d'h�elium liquide, l'�equipe de A. Libchaber 17 v�eri�e
exp�erimentalement l'�existence du sc�enario d'appariti on du chaos propos�e par P. Coullet et C. Tresser18 et,
ind�ependemment, M. J. Feigenbaum19.

Un enjeu d'actualit�e est d'extraire une information plus � ne sur les m�ecanismes qui engendrent le chaos a�n
de permettre une compr�ehension profonde de la physique en jeu. Dans cette optique le LESP20 s'est attach�e
�a l'�etude des instabilit�es hydrodynamiques dites d' oscillations de lentilles thermiquesou de c�ur d'anneaux
qui sont li�ees �a la pr�esence d'un gradient thermique sous la surface libre d'un liquide. En parall�ele de deux

9J. Laskar cit�e dans Chaos et D�eterminisme, edit�e par A. D. Dalmedico, J. L. Chabert, K. Chemla, Points Seuil, Paris, 19 92.
10 R. M. May, Le chaos en biologie, in La science du d�esordre, La Recherche, 232, pp. 588-598, 1991.
11 A. L. Golberger, B. J. West, Annals of New York Academy of Scie nces, 504, pp. 195- , 1987.
12 J. C. Roux, H. Swinney, Topology of chaos in a Chemical reacti on, in Nonlinear Phenomena in Chemical Dynamics, eds. C.

Vidal, A. Pacault, Spirnger-Verlag, 1981.
13 An equation for Continuous Chaos, Physics Letters, 57A (5), pp.397-398, 1976.
14 P. Berg�e, Y. Pomeau, M. Dubois-Gance, Des rythmes au chaos, Editions Odile Jacob, Paris, 1994.
15 D. Ruelle, F. Takens, On the nature of Turbulence, Communica tions in Mathematical Physics, 20, pp. 167-192, 1971.
16 Deterministic Nonperiodic Flow, Journal of the Atmospheri c Sciences, 20, pp.130-141, 1963.
17 A. Libchaber, J. Maurer, A Rayleigh-B�enard experiment : he lium in a small box, Nonlinear Phenomena at Phases Transitio ns,

�edit�e par T. Riste, pp.259-286, 1982.
18 P. Coullet, C. Tresser. It�erations d'endomorphismes et gr oupe de renormalisation, Journal de Physique , Colloque C5, suppl�ement

au no8 (39), pp. C5-25, 1978.
19 M. J. Feigenbaum, Quantitative Universality for a Class of N onlinear Transformation, Journal of Statistical Physics, 19 (1),

pp. 25-52, 1978.
20 Laboratoire d'Energ�etique des Syst�emes et Proc�ed�es, U A CNRS 230, INSA, BP 08, 76131 Mont Saint-Aignan



13

exp�eriences, nomm�ement le�l chaud 21 (gradient impos�e par le �l) et la lentille thermique22 (gradient induit par
un faisceau laser focalis�e), le LESP s'est investi dans uneapproche plus th�eorique des syst�emes non-lin�eaires qui
doit permettre une �etude approfondie des deux exp�eriences pr�ec�edentes et des retomb�ees pratiques sur d'autres
domaines d'application comme la combustion, les plasmas, les jets, l'optique non-lin�eaire, le diagnostic m�edical...

Au sein de cet ouvrage, deux aspects seront plus particuli�erement trait�es : la caract�erisation topologique des
attracteurs �etranges et leur reconstruction �a partir d'u ne s�erie exp�erimentale. Aussi est-ce tout naturellement
que l'auteur propose deux parties :

Premi�ere Partie : Caract�erisation topologique
{ Chapitre 1 : Une introduction sur les propri�et�es topolog iques des attracteurs est donn�ee �a travers une

application �a la cascade de doublements de p�eriode.
{ Chapitre 2 : La topologie des attracteurs pr�esent�es par le syst�eme de R•ossler est utilis�ee pour une ca-

ract�erisation �ne des di��erents r�egimes en fonction d'u n des param�etres de contrôle. Le rôle des orbites
p�eriodiques dans le d�eveloppement de l'attracteur qui suit la cascade de Feigenbaum est mis en �evidence.

{ Chapitre 3 : L'application de la caract�erisation topolog ique est �etendue aux syst�emes sym�etriques qui
requi�erent une proc�edure sp�eci�que : le syst�eme �etudi �e est celui de E. N. Lorenz.

Deuxi�eme partie : Reconstruction des attracteurs �etrang es
{ Chapitre 4 : Le principe des techniques de reconstruction est donn�e. Une �etude sur l'�equivalence entre les

attracteurs originaux et leur reconstruction est e�ectu�e e sur quelques syst�emes connus.
{ Chapitre 5 : Une br�eve revue des di��erentes m�ethodes de reconstruction est suivie par la pr�esentation de

la m�ethode d�evelopp�ee au LESP. La reconstruction de quelques syst�emes avec cette m�ethode est �etudi�ee.
{ Chapitre 6 : L'in
uence du bruit sur la m�ethode de reconstr uction utilis�ee est �etudi�ee. Quelques com-

portements caract�eristiques sont mis en �evidence et l'utilisation d'une m�ethode de lissage est test�ee :
les modi�cations que peut entrâ�ner une telle solution sont r�epertori�ees. La reconstruction d'une s�erie
num�erique bruit�ee est alors e�ectu�ee.

21 E. Ringuet, C. Roz�e, G. Gouesbet, Experimental observatio n of type-II intermittency in a hydrodynamic system, Physic al
Review E, 47 (2), pp. 1405-1407, 1993.

22 S. Meunier-Guttin-Cluzel, B. Maheu, G. Gouesbet, Combined appraoches and characterizations of experimental chaotic attrac-
tors in thermal lensing, Physica D, 58, pp. 423-440, 1992.
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Premi�ere partie

Caract�erisation topologique des
attracteurs �etranges
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Chapitre 1

La cascade de doublements de p�eriode

1.1 Introduction

L a th�eorie de la dynamique des syst�emes regroupe, en autres, l'�etude qualitative des �equations di��erentielles
�erig�ees en vue de la mod�elisation et de la compr�ehensiondes comportements des syst�emes physiques de

notre environnement comme l'�evolution des plan�etes, lesvibrations d'une corde, la pr�ediction du temps. Les
premiers travaux dans ce domaine virent le jour il y a deux si�ecles : Newton, Euler, Hamilton, Maxwell ont
donn�e de nombreuses formulations aux "lois de l'Univers".Des mouvements, tels que celui d'un pendule, sont
r�eguliers et faciles �a d�ecrire tandis que d'autres, comme l'�ecoulement turbulent d'un 
uide, sont irr�eguliers et
d�e�ent apparemment toutes les lois.

Les fondateurs de l'analyse "qualitative" des syst�emes di��erentiels sont Henri Poincar�e (1854-1912) et
Alexandre Lyapunov (1854-1918). Il faut aussi citer Ivar Bendixon (1861-1936) et George Birkho� (1884-1944).
C'est essentiellement la m�ecanique c�eleste qui motive ces premiers travaux et cela se traduit �a la fois dans le
cadre g�en�eral (m�ecanique hamiltonienne), dans les hypoth�eses (tout est �a coe�cients analytiques) et dans les
m�ethodes (s�eries de perturbations). Henri Poincar�e int roduit l'approche "globale" des syst�emes di��erentiels,
d�egage les �el�ements essentiels des portraits de phases dans le plan (points singuliers, orbites p�eriodiques, cycles
limites, s�eparatrices, ...) et attire l'attention sur la n �ecessit�e de consid�erer en priorit�e les propri�et�es g� en�eriques
(persistantes sous des petites perturbations).

Ainsi Henri Poincar�e fut le premier �a appr�ecier la v�erit able source du probl�eme : la di�cult�e rencontr�ee lors
de l'�etude de syst�emes dynamiques non-lin�eaires ne provient pas des lois mais plutôt de la d�etermination des
conditions initiales. Au d�ebut de ce si�ecle, dans son essai "Sciences et M�ethodes" (1908), il �ecrit :

Une cause tr�es petite, qui nous �echappe, d�etermine un e�et consid�erable que nous ne pouvons pas
ne pas voir, et alors nous disons que cet e�et est dû au hasard. Si nous connaissions exactement les
lois de la nature et la situation de l'Univers �a un instant in itial, nous pourrions pr�edire exactement
la situation de ce même Univers �a un instant ult�erieur. Ma is, lors même que les lois naturelles
n'auraient plus de secret pour nous, nous ne pourrions connâ�tre la situation initiale qu'approxi-
mativement. Si cela nous permet de pr�evoir la situation ult�erieure avec la même approximation,
c'est tout ce qu'il nous faut, nous disons que le ph�enom�enea �et�e pr�evu, qu'il est r�egi par des lois ;
mais il n'en est pas toujours ainsi, il peut arriver que de petites di��erences dans les conditions ini-
tales en engendrent de tr�es grandes dans les ph�enom�enes �naux ; une petite erreur sur les premi�eres
produiraient une erreur �enorme sur les derniers. La pr�edi ction devient impossible et nous avons le
ph�enom�ene fortuit.

La d�ecouverte de la sensibilit�e aux conditions initiales par Henri Poincar�e a permis la compr�ehension de
m�ecanismes dynamiques complexes qui sont maintenant regroup�es sous la terminologie du "chaos".

Un syst�eme dynamique est traditionnellement d�e�ni par un syst�eme d'�equations di��erentielles de la forme :

dx
dt

= f (x ) x 2 IR d (1.1)
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Une solution d'un tel syst�eme est d�etermin�ee par l'extra ction d'une fonction qui satisfait ce syst�eme d'�equation s.
Une trajectoire (ou courbe int�egrale) est alors obtenue �a partir de conditions initiales particuli�eres. Lorsque le
syst�eme est su�samment dissipatif, les solutions de ce champ de vecteursf peuvent être mod�elis�ees sur une
sorte de ruban appel�e vari�et�e de l'espace des phases. Pour chaque pointx de cette vari�et�e V , nous pouvons
d�e�nir une courbe int�egrale de f not�ee � t (x) telle que � 0(x) = x. L'application � t est appel�e 
ot int�egral .

Par exemple, si nous voulons pr�edire la position d'une plan�ete dans une dizaine d'ann�ees, il nous "su�t" de
mesurer sa position et sa vitesse, d'�ecrire le syst�eme d'�equations di��erentielles qui r�egissent son mouvement et
de l'int�egrer �a partir des conditions intiales mesur�ees .

Avant la d�ecouverte de Poincar�e, une telle d�emarche �eta it consid�er�ee comme su�sante. La connaissance d'un
syst�eme d'�equations di��erentielles (d�eterministe) e t des conditions initiales semblait permettre toute pr�edi ction.
En d'autres termes, un syst�eme dynamique non lin�eaire avait toujours une solution ...

Par sa d�ecouverte du comportement chaotique (la sensibilit�e aux conditions initiales) dans le probl�eme �a
trois corps, Henri Poincar�e remit en question cette d�emarche. Il montra qu'un tel syst�eme peut produire des
comportements �a long terme tr�es di��erents bien que leurs conditions intiales soient in�niment proches ! Poincar�e
r�ealisa les implications de cette "simple" d�ecouverte et red�e�nit imm�ediatement la notion de "solutions" d'une
�equation di��erentielle.

Henri Poincar�e �etait moins interess�e par les orbites par ticuli�eres que par l'ensemble des trajectoires possibles.
Cependant une compl�ete connaissance des solutions de mani�ere qualitative est souvent d'acc�es di�cile car elle
requiert une vision globale de la dynamique. Trouver des solutions particuli�eres �etait l'approche traditionnelle
pour r�esoudre les syst�emes d'�equations di��erentielle s. Mais Henri Poincar�e avait compris que la notion de
r�ecurrence �etait un concept cl�e dans l'extraction des solutions qualitatives. A�n de comprendre les propri�et�es
de r�ecurrence d'un syst�eme dynamique, nous devons savoirquelles r�egions de l'espace des phases sont visit�ees
et si elles le sont fr�equemment. Pour cela il introduisit la notion d'hypersurfaces transverses ; il s'agit d'un arc
courbe qui n'est tangent en aucun point �a une courbe int�egrale. Ainsi, une courbe int�egrale qui rencontre un
arc transverse le traverse n�ecessairement. Dans une analogie topographique, quand les lignes de niveaux jouent
le rôle de courbes int�egrales, les lignes de pente constituent des exemples d'arc transverse. En consid�erant la
succession des intersections d'une trajectoire avec un arctransverse, H. Poincar�e ram�ene l'�etude de la forme
d'une courbe plong�ee dans un espace tridimensionnel �a l'�etude de la succession des points dans un plan :
l'ensemble des intersections de la trajectoire avec ce pland�e�nit ce nous appelons une section de Poincar�e.

Nous savons aujourd'hui que certains syst�emes dissipatifs o�rent la particularit�e de pr�esenter un comporte-
ment asymptotique relativement complexe qui est born�e dans l'espace des phases : celui-ci s'inscrit alors sur un
attracteur qu'il su�t d'�etudier pour obtenir une vision globale des pr opri�et�es du syst�eme. Un attracteur peut
se mod�eliser en terme de vari�et�es branch�ees, c'est �a dire sous la forme d'un ruban sans �epaisseur �etir�e et repli�e
sur lui-même sur lequel les trajectoires se d�eveloppent.De tels objets sont sensibles aux conditions initiales : on
dit qu'ils sont chaotiques. Lorsqu'ils poss�edent des propri�et�es fractales : ils sont alors quali��es d' �etranges.

L'exemple le plus simple est celui duruban simplement pli�e de Otto E. R•ossler [3] (�g. 1.1). Ce syst�eme est
gouvern�e par l'ensemble d'�equations di��erentielles su ivant :

8
>>><

>>>:

_x = � y � z

_y = x + ay

_z = b+ z(x � c)

(1.2)

Son comportement dynamique d�epend de ses trois param�etres de contrôle a, b et c. Une �etude compl�ete
suivant une ligne de l'espace des param�etres sera e�ectu�ee au Chapitre 2.

Suivant H. Poincar�e, l'�etude des propri�et�es de r�ecurr ence d'un tel syst�eme se fait par l'interm�ediaire d'une
section de Poincar�e qui est d�e�nie perpendiculairement au 
ot (orthogonale au ruban, �gure 1.1 ). La notion de
r�ecurrence est particuli�erement pr�esente dans le cas d'orbites p�eriodiques et c'est d'une mani�ere toute naturelle
que l'�etude des syst�emes dynamiques se d�eveloppe autourd'elles. Henri Poincar�e, qui en avait per�cu toute
l'importance, �ecrit dans son essai "Sciences et M�ethodes" :

Etant donn�ees des �equations ... et une solution particuli�ere quelconque de ces �equations, on peut
toujours trouver une solution p�eriodique (dont la p�eriod e peut, il est vrai, être tr�es longue), telle que
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Fig. 1.1 { Ruban de O. E. R•ossler (a; b; c)=(0.398, 2, 4).

la di��erence entre ces deux solutions soit aussi petite qu'on le veut, pendant un temps aussi long
qu'on le veut. D'ailleurs, ce qui nous rend ces solutions p�eriodiques si pr�ecieuses, c'est qu'elles sont,
pour ainsi dire, la seule br�eche par o�u nous puissions essayer de p�en�etrer dans une place jusqu'ici
r�eput�ee inabordable.

Il s'av�ere qu'un attracteur �etrange contient une in�nit� e d'orbites p�eriodiques [2]. Celles-ci sont toutes in-
stables, c'est �a dire que même si nous connaissions, de mani�ere aussi pr�ecise que possible, les conditions initiales
g�en�erant une orbite p�eriodique, la trajectoire, obtenu e par int�egration du syst�eme d'�equations di��erentiell es �a
partir de ces conditions initiales, ne restera pas ind�e�niment sur cette solution p�eriodique. Cette population
d'orbites p�eriodiques est per�cue comme le squelette de l'attracteur. Une trajectoire chaotique s'enchevêtre donc
autour des orbites p�eriodiques sans jamais les atteindre.Par cons�equent les propri�et�es dynamiques des orbites
p�eriodiques re
�etent le comportement dynamique de toute trajectoire appartenant �a l'attracteur.

De plus, la naissance d'un attracteur peut être comprise par l'�etude des points �xes du syst�eme (points de
vitesse nulle) et de leur in
uence sur les orbites p�eriodiques stables dont ils sont issus. En e�et le comporte-
ment des syst�emes dynamiques d�epend des param�etres de contrôle dont certains re
�etent le degr�e d'instabilit�es
de l'ensemble attracteur. Dans les syst�emes hydrodynamiques ce degr�e est souvent caract�eris�e par le nombre
adimensionnel de RayleighR qui pr�esente une valeur critique �a l'apparition des insta bilit�e. De ce fait sous une
augmentation de R un cycle limite (un r�egime laminaire) se d�estabilise jusqu'�a l'apparition d'un attracteur
chaotique (un r�egime turbulent). La d�estabilisation peu t se produire de di��erentes mani�eres. Ainsi plusieurs
"routes vers le chaos" peuvent être d�e�nies : celle du doublement de p�eriode va être largement �etudi�ee dans ce
chapitre. A partir de cet exemple, nous introduirons les concepts de la caract�erisation topologique qui seront
largement utilis�es au cours de cet ouvrage.

1.2 Topologie du doublement de p�eriode

L 'une des routes vers le chaos parmi les plus populaires est lescenario du doublement de p�eriode. Elle se
traduit par un cycle limite de p�eriode 1 qui perd sa stabilit �e au pro�t d'un nouveau cycle limite de p�eriode

2, qui va la transmettre �a un cycle limite de p�eriode 4, et ai nsi de suite. Il a �et�e montr�e ([4],[5]) qu'une large
classe de relations de r�ecurrence r�epond �a ce scenario. Cette classe d'�equivalence est d�e�nie par l'ensemble des
fonctions pourvues d'un unique maximum di��erentiable que l'on notera C. Le m�ecanisme du doublement de
p�eriode va être d�ecortiqu�e par une analyse lin�eaire de stabilit�e. La topologie de ce processus sera alors �etudi�ee.

1.2.1 Analyse de Floquet

A vant d'�etudier en d�etail la d�estabilisation d'un cycle l imite au cours du doublement de p�eriode, quelques
concepts vont être rappel�es.
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La notion de stabilit�e peut s'introduire tr�es facilement par un exemple tr�es pratique. Il existe deux types de
con�gurations d'�equilibres possibles entre une demi-noix de coco et une bille. La premi�ere est de placer la bille
au fond de la demi-noix de coco (�g. 1.2.a). Cet �equilibre est tr�es facile �a obtenir car quelle que soit la position
de la bille �a l'int�erieur de l'h�emisph�ere, celle-ci va d escendre tout naturellement au centre et n'en bougera plus.

a) b)

Fig. 1.2 { a) �equilibre stable b) �equilibre instable

La seconde est de poser la bille sur la demi-noix de coco retourn�ee (�g. 1.2.b). Il y a tr�es peu de chances pour
que la bille reste en �equilibre. Pourtant, il existe une position o�u l'�equilibre est r�ealis�e. La principale di��er ence
avec l'�equilibre pr�ec�edent r�eside dans la pr�ecarit�e de cette position d'�equilibre que la moindre perturbation
su�t �a rompre. Des objets math�ematiques tels que les suites peuvent pr�esenter des solutions d'�equilibre stables
et instables. Leurs solutions d'�equilibre sont appel�ees points �xes et correspondent �a des valeurs telles que
xn +1 = xn . Par exemple, la suite connue sous le nom de parabole logistique d�e�nie par :

xn +1 = �x n (1 � xn ) 0 � xn � 1 (1.3)

poss�ede deux points �xes v�eri�ant l'�equation

xF = �x F (1 � xF ) (1.4)

et de valeurs respectives : 8
><

>:

x1 = 0

x2 =
� � 1

�

(1.5)

Pour � < 1, la valeur x2 n'est pas une solution appartenant �a l'intervalle [0, 1] constituant le bassin d'at-
traction. L'�etude de la convergence autour des points �xes se r�ealise par l'interm�ediaire de la d�eriv�ee f

0
(x) :

f
0
(x) = � (1 � 2x) (1.6)

Si sa valeur absolue est inf�erieure �a 1, la suite converge vers le point �xe �etudi�e, sinon elle diverge. Pour la
seule solution pr�esente pour � < 1, la d�eriv�ee en x1 est �egale �a � et est inf�erieure �a 1. Le point �xe x1 = 0
constitue donc une limite asymptotique pour la suitexn :

lim
n !1

xn = 0 (1.7)

Le point �xe x1 constitue alors un point d'�equilibre stable de la suite. Lorsque � est sup�erieur �a 1, la d�eriv�ee
en x1 = 0 devient sup�erieure �a 1 et le point �xe perd sa stabilit�e . Le deuxi�eme point �xe apparâ�t et sa d�eriv�ee
f

0
(x2) est �egale �a (2 � � ). Elle est inf�erieure �a 1 ( � > 1) et la suite converge vers ce second point �xe. Sa limite

asymptotique est alors :

lim
n !1

xn =
� � 1

�
3 > � > 1 (1.8)

A la valeur � =1, il se produit une bifurcation. C'est �a dire qu'un point � xe perd sa stabilit�e au pro�t d'un
autre. A une bifurcation peut être associ�ee la cr�eation d'un nouveau point �xe (comme dans le cas pr�ec�edent).
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Dans le cas d'un syst�eme tri-dimensionnel, une limite asymptotique pourra être associ�ee �a un cycle limite
semblable �a un simple lacet ferm�e.

L'apparition du chaos se fait principalement par la d�estabilisation d'un tel cycle limite �a la con�guration
tr�es simple. Un cycle limite est une solution p�eriodique stable invariante sous l'action du 
ot � t qui le gouverne.
En termes math�ematiques, cela s'exprime par :

~X T = � T ( ~X 0) = ~X 0 (1.9)

o�u
~X T d�e�nit le point du cycle limite au temps t = T

T est la p�eriode temporelle du cycle limite

� t d�esigne le 
ot associ�e au syst�eme d'�equations di��eren tielles ordinaires

La stabilit�e d'une telle solution s'�etudie par l'interm� ediaire d'une section de Poincar�e d�e�nie �a l'aide d'un pl an
de Poincar�e perpendiculaire au cycle limite de la mani�ererepr�esent�ee Figure 1.3.

Cycle limite

Xo

Plan de Poincare

Xo+ dx

Fig. 1.3 { Cycle limite accompagn�e d'une section de Poincar�e

Cette analyse s'e�ectue par l'application d'une petite perturbation ~�x au point d'intersection ~X 0 entre le
cycle limite et le plan de Poincar�e choisi. Ainsi la condition initiale ( ~X 0 + ~�x ) est transform�ee au bout d'une
p�eriode T de la mani�ere suivante :

~X T = F
�

~X 0 + ~�x
�

(1.10)

Etant donn�e que nous souhaitons exprimer l'it�er�e ~X T sous une forme lin�eaire, l'�etude se situe au voisinage
du cycle limite, et nous �ecrivons :

~X T � ~X 0 + M ~�x (1.11)

o�u M est une matrice carr�ee, dite de Floquet, de dimension �egale �a celle de l'espace des phases. On remarque
tout d'abord que si la perturbation ~�x est e�ectu�ee le long de la trajectoire, cette derni�ere reste sur le cycle limite
lui-même et se retrouve, inchang�ee au bout d'une p�eriodeT. En d'autres termes, la matrice de Floquet poss�ede
une valeur propre � �egale �a 1. Le vecteur propre associ�e �a la valeur propre � = 1 d�e�nit le vecteur tangent
�a la direction du 
ot au point ~X 0. En fait, ce sont des perturbations dans des directions perpendiculaires au
cycle limite qui renseigneront sur la stabilit�e de celui-ci. La condition de stabilit�e d'une telle solution p�eriodi que
repose sur la r�eduction de la perturbation ~�x sous l'action du 
ot � t durant une p�eriode T. Dans le cas du cycle
limite, toutes les valeurs propres� i de la matrice M (except�ee la valeur propre tangente� 1 = 1) sont de module
inf�erieur �a 1 et donc situ�ees �a l'int�erieur du cercle un it�e du plan complexe. De ce point de vue, la d�estabilisation
d'un cycle limite sous l'�evolution d'un param�etre de cont rôle se r�ealise par l'intersection d'une valeur propre
avec le cercle unit�e : la perturbation ~�x alors associ�ee �a cette direction propre est ensuite ampli��ee, �ecartant de
plus en plus la trajectoire du cycle limite (�g. 1.4).
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xd

Fig. 1.4 { D�estabilisation d'un cycle limite : Evolution d'une petit e perturbation en son voisinage

Cette perte de stabilit�e de la solution p�eriodique tradui t un changement de comportement dynamique �a une
valeur critique du param�etre de contrôle : il y a bifurcati on. Il en existe plusieurs par lesquelles des cycles limites
se d�estabilisent (�g. 1.5 ) : elles se caract�erisent par

{ deux valeurs propres complexes conjugu�ees (� � i� ) qui traversent simultan�ement le cercle unit�e : la
bifurcation est dite de Hopf. Les valeurs propres complexesconjugu�ees g�en�erent une rotation autour du
cycle limite initial. Une deuxi�eme fr�equence caract�eri stique s'ajoute donc �a celle qui est associ�ee au cycle
limite. Deux variantes de cette birfurcation existent : elles donnent respectivement naissance au r�egime
quasi-p�eriodique et �a l'intermittence de type -II.

{ une valeur propre qui traverse le cercle unit�e par la valeur (+1) : la bifurcation est appel�ee n�ud-col.
Le cycle limite ne devient pas seulement instable, il disparait purement et simplement. Dans la r�egion
de l'espace des param�etres juste au del�a du seuil de bifurcation, le syst�eme d�eveloppe alors un r�egime
particulier, appel�e intermittence de type-I.

{ une valeur propre qui traverse le cercle unit�e par la valeur (-1) : deux sch�emas possibles peuvent d�ecrire
cette d�estabilisation du cycle limite. Soit une nouvelle solution p�eriodique stable de p�eriode deux fois plus
longue se substitue au cycle limite devenu instable (doublement de p�eriode), soit deux orbites p�eriodiques
instables disparaissent au niveau du cycle limite, tuant sastabilit�e (intermittence de type-III).

Lorsque deux types de bifurcation correspondent �a une même situation du point de vue des valeurs propres,
les bifurcations sont dites respectivement sur-critique et sous-critique. A chaque solution est associ�e un compor-
tement caract�eristique du terme non-lin�eaire. Ainsi l'� equation di��erentielle de la forme suivante donne naissance
�a une bifurcation sur-critique [6] :

_x = �x � x3 (1.12)

Le terme non-lin�eaire en x3 a un e�et oppos�e �a celui de l'instabilit�e engendr�ee par l e terme d'ordre moins �elev�e.
Pour x tr�es petit, seul le terme lin�eaire �x importe ; la solution

x(t) = e�t (1.13)

obtenue dans ces conditions est instable et diverge �a l'in�ni d�es que � est positif. Mais cette divergence expo-
nentielle ne se produit pas car elle est "tu�ee" par le terme non lin�eaire � x3 qui, tr�es vite, ne peut plus être
n�eglig�e.

Rien n'empêche, cependant, que le terme non lin�eaire d'ordre le plus bas ait, lui aussi, un caract�ere d�estabilisant
pour la solution. Dans ce cas la bifurcation sera dite sous-critique.

Nous nous int�eresserons ici �a la cascade de doublements dep�eriode.

1.2.2 Caract�erisation topologique

Dans la section pr�ec�edente, nous avons vu toute l'utilit�e d'une �etude locale des propri�et�es de stabilit�e �a l'aid e
des multiplicateurs � i de Floquet. Dans ce qui suit nous ignorerons le multiplicateur trivial � 1 = 1.
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Doublement de periode
ou

Intermittence de type-III

Intermittence de type-I

Regime quasi-periodique
ou

Intermittence de type-II

a

a

- i

+ i

b

b

-1 +1

Im

Re

Fig. 1.5 { Les principales routes vers le chaos

A partir de consid�erations sur les autres multiplicateurs � i (i 2 2; :::; n) de l'espaceRn , di��erents types de
stabilit�e des orbites p�eriodiques peuvent être d�e�nis :

{ elliptique stable ( j� i j < 1; 8i 2 [2; :::; n])
{ elliptique instable ( j� i j > 1; 8i 2 [2; :::; n])
{ elliptique neutre ( j� i j = 1 ; 8i 2 [2; :::; n])
Si l'ensemble des multiplicateurs est tel quej � i j6= 1 ; 8i 2 [2; :::; n], les orbites sont diteshyperboliques.

Les orbites p�eriodiques d'un attracteur �etrange sont hyp erboliques et telles que certains multiplicateurs soient
stables (j � j< 1) et d'autres instables (j � j> 1) : elles sont dites non-stables. Par abus de langage, elles
sont souvent quali��ees d'orbites p�eriodiques instables (ce que nous ne manquerons pas de faire). Des vecteurs
propres peuvent être associ�es aux multiplicateurs de Floquet. L'ensemble de ces vecteurs propres d�e�nit un
espace tangent dont une image succincte peut être donn�ee.Appliquer une petite perturbation �a un cycle limite
et en suivre l'�evolution revient �a d�e�nir un ruban dans le voisinage de l'orbite p�eriodique : d'une certaine mani�ere
ce ruban correspond �a l'espace tangent. Il va nous permettre de caract�eriser la topologie des orbites p�eriodiques.

Les orbites p�eriodiques d'un syst�eme d'�equations di��e rentielles ordinaires deR3 ont des propri�et�es similaires
aux n�uds : ils sont tous les deux des sous-ensembles deR3 hom�eomorphiques au cercleS1, c'est �a dire qu'il
existe entre un n�ud, ou une orbite p�eriodique, et un cercle une application bijective continue. Un n�ud
math�ematique est une courbe lisse ferm�ee qui est plong�eedans un espace tridimensionnel. Interpr�eter une
projection sur un plan d'un n�ud n'est pas toujours ais�e. Un e telle repr�esentation n'est pas unique et montrer
l'�equivalence de deux repr�esentations di��erentes d'un même n�ud est souvent un probl�eme ardu (Figure 1.6
). Deux n�uds sont dits topologiquement �equivalents s'il e xiste une transformation continue (une isotopie) qui
permet de passer de l'un �a l'autre.

Une orbite p�eriodique d'un 
ot tridimensionnel, une courb e ferm�ee sans self-intersection, est donc un n�ud ;
celui-ci est orient�e dans la mesure o�u, en raison du caract�ere dissipatif des 
ots �etudi�es, le temps ne peut être
invers�e sans divergence �a l'in�ni de la trajectoire. Le squelette d'orbites p�eriodiques peut donc être vu comme
un enchevêtrement de n�uds : il forme donc un lien (objet form�e de plusieurs n�uds). D�ecrire la topologie de
ce lien revient �a caract�eriser la topologie de l'ensembleattracteur du syst�eme dynamique. Aussi la classi�cation
des n�uds est-elle un probl�eme fondamental pour la dynamique des syst�emes car �a chaque n�ud correspond une
propri�et�e topologique di��erente repr�esentative d'un comportement dynamique sp�eci�que. Cette caract�erisati on
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Fig. 1.6 { Di��erentes projections �equivalentes du n�ud "tr�e
e" (d 'apr�es N. B. Tu�llaro)

est g�en�eralement conserv�ee lorsqu'une variation est appliqu�ee �a l'un des param�etres de contrôle du syst�eme. Sous
cette variation, la transformation impos�ee au portrait de phase du syst�eme est une isotopie (d�eformation continue
de ce portrait). Par cons�equent les orbites p�eriodiques qui y sont plong�ees sont, elles aussi, transform�ees sous
une isotopie. De plus lors d'une telle d�eformation, aucuneorbite p�eriodique ne peut se croiser avec elle-même ou
une autre : une telle intersection impliquerait deux �evolutions di��erentes �a partir d'un même �etat du syst�eme, en
violation avec le principe du d�eterminisme : l'arrangement relatif des orbites p�eriodiques est donc invariant sous
une isotopie. Ceci est vrai tant que n'intervient pas une bifurcation entre les orbites consid�er�ees. Par ailleurs,
une rupture de sym�etrie peut interdire une isotopie [7]. La caract�erisation des orbites p�eriodiques (n�uds) peut
donc se faire par l'interm�ediaire d'invariants topologiq ues d�e�nis par des quantit�es scalaires conserv�ees sous une
isotopie. Ceux-ci doivent rendre compte des arrangements relatifs entre les di��erentes orbites p�eriodiques. L'un
des invariants les plus simples qui permet une telle caract�erisation est le nombre de liaisons (linking number).
Il en existe deux types :

{ le nombre de liaisons d'une orbite avec elle-même que nousappellerons ici le nombre de self-liaisons
(self-linking number),

{ le nombre de liaisons entre deux orbites appel�e ici le nombre de liaisons (linking number).
Le nombre de liaisons est d�e�ni sur un lien entre deux n�uds N1 et N2. Il peut être sp�eci��e de plu-

sieurs mani�eres, avec des degr�es vari�es de sophistication math�ematique. Une d�e�nition formelle est donn�ee par
l'int�egrale de Gauss [8] :

L (N1; N2) = �
1

4�

Z

N 1

Z

N 2

( ~r1 � ~r2) ~dr1 ^ ~dr2

jj ~r1 � ~r2jj3 (1.14)

o�u k : k est une norme Euclidienne et ~r1;2 deux vecteurs qui d�e�nissent respectivement les n�uds dans l'espace
des phases. Une mani�ere plus simple d'obtenir ce r�esultatconsiste �a r�ealiser une projection r�eguli�ere du lien
(c'est �a dire dresser un graphe tel qu'il ne pr�esente pas plus de deux courbes qui se coupent �a la fois) et de
compter les intersections entre les deux n�udsN1 et N2 [7]. Pour cela une orientation des intersections doit être
r�ealis�ee. Un nombre � ij (p) �egal �a plus ou moins 1 est donc d�e�ni (�g. 1.7 ) o�u i, j sont des indices caract�erisant
chacun de ces deux n�uds et p d�esigne un croisement. Cette convention d'intersection est celle introduite par
P. Melvin et al [10].

a) b)

Fig. 1.7 { Convention d'intersections de deux n�uds : a) intersection n�egative � =-1 b) intersection positive � =+1

Le nombre de liaisons est alors �egal �a la demi-somme des intersections orient�ees, soit :
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L(N i ; N j ) =
1
2

X

p

� ij (p) ( i 6= j ) (1.15)

Ainsi seules les intersections entre les deux orbites p�eriodiques sont retenues : les intersections d'une orbite
avec elle-même sont ignor�ees. Evidemment le nombre de liaisons entre les n�uds N1 et N2 est le même que
celui entre les n�uds N2 et N1 : L (N1; N2) = L (N2; N1). Ce nombre �etant invariant sous une isotopie, il
est ind�ependant de l'orientation de la projection choisie [7]. Ce nombre de liaisons sera conserv�e tant qu'une
bifurcation n'impliquera pas les deux n�uds (orbites p�eri odiques). Toute bifurcation impliquant un seul de ces
n�uds, dans la mesure o�u elle ne le d�etruit pas, n'a�ectera pas ce nombre [7]. Deux exemples de lien sont donn�es
�gure 1.8 .

a) b)+1

-1 -1

-1

pRotation de -

Fig. 1.8 { a) lien sans liaison : L (N1 ; N2) = 0 b) lien avec liaison : L (N1 ; N2) = � 1

Des �gures pr�ec�edentes, il est ais�e de comprendre quels sont les aspects topologiques caract�eris�es par les
nombres de liaisons. Lorsqu'ils ne sont pas li�es, les deux n�uds repr�esent�es (les plus simples qui puissent exister,
c'est �a dire deux cerclesS1) peuvent s'inscrire sur une surface d�epourvue de toute complexit�e (un simple ruban).
Au contraire, une liaison entre ces deux n�uds (�g. 1.8.b) leur impose d'être inscrits sur un ruban de M�bius
(ruban pourvu d'une rotation d'un demi-tour). Nous verrons qu'une simple rotation comme celle-ci implique de
profondes cons�equences sur les propri�et�es dynamiques d'un syst�eme.

Le second type de liaisons est associ�e �a la notion de self-liaison. Ce concept n'est plus associ�e �a la topologie
d'un lien (assemblage de plusieurs n�uds) mais �a celle de l'espace tangent d'un n�ud qui est une approximation
lin�eaire de la vari�et�e au voisinage du n�ud. Le nombre de s elf-liaisons d'une orbite p�eriodique (un n�ud) est reli�e
au nombre de liaisons entre cette orbite et un �n ruban qui caract�erise son espace tangent : ce dernier se d�eveloppe
dans un voisinage su�samment restreint de l'orbite pour permettre une lin�earisation du 
ot. Une analyse "�a
la Floquet" est alors possible. Soit un vecteur directeur unitaire �~x 0 de l'espace tangent perpendiculaire au
n�ud, et son �evolution temporelle �~x t que l'on gardera de norme constante. Le nombre de self-liaisons du
n�ud est �egal �a son nombre de liaisons avec l'�evolution �~x t ; 0 � t < 2T0 pour une orbite de p�eriode T0 [11].
L'�evolution de l'espace tangent est suivie sur une p�eriode double de celle de l'orbite de mani�ere �a ce que le
nombre de self-liaisons soit �egal au nombre de demi-tours de l'espace tangent autour de l'orbite consid�er�ee.
Ainsi, il su�t de suivre l'�evolution d'une perturbation au voisinage de l'orbite p�eriodique et de compter les
intersections sur une projection suivant la convention choisie pr�ec�edemment (�g. 1.8 ). Comme pr�ec�edemment,
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seules les intersections mettant en jeu l'orbite p�eriodique et l'�evolution du vecteur tangent �~x t sont prises en
compte. A ce nombre de self-liaisons est associ�e un nombre de torsionsn� de l'espace tangent autour de l'orbite
p�eriodique : il est d�e�ni comme �etant �egal au nombre de se lf-liaisons [11]. Il caract�erise le nombre de demi-tours
que subit l'espace tangent autour de l'orbite p�eriodique (�g. 1.9 ). Une orbite N1 de p�eriode T a�ect�ee d'un
nombre de self-liaisonsL (N1; N1) �egal �a n� sera inscrit sur un espace tangent subissant une torsion den� �
durant la p�eriode T. Ce nombre N � est sign�e suivant la convention choisie. Ainsi, dans l'exemple de la �gure
1.9 , le nombre de self-liaisonsL (N1; N1) est �egal �a -2 ; la rotation de l'espace tangent sur lui-même est donc
�egal �a � 2� .

dx0

N1

Fig. 1.9 { Rotation de l'espace tangent autour d'une orbite p�eriodiq ue de � 2� .

D'une certaine mani�ere l'espace tangent d�e�nit un ruban ( d�elimit�e par les pointill�es sur la �gure 1.9) dont
le nombre de torsions est extrait directement comme �etant la demi-somme des intersections de ses lisi�eres
avec l'orbite. Nous pouvons d�eduire du nombre de self-liaisons (ou du nombre de torsions) une caract�eristique
importante d'une orbite p�eriodique : sa parit�e. Elle est d �e�nie comme suit :

- parit�e paire si L (N1; N1) est un nombre entier pair
- parit�e impaire si L (N1; N1) est un nombre entier impair
- parit�e fractionnelle si L (N1; N1) est un nombre quelconque

Ces consid�erations topologiques permettent une appr�ehension approfondie des orbites p�eriodiques et des
relations pouvant apparâ�tre entre elles. En particulier, le m�ecanisme du doublement de p�eriode va pouvoir être
�etudi�e en termes de rotation de l'espace tangent du cycle limite original.

1.2.3 M�ecanisme du doublement de p�eriode

L e syst�eme de R•ossler pr�esente un doublement de p�eriode sur la ligne de l'espace des param�etres d�e�nie par
(a; b; c) = (variable ; 2; 4). L'�etude de son comportement se r�ealise par une analysede la stabilit�e de ses deux

points �xes (points de vitesse nulle), F+ et F� , qui sont d�e�nis par les coordonn�ees suivantes :
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

x � =
c � (c2 � 4ab)1=2

2

y� = �
c � (c2 � 4ab)1=2

2a

z� =
c � (c2 � 4ab)1=2

2a

(1.16)

Leur stabilit�e est d�etermin�ee par les valeurs propres du jacobien du syst�eme de R•ossler. La matrice jacobienne
du syst�eme (1.2) s'�ecrit :

2

4
0 � 1 � 1
1 a 0
z 0 x � c

3

5 (1.17)
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Les valeurs propres de cette matrice aux pointsF� et F+ sont obtenues par r�esolution du polynôme suivant :

� � 3 + ( a + x � c)� 2 + ( ac � ax � 1 � z)� + x � c + az = 0 (1.18)

A l'aide d'un logiciel de calcul symbolique, nous trouvons qu'elles sont de la forme suivante :
8
<

:

� � + i! �

� � � i! �

� � �

(1.19)

en F� et
8
<

:

� � + � i! +

� � + + i! +

� +

(1.20)

en F+ .
Le point F� est situ�e au centre de l'attracteur repr�esent�e �gure 1.1 . C'est lui qui va piloter l'�evolution de

l'attracteur.
Pour de faibles valeurs dea (a < 0:12496), le comportement asymptotique du syst�eme de R•ossler se r�esume

�a un point �xe stable (�g. 1.10.a) autour duquel spiralent l es transitoires (trajectoires dans l'espace des phases
qui conduisent �a l'attracteur). On a alors ( � � < 0; w� � 1; � � > 0). Augmentant le param�etre a, � � s'annule
en a = 0 :12496 puis devient positif. Le point �xe F� perd sa stabilit�e. w� est alors peu di��erent de 1. C'est une
bifurcation de Hopf, un cycle limite est n�e (�g. 1.10.b).

a) b)

0.12496 < a < 0.3348a < 0.12496

Fig. 1.10 { a) point �xe stable "spirale" b) cycle limite.

Au fur et �a mesure que la vitesse angulairew� croit, l'espace tangent au point �xe s'enroule autour de
celui-ci. Au del�a de la bifurcation, un cycle limite �emerg e (�g. 1.11).

Bifurcation

m

Point fixe stable

Point fixe

de l'espace tangent
Enroulement 

devenu instable

Cycle limite

Fig. 1.11 { Diagramme de bifurcation de Hopf surcritique
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Le jeune cycle limite est inscrit sur un espace tangent d�epourvu de toute rotation (�g. 1.12). Suivant la
d�e�nition de la parit�e donn�ee Section 1.2.2, le cycle lim ite est nanti d'un nombre de self-liaisons �egal �a 0 : il est
donc pair.

Fig. 1.12 { Espace tangent pair du cycle limite de p�eriode 1 : L (N1 ; N1) = 0

L'�etude se poursuit maintenant dans un plan de Poincar�e associ�e au jeune cycle limite. L'analyse lin�eaire se
r�ealise maintenant suivant l'analyse de Floquet. Sous l'augmentation de a, l'espace tangent tend �a se torsader
autour du cycle limite. Consid�erant un cycle limite de con� guration aussi simple que possible, �etudions l'�evolution
d'une perturbation �~x 0 associ�ee �a la direction propre dont l'une des valeurs propres de la matrice de Floquet
s'achemine vers la valeur (-1) (�g. 1.13).

dx0

n   =-1t N1

Fig. 1.13 { Espace tangent impair associ�e au cycle limite de p�eriode 1 : L (N1 ; N1) = � 1.

La perturbation initiale est transform�ee sous l'action du 
ot � t durant une p�eriode T en une perturbation
de norme inf�erieure et de direction oppos�ee. L'espace tangent tend �a se torsader autour du cycle limite. Ainsi,
les transitoires acc�ederont au cycle limite en s'enroulant autour de celui-ci suivant sa stabilit�e (convergence plus
ou moins rapide). Lorsque, sous une augmentation su�sante du param�etre de contrôle, la valeur propre acc�ede
�a la valeur (-1), le cycle limite initial perd sa stabilit�e . Une perturbation ~�x 0 se trouve mu�ee en ~�x T = � ~�x 0

sous l'action du 
ot � t durant une p�eriode T. Apr�es une dur�ee de 2T, la perturbation se retrouve identique �a la
perturbation originale : ~�x 2T = ~�x 0 (�g. 1.14). Le nombre de self-liaisons est �egal �a� 1 : le cycle limite est devenu
impair et l'espace tangent a subi une rotation d'un demi-tour. Au cours de cette bifurcation, le comportement
asymptotique du syst�eme de R•ossler est pass�e d'un cycle limite de p�eriode temporelle T �a un cycle limite de
p�eriode 2T : il y a eu doublement de p�eriode ; le cycle limite p�ere (de p�eriodeT) est devenu instable (�g. 1.14).

Apr�es la bifurcation, le cycle limite �ls de p�eriode 2 s'�e loigne du cycle limite p�ere (devenu instable). L'espace
tangent �etudi�e est maintenant celui du cycle �ls (�g. 1.15 ).

L'ensemble des intersections sont regroup�ees au niveau des repliements. A chaque r�evolution de p�eriode
T, l'espace tangent subit une rotation d'un demi-tour (ces rotations sont mises en �evidence �gure 1.15.b).
Cependant, l'espace tangent d�ecrit une boucle et il existeune isotopie entre un simple tour et une con�guration
en boucle (�g. 1.16) [7]. Aussi la con�guration de l'espace tangent peut être ramen�ee �a une con�guration plus
simple (�g. 1.15.c) o�u l'ensemble des rotations est �evident : le nombre de torsion n� est �egal �a � 4.

Le cycle limite �ls de p�eriode 2 est donc pair apr�es sa naissance. L'apparition d'une valeur propre s'ache-
minant vers la valeur (-1) impose une nouvelle rotation d'un demi-tour �a l'espace tangent. Si le cycle limite
de p�eriode 1 voit son espace tangent devenir impair par l'adjonction d'une rotation d'un demi-tour n�egatif
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d x

d x2Tdx0 =

T

(a) M�ecanisme

Ancien cycle limite
de periode 1

devenu instable

Cycle limite de periode 1

Nouveau Cycle limite  
de periode 2

(b) Diagramme de bifurcation

Fig. 1.14 { Doublement de p�eriode.

(a) Espace tangent du
cycle limite �ls de p�eriode
2

-p
-p

(b) Mise en �evidence de la
boucle

-p
-p

-2p

(c) Evidence de la torsion lo-
cale de 2 tours

Fig. 1.15 { Rotation de l'espace tangent du cycle limite de p�eriode 2 : L (N2 ; N2) = � 4.

Isotopie

Fig. 1.16 { Isotopie entre une simple rotation d'un tour et une boucle
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(n� = � 1), il n'en est pas de même pour le cycle limite de p�eriode 2 :en e�et, il r�ecup�ere une parit�e impaire par
l'adjonction d'une rotation d'un demi-tour positif ( n� = +1). La torsion de l'espace tangent est alors �egale �a
N � = � 4 + 1 = � 3 (�g. 1.17). Le nombre de liaisons est �a nouveau impair. La parit�e du cycle limite est devenue
impaire permettant l'apparition d'une nouvelle bifurcati on.

Le processus se r�ep�ete alors sur le cycle limite de p�eriode 4 engendr�e par la bifurcation. De cela, il se d�egage
que l'op�eration du doublement de p�eriode ne peut apparâ�tre que sur des orbites p�eriodiques de parit�e impaire
[11].

Fig. 1.17 { Espace tangent du cycle limite de p�eriode 2 juste avant la bi furcation vers le cycle limite de p�eriode 4 : sa
parit�e est impaire.

Au doublement de p�eriode est associ�ee une variation de la parit�e des orbites p�eriodiques concern�ees. Lorsque
l'espace tangent se d�edouble, il est constitu�e den� nombre de tours o�u n� est impair. Aussi, lorsqu'il se d�edouble,
le nombre de torsions est doubl�e et devient �egal �a 2n� li�e au d�edoublement de l'espace tangent. A ce nombre
de torsions est ajout�e 2� par l'apparition d'une boucle suppl�ementaire qui engendre un tour suppl�ementaire.
Ainsi un nouveau cycle limite est-il pair juste apr�es la bifurcation. De mani�ere �a ce que les bifurcations de
doublement de p�eriode apparaissent successivement, une parit�e impaire est r�ecup�er�ee sous une variation du
param�etre de contrôle. Pour cela, l'espace tangent du cycle limite �ls subit �a nouveau une rotation de � . Au
cours de la cascade de doublements de p�eriode, le passage d'une parit�e paire �a une parit�e impaire du cycle limite
se r�ealise par l'adjonction d'une rotation alternativement �egale �a + � et � � . Cette particularit�e se retrouvera
ult�erieurement sur le m�ecanisme de r�eplication des s�equences symboliques.

A chaque bifurcation une valeur critique du param�etre de contrôle peut être mise en �evidence. Les valeurs
successivesa1; a2; a3 ; :::, associ�ees respectivement aux bifurcations de la p�eriode 1 �a 2, 2 �a 4, 4 �a 8, ..., v�eri�ent
la loi d'�echelle suivante :

� = lim
i !1

ai � ai � 1

ai +1 � ai
= 4 :6692016091029::: (1.21)

o�u � est une constante universelle mise en �evidence par M. J. Feigenbaum [5]. La loi d'�echelle pr�ec�edente se
traduit par des bifurcations successives qui apparaissent�a des valeurs ai de plus en plus proches les unes des
autres. Il apparâ�t un point d'accumulation o�u deux bifur cations successives ne sont plus distinguables (�g.
1.18). A ce point, il existe une in�nit�e d'orbites p�eriodi ques instables dont la p�eriode s'exprime sous la forme
2n T0 o�u T0 est la p�eriode du cycle limite g�en�erateur. Une trajectoi re chaotique (ap�eriodique) peut alors se
d�evelopper sur ce squelette d'orbites p�eriodiques.

1.3 Dynamique symbolique

A u del�a du point d'accumulation ( a; b; c) = (0 :386; 2; 4), l'in�nit�e d'orbites de p�eriode 2 n T0 est instable et le
comportement asymptotique de la trajectoire se d�eveloppesur un attracteur �etrange. Cet ensemble limite

se construit autour de la population d'orbites p�eriodiques instables qui en constitue le squelette. La trajectoire
est alors de p�eriode in�nie. De mani�ere pragmatique, nous disons qu'elle est ap�eriodique. Lorsque le param�etre
de contrôle augmente, cette trajectoire devient de plus enplus complexe. Nous introduirons une convention de
codi�cation des orbites p�eriodiques : la dynamique symbolique.
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Bifurcation de Hopf

Fig. 1.18 { Diagramme de bifurcation de la cascade du doublement de p�eriode.

1.3.1 Notion

Au del�a du point d'accumulation, la trajectoire se d�evelo ppe sur un attracteur �etrange (�g. 1.19) qui se
construit autour d'un point �xe (c'est �a dire un point o�u le syst�eme est au repos).

(a) Attracteur chaotique Partition

Fig. 1.19 { Comportement chaotique obtenu �a partir du syst�eme de R•os sler au del�a du point d'accumulation :
(a; b; c)=(0.398, 2, 4) b) la partition qui lui est associ�ee.

Cet attracteur peut être compris par l'interm�ediaire d'u n ruban �etir�e et repli�e sur lui même. L'�etirement ga-
rantit la sensibilit�e aux conditions intiales du comporte ment chaotique et le repliement est associ�e aux propri�et�es
de m�elange des trajectoires entre elles et au caract�ere born�e de l'attracteur. Une �etude topologique de ce ruban
permet de d�egager deux bandes aux caract�eristiques bien distinctes. La premi�ere est une bande toute simple
(de con�guration analogue �a une piste d'athl�etisme ; elle sera parfois appel�ee bande "stade") qui se d�eveloppe
autour du point �xe central F� (�g. 1.20.a). La codi�cation retenue pour cette bande sera la lettre "0". La
seconde, �a peine plus compliqu�ee, est un ruban de M�bius : elle s'enroule sur elle-même de mani�ere �a pr�esenter
une rotation d'un demi-tour (�g. 1.20.b). Cette seconde bande est cod�ee par la lettre "1". Remarquons que
cette distinction est bas�ee sur la caract�erisation topologique du ruban. En e�et, ces deux bandes extraites du
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ruban sont topologiquement di��erentes : le nombre de self-liaisons de ces bandes est respectivement de 0 et de
-1. Nous avons vu qu'au nombre de self-liaisons pouvait être associ�ee la parit�e. Ainsi, la lettre 0, d�epourvue de
toute torsion, est paire et la bande 1, nantie d'une torsion de � � , est impaire.

a) b)

Fig. 1.20 { Partition du ruban simplement pli�e de R•ossler : a) lettre 0 b) lettre 1

A l'aide de ces deux bandes nous avons r�ealis�e une partition de l'attracteur. Ainsi, toute trajectoire chaotique
(ap�eriodique) s'inscrivant sur cet attracteur sera constitu�ee d'une succession de r�evolutions sur la bande 0 et
sur la bande 1. De cette mani�ere, nous pouvons d�ecrire n'importe quelle trajectoire comme �etant une s�equence
de 0 et 1.

Nous dirons qu'une trajectoire est form�ee d'une s�equencede lettres qui constituent un mot. Par exemple la
s�equence symbolique

s = 0101101110010101100::: (1.22)

d�ecrit une trajectoire de l'attracteur. Les deux lettres 0 et 1 constituent l'alphabet de la dynamique symbolique,
c'est �a dire qu'�a chaque s�equence de 0 et de 1 il est associ�e une et une seule trajectoire. La connaissance de
s�equences symboliques est donc su�sante pour la caract�erisation du comportement dynamique du syst�eme.

Une telle description de la dynamique permet la pr�ediction de la population d'orbites p�eriodiques. En e�et,
une orbite p�eriodique est constitu�ee d'une s�equence se r�ep�etant ind�e�niment. Par exemple, une orbite de p�eriod e
3 sera d�ecrite par la s�equence :

s = 100100100100::: (1.23)

La puissance de la dynamique symbolique r�eside dans le faitqu'il ne peut exister sur l'attracteur qu'une
seule orbite p�eriodique cod�ee par la s�equence (100). De ce fait, les di��erentes combinaisons possibles des deux
lettres o�rent toutes les orbites p�eriodiques que peut, au plus, contenir un attracteur. A deux lettres, nous
obtenons la population d'orbites p�eriodiques r�epertori �ee dans le tableau 1.1 :

Nous pouvons alors être sûr qu'un attracteur d�ecrit par une dynamique symbolique �a deux lettres aura, au
plus, deux orbites de p�eriode 1 (c'est �a dire e�ectuant une seule r�evolution sur l'attracteur avant de repasser
par les mêmes points).

Bien sûr ces orbites p�eriodiques n'apparaissent pas toutes simultan�ement. Dans le cas du syst�eme de R•ossler,
apr�es le point d'accumulation seules quelques unes d'entre elles sont pr�esentes. Les autres apparaissent au fur
et �a mesure que le param�etre de contrôlea est augment�e (ceci sera �etudi�e au chapitre 2). Comme nousallons
le voir, l'�etude des orbites p�eriodiques se fait par l'int erm�ediaire d'une section de Poincar�e.
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p�eriode nombre codage
1 2 0

1
2 1 10
3 2 101

100
4 3 1011

1001
1000

5 6 10111
10110
10011
10010
10001
10000

Tab. 1.1 { Population d'orbites p�eriodiques d'un attracteur �a deux lettres

1.3.2 L'application de premier retour

Aspect th�eorique

On �etudie les orbites p�eriodiques par une m�ethode qui remonte �a Henri Poincar�e (cf. section 1.1). Celle-
ci consiste �a prendre, en un point q de l'orbite p�eriodique 
 consid�er�ee, un petit morceau d'hypersurface W
transverse �a 
 et �a consid�erer, pour chaque x 2 W , le premier point p(x) o�u l'orbite issue de x recoupeW : p est
l'application de Poincar�e. Le fait qu'on ait choisi W transverse �a 
 implique que p est bien d�e�nie au voisinage
du point q de W (on a �evidemment p(q) = q). Le destin de x se re
�ete dans ses passages successifs dansW :
: : : ; p� 1(p� 1(x)) ; p� 1(x); x; p(x); p(p(x)) ; : : : et la connaissance dep permet de reconstruire la dynamique au
voisinage de
 , tout au moins si l'on d�ecide de ne pas tenir compte des tempsde parcours entre deux travers�ees
successives.

Les applications de Poincar�e v�eri�ent la propri�et�e sui vante :

Propri�et�e 1 Deux applications de Poincar�e relatives �a la même orbite 
 sont topologiquement semblables.

Ainsi �a une isotopie pr�es, l'application de Poincar�e ne d �epend que de l'orbite 
 et non pas des choix auxiliaires
q et W [12].

Apr�es avoir reconstruit la dynamique au voisinage d'une orbite 
 , nous souhaitons connâ�tre l'application de
Poincar�e de l'ensemble de la population d'orbites p�eriodiques, c'est �a dire une connaissance globale du champ
de vecteurs.

Nous devons donc construire une hypersurfaceW 0 transverse �a l'ensemble des orbites p�eriodiques du 
ot
(� t ) associ�e au champ de vecteursf consid�er�e. Elle doit donc traverser l'ensemble du ruban. Cette hypersurface
globale W 0 doit r�epondre aux propri�et�es de l'hypersurface locales W d�e�nie pr�ecedemment, et ce, pour chaque
orbite p�eriodique. Nous pouvons ensuite construire une application de premier retour g deW 0 �a elle-même. Ainsi,
la connaissance des points: : : ; p� 1(p� 1(x)) ; p� 1(x); x; p(x); p(p(x)) ; : : : et de g nous permet de reconstruire la
dynamique globale du champ de vecteursf . Tout comme les applications locale de Poincar�e, l'application de
premier retour ne doit d�ependre que de la population d'orbites p�eriodiques et non pas du choix deW 0!

Approche num�erique

Pratiquement, un plan de Poincar�e (W 0) se d�e�nit par un plan transverse au 
ot � t auquel est associ�e un
sens de passage. Etudions les di��erentes possibilit�es o�ertes par le syst�eme de R•ossler (1.2).

Dans les cas les plus simples (faibles valeurs dea) chaque hyperplan convient (�g. 1.21.a). En d'autre cas
o�u le ruban est plus complexe (valeurs dea plus importantes), l'hyperplan choisi peut couper plusieurs fois
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le ruban (�g. 1.21.b). Il existe alors des orbites dont le nombre de points contenus dans l'hyperplanW 0 va
d�ependre du choix de ce dernier. L'application de Poincar�e d�ependra alors de l'hyperplan choisi. Pour rem�edier
�a cela, l'ensemble des points doit être restreint par une condition suppl�ementaire. Cette condition d�ependra de
la con�guration du ruban.

W1 W2
' '

(a) Cas simple : chaque hyperplan W 0
i permet la construction

d'une application de premier retour qui ne d�epend que de la p o-
pulation d'orbites p�eriodiques.

W1 W2' '

(b) Cas complexe : l'hyperplan W2 coupe deux fois le
ruban sur lequel s'inscrit le champ de vecteurs : l'ap-
plication de premier retour n'est donc pas topologique-
ment �equivalente �a celle de la section W 0

1 .

Fig. 1.21 { Di�cult�e du choix du plan de Poincar�e.

Illustrons ceci sur le syst�eme de R•ossler. Pour les param�etres de contrôle (a; b; c) = (0 :492; 2; 4), l'application
de premier retour de l'ensemble

Px =
�

(x; y; z) 2 R3jx =
c2 � (b2 � 4ac)1=2

2
;

@� 0

@x
> 0

�
(1.24)

�a lui-même est constitu�ee de trois branches monotones (�g. 1.22.b). Par contre l'application de premier retour
(d�etaill�ee dans la section suivante) dans l'ensemble

Py =
�

(x; y; z) 2 R3jy = �
c2 � (b2 � 4ac)1=2

2a
;

@� 0

@y
> 0

�
(1.25)

pr�esente un d�edoublement de sa structure (�g. 1.22.d) d�e j�a remarqu�e sur la section de Poincar�e (�g. 1.22.c).
Nous nous retrouvons dans le cas de la �gure 1.21.b. Certaines orbites p�eriodiques ne traversent pas le même

nombre de fois le planPx et le plan Py : l'un des deux est mal choisi. Une �etude approfondie pourrait montrer
que la p�eriode de chaque orbite est en accord avec le nombre de ses points p�eriodiques dans la sectionPx et
non dansPy . Dans la sectionPy certaines orbites p�eriodiques ont plus de points que ne le pr�edit leur p�eriode
(une orbite de p�eriode p doit avoir p points dans une section de Poincar�e). Le planPy doit donc être restreint.
Si th�eoriquement cette restriction est possible, des di�c ult�es num�eriques peuvent apparâ�tre.

En pratique, nous choisirons le plan o�rant une section de structure aussi simple que possible.

Partition de l'attracteur

Revenons �a un chaos faiblement d�evelopp�e a�n d'extraire toute l'information contenue dans une section de
Poincar�e. Rappellons qu'une section de Poincar�e est constitu�ee par l'ensemble des intersections d'une trajectoire
chaotique avec un plan qui lui est perpendiculaire. La courbe obtenue est donc constitu�ee point par point.
Lorsque ces points sont associ�es �a une orbite p�eriodique, ils seront appel�espoints p�eriodiques. Ainsi, une orbite
de p�eriode p est repr�esent�ee par p points p�eriodiques dans une section de Poincar�e.

A�n de construire l'application de premier retour de la section de Poincar�e �a elle-même, num�erotons chaque
point yi de la section de Poincar�e suivant leur ordre d'apparition. L'application faisant correspondre le point



1.3. DYNAMIQUE SYMBOLIQUE 35

±6 ±4 ±2 0
y

0.40

0.45

0.50

0.55

z

(a) Section de Poincar�e Px

0 ±2 ±4 ±6
y(i)

0

±2

±4

±6

y(
i+

1)

(b) Application de premier retour dans le plan Px .
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0 1 2 3 4
x(i)

0

1

2

3

4

x(
i+

1)

(d) Application de premier retour dans le plan Py .

Fig. 1.22 { Modi�cation de l'application de premier retour lorsque le p lan n'est pas choisi correctement. Le d�edoublement
pr�esent sur la section de Poincar�e se retrouve sur l'appli cation de premier retour.
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yi +1 avec son pr�ed�ec�esseur yi est trac�ee (�g. 1.23). Pour ( a; b; c) = (0 :43295; 2; 4), l'application de premier
retour dans le plan Px pr�esente deux branches monotones, une croissante et une d�ecroissante, s�epar�ees par un
maximum appel�e point critique (�g. 1.23).

0 ±2 ±4 ±6
y(i)

0

±2

±4

±6

y(
i+

1)

0 1

0

1

Fig. 1.23 { Application de premier retour d'une section de Poincar�e �a elle-même associ�ee �a l'attracteur de R•ossler : (a,
b, c)=(0.43295, 2, 4)

Ce point critique, en d�eterminant la s�eparatrice entre la bande 0 et la bande 1, d�etermine la partition du
ruban. La section de Poincar�e ne permet pas une d�etermination de ce point critique (�g. 1.24). Tracer cette
application, dite de premier retour, revient �a reconstruire la section de Poincar�e �a partir d 'une de ses coordonn�ees
(suivant le principe de la redondance de l'information au sein d'un syst�eme dynamique non-lin�eaire [13]). Une
construction g�eom�etrique simple permet de passer d'un point �a l'autre (�g. 1.23). L'application de premier
retour met bien en �evidence le point critique associ�e �a la coordonn�ee eny de la s�eparatrice qui est alors connue
avec pr�ecision.

0 ±2 ±4 ±6
y

0.55

0.51

0.47

0.43

z

Point critique

0

1

Fig. 1.24 { Section de Poincar�e Px de l'attracteur de R•ossler : (a, b, c)=(0.432, 2, 4)

La rotation d'un demi-tour associ�ee �a la bande 1 peut être retrouv�ee �a partir de cette application de premier
retour. Suivons l'�evolution de la premi�ere branche monotone correspondant �a la bande 0 (�g. 1.25.a). L'it�er�e
de chaque point de cette branche est construit �a l'aide de laconstruction g�eom�etrique pr�ec�edente. L'image de
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cette premi�ere branche sous une it�eration correspond �a l'ensemble de la courbe. Ainsi, entre deux intersections
successives avec le plan de Poincar�e (une r�evolution sur l'attracteur), la branche 0 est �etir�ee et r�einject�ee sur
toute la section de Poincar�e. De mani�ere identique, la bande 1 est �etir�ee de fa�con �a recouvrir toute la courbe,
mais cette fois l'arrangement des points est invers�e (�g. 1.25.b). Cette inversion est la signature de la rotation
de la bande 1 sur elle-même. De mani�ere g�en�erale, une branche monotone croissante pr�eserve l'ordre des points
et une branche monotone d�ecroissante le renverse.

a) b)

iteration iteration

Fig. 1.25 { Evolution des deux branches monotones de l'application de premier retour sous une it�eration : a) branche
0 et b) branche 1.

Une autre visualisation de ce processus d'�etirement et de repliement peut être construite �a l'aide du concept
de ruban. Celui-ci est divis�e en deux bandes (cf. Section 1.3.1). La bande 0 est �etir�ee et r�einject�ee sur l'ensemble
du ruban. La bande 1 est �etir�ee et r�einject�ee apr�es avoi r subi une torsion d'un demi-tour (�g. 1.26). La premi�ere
bande est donc paire et pr�eserve l'ordre des points, la seconde est impaire et inverse l'ordre des points.

protation de -

1 0

Fig. 1.26 { Etirement et repliement de l'attracteur de R•ossler sous la forme d'un graphe de ruban.

Ainsi du point de vue de la dynamique, toute l'information sur l'attracteur de R•ossler est contenue dans
l'application de premier retour.

1.3.3 Codage du doublement de p�eriode

L 'utilisation de la dynamique symbolique n'est th�eoriquement possible qu'en pr�esence d'orbites hyperboliques,
ce que ne sont pas les cycles limites lors des bifurcations o�u une valeur propre a un module �egal �a 1. Toutefois,

�a l'instar de beaucoup d'autres [14], nous ferons une extrapolation de cette technique �a ces cas par l'introduction
d'une pseudo-lettre.

Suivant la partition pr�ec�edente du ruban de R•ossler, le d oublement de p�eriode peut être d�ecrit par une suite
de s�equences symboliques. Etant donn�e que le premier cycle limite apparâ�t avec un espace tangent d�epourvu
de toute torsion, il doit être associ�e �a une branche monotone paire ; il est donc cod�e par la s�equence (0). Or
nous avons vu qu'un doublement de p�eriode ne survenait que lorsque la parit�e d'une orbite �etait impaire, ce
qui impose au cycle limite d'�evoluer vers la bande 1 pour retrouver une parit�e impaire. Du point de vue de la
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section de Poincar�e, cela veut dire que le point p�eriodique migre (il n'en existe qu'un seul pour un cycle limite
de p�eriode 1) de la branche croissante vers la branche d�ecroissante par le point critique. C'est cette migration
qui rend d�elicate la codi�cation de ces points p�eriodiques . Ils naissent sur la branche croissante et migrent
sur la branche d�ecroissante et vice-versa, alternativement. Toutefois leur codi�cation r�eelle correspond �a leur
position �a l'issue de leur migration. En e�et, c'est �a ce mo ment que le doublement de p�eriode se produit et
qu'ils deviennent instables. Les points p�eriodiques ne changeront plus de branches sur l'application de premier
retour : la dynamique symbolique peut alors leur être appliqu�ee.

Cependant au cours de ce chapitre, de mani�ere �a suivre cette migration des points voisins du point critique,
nous coderons les points p�eriodiques au cours de la cascadede doublements de p�eriode. Lorsque ces points
passeront par le point critique la pseudo-lettreC (dans la mesure o�u aucun comportement dynamique sp�eci�que
ne lui est associ�e, c'est �a dire qu'elle peut être associ�ee �a une lettre 0 ou �a une lettre 1) sera utilis�ee. Ceci nous
permettra de comprendre plus profond�ement le m�ecanisme du doublement de p�eriode. Le cycle limite de p�eriode
1 nâ�t avec la codi�cation (0). Le point p�eriodique migre p ar le point critique (s�equence (C)) vers la branche
d�ecroissante (s�equence (1)). Le cycle limite (1) est impair et peut se d�estabiliser par d�edoublement de p�eriode.
Son �ls, de p�eriode 2, est donc cod�e par la s�equence (11) : la s�equence est �a nouveau paire. Le point p�eriodique
voisin du point critique (les autres ne sont pas a�ect�es par le processus de migration) entreprend une migration
inverse �a celle e�ectu�ee par le cycle limite p�ere : il part de la branche d�ecroissante vers la branche croissante.
La s�equence symbolique du cycle limite de p�eriode 2 est successivement (11)! (1C) ! (10). A pr�esent impair,
le cycle limite peut se d�estabiliser : une nouvelle birfurcation intervient, et ainsi de suite... La cascade de
doublements de p�eriode est r�esum�ee ci-dessous (le tableau se lit de haut en bas et suivant les 
�eches) :

impair 1  C  0 pair p�eriode 1
pair 11 ! 1C ! 10 impair p�eriode 2

impair 1011  101C  1010 pair p�eriode 4
pair 10111011 ! 1011101C ! 10111010 impair p�eriode 8

L'�evolution du point p�eriodique cod�e par la lettre C peut être visualis�ee sur un graphe (�g. 1.27). Nous
constatons qu'alternativement le point p�eriodique du point critique �evolue de la bande 1 vers la bande 0 ou
r�eciproquement, de la bande 0 vers la bande 1. A chaque �evolution est associ�e un comportement di��erent du
point de vue des torsions de l'espace tangent. L'�evolutionde la bande 0 vers la bande 1 correspond �a l'apparition
d'une torsion suppl�ementaire d'un demi-tour. Au contrair e, l'�evolution de la bande 1 vers la bande 0 est associ�ee
�a la disparition d'une torsion locale d'un demi-tour. Une f ois le cycle limite devenu impair, la bifurcation se
produit, le cycle limite devient une orbite p�eriodique ins table. Sa s�equence symbolique n'�evoluera plus. Au
sein d'un attracteur chaotique au del�a du point d'accumulation, toutes les orbites p�eriodiques de la cascade de
doublements de p�eriode sont cod�ees par des s�equences symboliques impaires.

Sur cette base, un arbre g�en�ealogique peut être construit. Chaque lettre m�ere du cycle limite initial va
g�en�erer deux lettres �lles qui garderont le nom de leur m�e re sauf lorsque celle-ci s'appellera C. Du fait de sa
l�eg�eret�e, une m�ere C donne naissance �a deux �lles de noms di��erents : l'une s'appelera C et l'autre 0 si sa tante
s'appelle 1 (ou 1 si sa tante s'appelle 0). A la g�en�eration suivante, la �lle C donnera naissance �a deux petite-�lles,
une C et une 1 (ou 0). La seconde �lle 0 donnera naissance �a deux petite-�lles 0. L'arbre g�en�ealogique de cette
grande famille est repr�esent�e �gure 1.28.

A chaque g�en�eration, deux s�urs de noms di��erents naisse nt. Alternativement, une �lle C a une s�ur de
nom 1 ou 0. Nous remarquons que les trois noms n'apparaissentqu'�a la troisi�eme g�en�eration, c'est �a dire pour
le cycle limite de p�eriode 4. Cette particularit�e aura des r�epercussions dans la self-similarit�e de la cascade de
doublements de p�eriode (trait�ee dans la Section 1.4.3). Nous savons maintenant pr�edire le nombre de points
p�eriodiques cod�es respectivement par les lettres 0, C et 1. Ceci dit, nous ne sommes pas encore capable de
pr�edire leur localisation dans une section de Poincar�e. Pour cela nous devrons avoir recours aux tresses.
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Fig. 1.27 { Evolution des points p�eriodiques cod�es par la lettre C
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Fig. 1.28 { Arbre g�en�ealogique de la cascade de doublements de p�eriode.
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1.4 Les "tresses"

L a cascade de doublements de p�eriode correspond �a un m�ecanisme qui engendre des orbites p�eriodiques
qui sont toutes instables au del�a du point d'accumulation. Nous avons obtenu une codi�cation de chacune

d'entre elles par l'utilisation d'une dynamique symbolique. Celle-ci repose sur une partition de l'attracteur qui
se d�eveloppe au del�a du point d'accumulation de la cascade. Cette d�ecomposition de l'attracteur est bas�ee sur
des crit�eres topologiques et sur l'application de premierretour. Suivant les propri�et�es de chacune des bandes
nous pourrons obtenir la localisation relative des points p�eriodiques au sein de l'attracteur. De l�a les tresses
repr�esentatives des orbites p�eriodiques seront dress�ees.

1.4.1 Les patrons

Nous avons vu (Section 1.3.2) que l'�etirement et le repliement de l'attracteur pouvaient être vus sous la forme
d'un graphe de ruban. Ce concept d�ecoule des travaux de J. S.Birman et R. F. Williams [15]. Au d�ebut

des ann�ees 80, l'extraction num�erique des orbites p�eriodiques d'un 
ot � t : R3 ! R3 (t 2 R) d�e�ni par un
syst�eme d'�equations di��erentielles ordinaires n'est p as ais�ee. Aussi une approche indirecte se r�ev�ele n�ecessaire et
est introduite par R. F. Williams : il cherche une structure r elative au 
ot � t dansR3 qui lui permet de projeter
les orbites p�eriodiques sur un sous-ensemble bidimensionnel de R3. Cette "vari�et�e rami��ee" o�re la possibilit�e
de d�ecrire les orbites p�eriodiques par l'interm�ediaire d'une application de Poincar�e. Elle correspond au concept
de ruban introduit par O. E. R•ossler [16] pour d�ecrire son syst�eme. Avec les invariants topologiques tels que les
nombres de rotations, H. G. Solari et R. Gilmore [17] montrent qu'il est possible de d�eterminer l'�equivalence
de deux attracteurs. Accompagn�es de G. B. Mindlin, X. J. Hou et N. B. Tu�llaro [18], ils construisent une vue
synth�etique qui prend en compte le nombre de rotations locales de la vari�et�e rami��ee de R. F. Willians [19] : le
patron (template).

Un patron peut être vu comme l'union d'un graphe de rubanet d'un graphe de jonction permettant la
connection entre les deux extr�emit�es du graphe de ruban. Dans le cas du ruban simplement pli�e de R•ossler le
patron est obtenu par l'union du graphe de ruban propos�e Section 1.3.2 et d'une simple bande (�g. 1.29.a).

(a) Patron du syst�eme de R•ossler
(a; b; c) = (0 :43295; 2; 4)

? ?

(b) Absence d'unicit�e d'une trajectoire inverse au
niveau de la ligne de rami�cation

Fig. 1.29 { Construction d'un patron du syst�eme de R•ossler .

Au patron est associ�e un semi-
ot � t . En e�et, � t ne peut être un 
ot, car en inversant le temps, une orbite
peut avoir deux futurs au niveau de la ligne de rami�cation (� g. 1.29.b). Les propri�et�es du patron ont �et�e
d�ecrites par un th�eor�eme de J. S. Birman et R. F. Williams [ 20] :
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Th�eor�eme 1 Soit un 
ot � t sur une vari�et�e tridimensionnelle M poss�edant une struc ture hyperbolique sur
un ensemble de châ�nes r�ecurrentes, il existe une vari�et�e rami��ee bidimensionnelle H associ�ee �a un semi-
ot
� t ; t > 0; sur H plong�ee dans M telle que les orbites p�eriodiques de� t correspondent de mani�ere injective
(�a quelques exceptions sp�eci�ques pr�es) �a celles de� t . Sur tout sous-ensemble �ni d'orbites p�eriodiques, la
correspondance peut être faite par l'interm�ediaire d'une isotopie.

De cet objet, nous sommes capable d'extraire la localisation relative des orbites p�eriodiques. Pour cela,
prenons le graphe de ruban associ�e au syst�eme de R•ossler (�g. 1.30). Chacune des bandes est r�einject�ee sur
l'ensemble du ruban au niveau de la ligne de rami�cation. Aussi, apr�es un tour sur le patron, chaque bande
se verra r�einject�ee �a la fois en elle-même et dans la seconde bande. De cette mani�ere, chaque bande peut être
divis�ee en deux parties associ�ees respectivement �a une r�einjection dans la bande 0 et une r�einjection dans la
bande 1 (�g. 1.30).

0 1 1 0

1 0

Fig. 1.30 { Division de chaque bande en deux sous-bandes associ�ees respectivement �a une r�einjection dans la bande 0
et la bande 1 (gris�ee).

Nous pouvons d�ej�a remarquer que, lors de la r�einjection, la bande 0 pr�eserve l'ordre des bandes et que la
bande 1, en raison de sa torsion locale, les inverse. Si nous poursuivons cette subdivision des bandes, chaque
sous-bande peut être �a nouveau subdivis�ee : chaque "sous-sous-bande" obtenue correspond �a un futur bien
d�etermin�e pour toute trajectoire qui la visite (�g. 1.31) . Ainsi la "bandelette" la plus �a gauche a un futur cod�e
par la s�equence (100) ; la plus �a droite (000), et caetera.

Plus une bande est subdivis�ee, mieux est connu son futur. A l'aide de la subdivision r�ealis�ee �gure 1.31 nous
pouvons, par exemple, pr�edire les positions relatives desorbites de p�eriode 3 et de p�eriode 1. Nous donnons un
exemple avec les orbites p�eriodiques cod�ees par les s�equences (100) et (1) (�g. 1.32).

L'indexation des subdivisions r�epond �a une r�egle de r�ecurrence tr�es simple [21]. Rappelons que la bande d'un
patron pr�eserve l'orientation si le nombre de torsions locales (nombre de demi-tours sur elle-même) est un entier
pair. Elle inverse l'orientation si le nombre de torsions locales est impair. Un arbre de localisation peut alors
être construit. A la premi�ere g�en�eration ( n = 1), les noms symboliques des bandes sont �ecrits dans l'ordre �x�e
par le patron (1, 0 pour celui de R•ossler). La seconde g�en�eration ( n = 2) est obtenue par lecture (de gauche �a
droite) de la premi�ere g�en�eration de l'arbre et du report en accord avec la r�egle d'orientation associ�ee �a chaque
bande : si la i �eme bande du patron pr�eserve l'orientation alors les noms symboliques sont �ecrits suivant l'ordre
de la lecture (1, 0 pour la bande 0) ; si elle inverse l'ordre alors l'�ecriture se fait suivant l'ordre inverse de lecture
(0, 1 pour la bande 1). Ainsi la n + 1 �eme g�en�eration est obtenue �a partir de la n �eme suivant la r�egle pr�ec�edente.
Nous obtenons alors l'arbre de localisation des points p�eriodiques (�g. 1.33).

Deux orbites de p�eriodes respectivesn1 et n2 (n1 6= n2) pourront être localis�ees relativement l'une �a
l'autre en d�eveloppant su�samment l'arbre. Une orbite pou rra être reconstitu�ee en suivant ses di��erents points
p�eriodiques : dans l'exemple de l'orbite cod�ee par (100),la trajectoire suit le chemin (100) ! (001) ! (010) !
(100).
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0 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0

1 1 00

1 0

Fig. 1.31 { Division de chaque bande en quatre sous-bandes associ�ees aux quatre futurs possibles (00), (01), (11) et
(10).

0
0

10
1
01

0
0 1 0

Fig. 1.32 { Position relative des orbites p�eriodiques cod�ees par les s�equences (100) et (1).
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Fig. 1.33 { Arbre de localisation des points p�eriodiques

1.4.2 Les tresses

Nous sommes maintenant en mesure de construire la projectionde toute orbite p�eriodique sur le patron.
Ainsi l'orbite de p�eriode 2 cod�ee par la s�equence (10) de la cascade de doublements de p�eriode peut être

repr�esent�ee par le n�ud de la �gure 1.34 :

1 0

01

0

0

1

1

b)a)

Fig. 1.34 { a) N�ud repr�esentatif de l'orbite de p�eriode 2 cod�ee par ( 10) et b) la tresse qui lui est associ�ee

Le th�eor�eme d'Alexander [25] stipule que tout lien orient �e peut être repr�esent�e par une tresse(braid). Une
tresse g�eom�etrique est construite entre deux lignes horizontales avec une base den points p�eriodiques relatifs �a
une orbite de p�eriode n. La repr�esentation d'un n�ud par une tresse n'est pas uniqu e et �a une tresse peuvent
être associ�es deux n�uds di��erents. En e�et, l'invarian t de J. Alexander, une expression alg�ebrique, ne permet
pas de distinguer cat�egoriquement deux n�uds : deux n�uds d ont les polynômes d'Alexander di��erent sont
distincts, malheureusement, l'�egalit�e des polynômes d'Alexander ne prouve pas que les n�uds correspondants
sont �equivalents.

Une tresse peut être d�ecompos�ee en une succession de croisements de cordes. Cela permet une �etude
alg�ebrique par le groupe des tresses [21]. La base de pointsdes deux lignes horizontales est num�erot�ee de
la gauche vers la droite. Une intersection entre deux cordespeut être d�e�nie par un op�erateur bi : il repr�esente
le fait que la corde issue dui �eme point de la base sup�erieure est connect�ee aui + 1 �eme point de la base inf�erieure
en passant par dessus la corde issue dui + 1 �eme point et connect�ee au i �eme point de la base inf�erieure (�g.
1.35.a). L'op�erateur inverse b� 1

i est naturellement d�e�ni par une intersection dans l'autre sens (�g. 1.35.b).
Deux tresses sont �equivalentes si elles peuvent être d�eduites l'une de l'autre �a l'aide des trois relations

suivantes [22] :

8
>>>><

>>>>:

bi bj = bj bi si ji � j j � 2

bi bi +1 bi = bi +1 bi bi +1

bi b
� 1
i = I

(1.26)
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1 i 1 i

bi bi
-1a) b)

i+1 i+1

Fig. 1.35 { Op�erateur d'intersection : a) bi , croisement droit et b) b� 1
i , croisement gauche

Un exemple de deux tresses �equivalentes au n�ud repr�esentatif de l'orbite de p�eriode 4 cod�ee par la s�equence
(1011) de la cascade de doublements de p�eriode est donn�e �gure 1.36. Nous laissons au lecteur le plaisir de la
d�emonstration de leur �equivalence.

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

b2
-1

b2
-1

b2
-1

b2
-1

b
-1
1

b
-1
1

b3
-1

b3
-1

b3
-1

b
-1
1

a) b) c)

Fig. 1.36 { a) et b) : deux tresses �equivalentes (orbite de p�eriode 4 de la cascade de doublements de p�eriode) et c) n�ud
d�e�ni par les tresses �equivalentes

Par la suite, nous n'utiliserons pas cette alg�ebre. Par souci de clart�e, nous choisissons de num�eroter les points
suivant leur ordre de visite par l'orbite p�eriodique en choisissant le point le plus �a l'ext�erieur de l'attracteur
comme �etant le premier (voir chapitre 2). Nous pensons qu'ainsi il est plus ais�e de suivre le d�eroulement d'une
orbite p�eriodique. Chaque corde de la tresse relie lei �eme point p�eriodique de la base sup�erieure au i + 1 �eme

point de la base inf�erieure dans la num�erotation choisie (�g. 1.37). Suivant la th�eorie des tresses, au plus deux
cordes se croisent �a la fois. Les tresses des orbites de p�eriode 1 �a 16 sont repr�esent�ees �gure 1.37.

1.4.3 Self-similarit�e du doublement de p�eriode

Structure self-similaire

A�n de d�ecrire le m�ecanisme du doublement de p�eriode, nous avons dû utiliser deux lettres symboliques 0 et
1 associ�ees �a une pseudo-lettre C. Ces trois symboles, pr�esent uniquement �a partir de la p�eriode 4 (voir colonne
centrale du r�ecapitulatif encadr�e page 45) d�eterminent trois classes de cordes sur les tresses repr�esentatives des
cycles limites apparaissant successivement dans la cascade de doublement de p�eriode. Ces trois classes sont
arrang�ees relativement suivant l'organisation de l'application de premier retour (�g. 1.38).

La classe 0, situ�ee �a l'extr�emit�e gauche de l'applicati on de premier retour, est repr�esentative de la bande
0. Chaque corde de cette classe est reli�ee �a la base inf�erieure sans intersection avec une autre corde de sa
classe. Tout point p�eriodique de cette classe a pour ancêtre (de la g�en�eration de la p�eriode 4) un 0. La classe
1, situ�ee �a l'extr�emit�e de la branche d�ecroissante de l 'application de premier retour est repr�esentative de la
bande 1. L'ensemble des points p�eriodiques de la base sup�erieure appartenant �a cette classe est reli�e �a la base
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1

1

1 9 2513 1410687 15 161211 3 4

1 9 2513 1410687 15 161211 3 4

1 23 4

1 23 4

21 5 687 3 4

21 5 687 3 4

1 2

1 2

Fig. 1.37 { Tresses repr�esentatives des orbites de p�eriode de 1 �a 16 de la cascade de doublements de p�eriode : la tresse
de l'orbite de p�eriode 4 est retrouv�ee au sein de celle de l' orbite de p�eriode 16.
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Fig. 1.38 { Arrangement relatif des trois classes de points p�eriodiqu es des cycles limites de la cascade de doublements
de p�eriode.

inf�erieure de telle mani�ere que l'ordre des points se trouve renvers�e. Ainsi, l'ensemble de cette classe des cordes
s'enroule sur lui-même. Ces points p�eriodiques ont pour ancêtre (de la g�en�eration de la p�eriode 4) un 1. La
derni�ere classe C, repr�esentative du voisinage du point critique et associ�ee aux migrations, est imbriqu�ee entre
les deux premi�eres. Tout point p�eriodique de cette classea un ancêtre C (g�en�eration de la p�eriode 4). A elle
seule, cette classe peut être d�ecrite en trois sous-classes : une sous-classe 0, une 1 et uneC ! En e�et, si nous
suivons l'�evolution de la classeC �a partir de la p�eriode 4 (�g. 1.28) de g�en�eration en g�en� eration, nous d�egageons
successivement deux sous-classes, 1 etC (p�eriode 8), puis �a nouveau trois sous-classes, 0, 1 etC (p�eriode 16).
En d'autres termes, la classeC donne, �a elle seule, naissance aux trois types de comportement associ�es �a chaque
classe. C'est de cette propri�et�e que provient la structure self-similaire de la cascade de doublements de p�eriode.
De ce fait la tresse repr�esentative de la classeC de l'orbite de p�eriode 16 est identique �a la tresse compl�ete de
l'orbite de p�eriode 4.

Renormalisation

Il existe une autre m�ethode pour mettre en �evidence la propri�et�e de self-similarit�e : la renormalisation.
Cette technique est bas�ee sur l'�etude de la s�equence symbolique associ�ee �a la trajectoire p�eriodique issue du

point critique. Cette s�equence symbolique est appel�ees�equence principale. Tous les cyles limites issus du point
critique sont dits superstables[23]. Lorsqu'il nâ�t, le cycle limite de p�eriode 1 de la cascade de doublements de
p�eriode est obtenu par it�eration du point critique sur l'a pplication de premier retour. Nous avons choisi de le
coder par la pseudo-lettreC. A�n d'obtenir la s�equence du cycle limite superstable de p�eriode 2n , nous copions
deux fois las�equence principalede l'orbite superstable de p�eriode 2n � 1, et, dans une des copies nous rempla�cons
la pseudo-lettre C par la lettre 0 ou 1 alternativement. Nous obtenons la suite de s�equence suivante :

8
>>>><

>>>>:

C 20

�1C 21

1�01C 22

101�1101C 23

1011101�01011101C 24
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o�u les lettres �1 et �0 d�esignent les �lles de la lettre C qui ne portent pas le nom de leur m�ere. Nous retrouvons
l'alternance des 0 et 1.

I. Procaccia, S. Thomae et C. Tresser [14] montrent que de nouvelles lettres, ou hyperlettres, peuvent
être d�e�nies. Etant donn�e que ces s�equences symboliques d�esignent des cycles limites issus d'une cascade de
doublement de p�eriode, ils regroupent les lettres par blocs de 2 et codent ces derniers en fonction de leur parit�e :
le bloc (10) est impair et est renormalis�e par la lettre impaire 1, le bloc (11) pair, par la lettre paire 0 et le
pseudo-bloc (1C) par la pseudo-lettreC. Il est �a noter que les blocs (00) ou (0C) n'apparaissent pasau sein de
la cascade de doublements de p�eriode. Ils ont ainsi appliqu�e une technique de renormalisation. Cette technique
est similaire �a celle appliqu�ee aux blocs de spin dans le contexte des groupes de renormalisation des ph�enom�enes
critiques [24].

Prenons par exemple, le cycle limite de p�eriode 16 cod�e parla s�equence

101110101011101C

Appliquons la transformation de renormalisation TR suivante [14] :
8
<

:

10 ! 1
1C ! C
11 ! 0

(1.27)

�a ce cycle limite, nous obtenons la s�equence suivante :

1011101C

qui correspond �a la s�equence du cycle limite de p�eriode 8.R�eit�erons le processus et la s�equence du cycle limite
de p�eriode 4 est alors obtenue

101C

De cette mani�ere, nous trouvons que la s�equence principale pr�esente pour toute valeur du param�etre de contrôle
a, durant la cascade de doublement de p�eriode, est invariante sous la transformation de renormalisation.

Ceci signi�e que les propri�et�es topologiques du cycle limite de p�eriode 4 sont identiques �a celles du cycle
limite de p�eriode 16 ou �a celles de n'importe quelle autre p�eriode 2n . Il y a invariance d'�echelle de ces propri�et�es.
Ceci est une autre mani�ere de justi�er l'existence d'une loi d'�echelle au sein de la cascade de doublements de
p�eriode.

1.5 Conclusion

A travers la cascade de doublements de p�eriode, nous avons introduit les principaux concepts de la ca-
ract�erisation dynamique d'un attracteur. Pr�ecisons que la construction d'une dynamique symbolique permet

d'�etablir une �equivalence entre la topologie et la caract�erisation du comportement dynamique du syst�eme. Au
cours de ce chapitre, l'attention a �et�e port�ee sur l'int� erêt de la description topologique par l'interm�ediaire des
nombres de self-rotations.

Le concept de patron a �egalement �et�e introduit. Il nous re ste �a illustrer plus largement cette sch�ematisation
de l'attracteur par la caract�erisation syst�ematique des attracteurs chaotiques g�en�er�es par le syst�eme de R•ossler
pour di��erentes valeurs des param�etres de contrôle.

L'ordre du chaos va ainsi être mis en �evidence et l'organisation des di��erentes orbites p�eriodiques de l'at-
tracteur codi��ee. Cette �etape sera un v�eritable pas vers l'analyse d'un comportement dynamique aussi complexe
que celui d'un attracteur chaotique.
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Chapitre 2

Le syst�eme de R•ossler

2.1 Introduction

I l y a un si�ecle, Henri Poincar�e remarque que la compr�ehension profonde d'un syst�eme dynamique est li�ee
�a l'identi�cation de ses orbites p�eriodiques instables [1]. En 1963, Edward N. Lorenz propose son mod�ele

simpli��e de la convection [2]. L'av�enement des ordinateu rs lui permet d'int�egrer son syst�eme et d'en visualiser
les trajectoires dans l'espace des �etats. Depuis, des comportements chaotiques ont �et�e d�ecel�es dans de nom-
breux syst�emes dynamiques et l'extraction des orbites p�eriodiques instables est devenue une r�ealit�e. Aussi la
caract�erisation des attracteurs �etranges est devenue unenjeu important de la dynamique des syst�emes.

Il existe actuellement deux approches principales pour comprendre le comportement chaotique d'un syst�eme
dynamique : l'approche m�etrique et l'approche topologique. L'approche m�etrique est bas�ee sur l'�etude des
distances entre les points de l'attracteur �etrange. Il estalors usuel de calculer les exposants de Lyapunov [3], les
dimensions [4], etc. En r�egle g�en�erale, ces calculs requi�erent de grands ensembles de donn�ees, sont gourmands
en temps de calcul et sont peu �ables devant la pr�esence de bruit. L'approche topologique est plus r�ecente. Elle
est bas�ee sur l'observation de deux m�ecanismes responsables de la cr�eation d'un attracteur �etrange : l'�etirement
et le repliement. Le ph�enom�ene d'�etirement, qui impliqu e la divergence de trajectoires initialement proches
dans l'espace des �etats, est responsable de la sensibilit�e aux conditions initiales. Le repliement, qui pr�eserve
la trajectoire d'une �ejection hors d'un domaine born�e de l 'espace des �etats, est responsable du ph�enom�ene de
r�ecurrence caract�eristique du comportement chaotique. Ces deux m�ecanismes organisent l'attracteur �etrange
de mani�ere unique autour du squelette d'orbites p�eriodiques [5]. Cela signi�e que si nous pouvons d�eterminer
l'architecture des orbites p�eriodiques, nous pouvons identi�er les m�ecanismes d'�etirements et de repliements.
Cette identi�cation est topologique et est donn�ee par un ensemble d'entiers [6] qui est robuste face au bruit [7].

Cependant l'attracteur de Lorenz poss�ede une sym�etrie axiale, ce qui en complique singuli�erement la ca-
ract�erisation. D�es 1976, O. E. R•ossler pressent que cette sym�etrie constitue un probl�eme. Aussi, soucieux de
simpli�er l'�etude des syst�emes chaotiques, il cr�ee un ru ban d�epourvu de sym�etrie et g�en�erant un comporte-
ment chaotique analogue �a celui observ�e pour le syst�eme de Lorenz. Il propose alors un syst�eme d'�equations
di��erentielles [8] v�eri�ant ces propri�et�es :

8
>>><

>>>:

_x = � y � z

_y = x + ay

_z = b+ z(x � c)

(2.1)

L'attracteur chaotique g�en�er�e par ce syst�eme est repr�esent�e d�epourvu de ses transitoires �gure 2.1. Cet
attracteur obtenu pour les param�etres (a; b; c) = (0 :398; 2; 4) est appel�e par O. E. R•ossler lui-même ruban
simplement pli�e. Ce syst�eme poss�ede deux points �xes de coordonn�ees :
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Fig. 2.1 { Ruban simplement pli�e propos�e par O. E. R•ossler : ( a; b; c)=(0.398,2,4).

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

x � =
c � (c2 � 4ab)1=2

2

y� = �
c � (c2 � 4ab)1=2

2a

z� =
c � (c2 � 4ab)1=2

2a

(2.2)

Les trajectoires sont organis�ees par ces deux points �xes auxquels peuvent être associ�es deux vortex (�g. 2.2).
Alors que l'un, F� de coordonn�ees (x � ; y� ; z� ), est au centre de l'attracteur et pilote la divergence en spirale,
l'autre, F+ de coordonn�ees (x+ ; y+ ; z+ ), en est relativement �eloign�e et gouverne le repliement de l'attracteur
sur lui même (�g. 2.2). Le point �xe F+ d�e�nit un plan s�eparateur qui d�elimite le bassin d'attra ction. Toute
trajectoire en de�c�a du plan contenant F+ est asymptotiquement attir�ee vers l'attracteur. Au contr aire, toute
trajectoire au del�a de ce plan est irr�em�ediablement �eje ct�ee �a l'in�ni [9].

F-

F+

Fig. 2.2 { Structure des points �xes du syst�eme de R•ossler : au point F� est associ�ee la divergence en spirale des
trajectoires et au point F+ correspond le vortex qui con�ne les trajectoires sur un attr acteur born�e dans l'espace des
phases. Le plan contenant le point �xe F+ est associ�e �a un plan s�eparateur du bassin d'attraction ; au del�a les trajectoires
divergent �a l'in�ni.

Ainsi, O. E. R•ossler fut capable d'extraire les structures attractives asym�etriques simples de l'attracteur de
Lorenz. Ce syst�eme autonome (ne d�ependant pas du temps) poss�ede seulement un terme non-lin�eaire, le produit
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des deux variablesx et z dans la troisi�eme �equation. Consid�erons tout d'abord le s deux premi�eres �equations.
Nous supposons quez est n�egligeable. Le sous-syst�eme

8
>><

>>:

_x = � y

_y = x + ay
(2.3)

pr�esente un point �xe instable, c'est �a dire que, dans le plan (x; y), les trajectoires s'en �eloignent en spirale.
Cette divergence des trajectoires est le premier ingr�edient de l'action de m�elange du chaos.

En fait, la divergence est contenue dans le sous-syst�eme lin�eaire dont les trois �equations se r�esument �a :

8
>>><

>>>:

_x = � y � z

_y = x + ay

_z = b� cz

(2.4)

Dans ce cas, la divergence des trajectoires sera purement etsimplement continue : les trajectoires divergeront
�a une distance in�nie de l'origine. A�n de con�ner la diverg ence dans un attracteur �ni, le terme non-lin�eaire
est requis. La constantec dans la troisi�eme �equation du syst�eme (2.1) agit comme un seuil de transition au
repliement non-lin�eaire. Consid�erons la troisi�eme �eq uation seule ; quand la valeur dex est inf�erieure �a la constante
c, le coe�cient de z est n�egatif, et le sous-syst�emez est stable, tendant �a restituer z �a une valeur proche de

�
b

x � c
. De quelque mani�ere, six devait exc�eder c, alors z apparâ�trait dans la troisi�eme �equation multipli�e

par un facteur positif et la restitution pr�ec�edente du sou s-syst�eme z divergerait. Choisir b sup�erieur �a 0 assure
que cette divergence sera dans la direction desz positifs [9].

Une trajectoire en spirale se r�epand dans un plan proche et parall�ele au plan (x; y). Quand x devient
su�samment grand, la trajectoire transite sur le sous-syst�eme z. Une fois z su�samment grand, le terme z de
la premi�ere �equation entre en jeu et _x devient grand et n�egatif, renvoyant la trajectoire sur des x plus faibles.
Finalement x d�ecroit sous c, la variable z s'e�ace d'elle-même et la trajectoire se retrouve une nouvelle fois dans
le plan (x; y). Par la r�einjection des z dans l'�equation _x, les trajectoires sont m�elang�ees et r�eins�er�ees repli�ees
sur elles-mêmes, pr�es de l'origine o�u elles commencent une nouvelle spirale.

Un tel syst�eme a une richesse de comportement insoup�conn�ee. Ainsi, sous des variations des param�etres
de contrôle, le comportement asymptotique du syst�eme de R•ossler peut être un cycle limite ou un attracteur
�etrange plus ou moins complexe. Ce syst�eme permit �a O. E. R•ossler de mod�eliser des syst�emes chimiques. De
tels syst�emes sont souvent gouvern�es par des r�eactions �a plusieurs esp�eces dont les di��erentes �echelles de temps
peuvent s'�etaler sur plusieurs ordres de grandeur. Ces multiples �echelles de temps r�esultent de vari�et�es "lentes "
dans l'espace des �etats o�u les trajectoires sont asymptotiquement con�n�ees. En 1976, O. E. R•ossler [24] sugg�ere
une interpr�etation intuitive du chaos chimique.

Son approche voit le 
ot comme une vari�et�e pliss�ee contin uement r�einject�ee au voisinage d'un point �xe
instable. Il suppose que la dynamique s'inscrit sur une surface (un ruban). Dans des cas tr�es particuliers, la
trajectoire peut être r�einject�ee exactement sur le point �xe instable. Nous sommes alors en pr�esence d'une
trajectoire homocline : ces trajectoires seront �etudi�ees au cours de ce chapitre. Nous avons vu que la route vers
le chaos de ce syst�eme �etait le sc�enario de doublements dep�eriode [10] (chapitre 1). Nous nous proposons main-
tenant d'�etudier et de caract�eriser les di��erents attra cteurs apparaissant sur la ligne de l'espace des param�etres
d�e�nie par ( a; b; c) = (variable ; 2; 4). Pour cela, les applications de premier retour et les patrons seront largement
utilis�es a�n de tirer parti de la puissance de la caract�eri sation topologique.

2.2 Le ruban simplement pli�e

L e ruban simplement pli�e propos�e par O. E. R•ossler correspond �a la con�guration topologique la plus simple
que peut adopter un attracteur �etrange. La partition g�en� eratrice de cet attracteur, bas�ee sur une divi-

sion de l'attracteur en bandes aux caract�eristiques bien distinctes, d�e�nit deux r�egions de l'espace des phases
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sur lesquelles est construite une dynamique symbolique. Cette partition est obtenue �a l'aide d'une applica-
tion de premier retour. Chaque r�egion sera alors caract�eris�ee par ses propri�et�es topologiques. En�n le patron,
repr�esentation synth�etique de l'attracteur, sera dress�e : il regroupe toutes les propri�et�es topologiques du ruban
simplement pli�e. Au cours de cette section, nous d�etaillerons l'ensemble de cette proc�edure.

2.2.1 Partition du ruban

I d�ealement, une application de Poincar�e se d�e�nit au vois inage d'une orbite p�eriodique � d'un 
ot � (t) plong�e
dans IR n g�en�er�e par un champ de vecteurs non-lin�eaire f . Une section � � IR n d'intersection locale, de

dimension n � 1, constitue une hypersurface qui est telle que le 
ot lui soit toujours transverse. Ceci est r�ealis�e
par la condition f (x):n(x) 6= 0 pour tout x 2 �, o�u n( x) est le vecteur unitaire normal �a � en x [11].

Num�eriquement, un plan de Poincar�e est d�e�ni approximat ivement perpendiculaire au 
ot � t . Suivant l'�etude
r�ealis�ee au chapitre pr�ec�edent, nous choisissons le plan contenant le point �xe central F� et de coordonn�ee
x = x � . La section est alors constitu�ee par l'ensemblePx d�e�ni par

Px =
�

(x; y; z) 2 R3jx = x � ;
@�0(x; y; z)

@x
> 0

�
(2.5)

La section de Poincar�e Px est tr�es proche d'une courbe : nous sommes alors assur�e d'une application de
premier retour permettant une caract�erisation ais�ee (cf . Chapitre pr�ec�edent). L'application de premier retour
de l'ensemblePx �a lui-même est repr�esent�ee �gure 2.3. Elle est constitu�ee de deux branches monotones (une
croissante et une d�ecroissante) s�epar�ees par un point critique yc d�e�nissant une partition de l'attracteur.

±1.5 ±2.5 ±3.5 ±4.5 ±5.5
y(i)

±1.5

±2.5

±3.5

±4.5

±5.5

y(
i+

1)

0 1yc

a

b

Fig. 2.3 { Application de premier retour du syst�eme de R•ossler comma nd�e par les param�etres (a,b,c)=(0.398,2,4) :
10000 intersections sont utilis�ees.

Les orbites p�eriodiques sont ensuite extraites selon la m�ethode propos�ee par P. Dutertre [12] et cod�ees �a
l'aide de la dynamique symbolique suivante :

�
0 si � < y < y c

1 si yc < y < �
(2.6)

o�u yc = � 3:16. La population d'orbites p�eriodiques obtenue par cette m�ethode est report�ee dans le tableau
2.1. Seules les coordonn�ees eny et z sont donn�ees : la coordonn�ee enx �etant toujours �egale �a x � (la recherche
s'e�ectue dans la sectionPx ). Aucune orbite de p�eriodes 3 et 5 n'existe sur cet attracteur. La population d'orbites
p�eriodiques ne contient pas toutes celles qui sont pr�edites par la dynamique symbolique �a deux lettres : une
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Tab. 2.1 { Population d'orbites p�eriodiques instables de l'attract eur de R•ossler command�e par les param�etres
(a; b; c)=(0.398,2,4) : la dynamique symbolique est �elagu�ee.

p�eriode nombre coordonn�ee en y coordonn�ee en z s�equence apparition

1 1 -4.148665907291 0.44743511462048 1 2
2 1 -4.757900179076 0.43840525763401 10 3
3 0
4 1 -4.867629361328 0.43685912910178 1011 4
5 0
6 2 -4.893207155971 0.43650196233631 101110 8

-4.914197837948 0.43620980341205 101111 9
7 2 -4.954528205095 0.43565076704650 1011111 22

-4.959770874100 0.43557833793546 1011110 23
8 3 -4.880931247623 0.43667325436417 10111010 5

-4.925799138129 0.43604871078425 10111110 12
-4.930881101238 0.43597816883070 10111111 13

9 2 -4.943499657450 0.43580335504635 101111111 18
-4.945708632394 0.43577278795197 101111110 19

10 6 -4.886014660115 0.43660229973155 1011101010 6
-4.890946767980 0.43653350122251 1011101011 7
-4.917815058716 0.43615953781556 1011111011 10
-4.920740433280 0.43611894030591 1011111010 11
-4.934938607072 0.43592196596709 1011111110 14
-4.936361786918 0.43590224095316 1011111111 15

11 6 -4.940283891133 0.43584789433782 10111111111 16
-4.941015503920 0.43583775343167 10111111110 17
-4.949090890896 0.43572594357792 10111111010 20
-4.950131608269 0.43571159664825 10111111011 21
-4.965679272113 0.43549673946805 10111101011 24
-4.966405948723 0.43548672078189 10111101010 25

telle population est dite �elagu�ee [13]. Cette partition est g�en�eratrice dans la mesure o�u chaque orbite est cod�ee
par une s�equence qui lui est propre.

Certaines s�equences (telles que 00) ne sont pas pr�esentesdans le tableau 2.1. Cette s�equence n'apparâ�t
qu'avec l'orbite de p�eriode 3 cod�ee par la s�equence symbolique (100) [12]. Rappelons qu'il existe un th�eor�eme
r�egissant l'ordre d'apparition des premi�eres orbites d'une p�eriode p. Ce th�eor�eme est dû �a Sarkovskii ([15] et
[16]) et s'�enonce comme suit :

Th�eor�eme 2 Consid�erons la s�equence de tous les entiers positifs suivants :

1 / 2 / 4 / 8 / ::: / 2k / 2k+1 / :::

:::

::: / 2k+1 (2l + 1) / 2k+1 (2l � 1) / ::: / 2k+1 5 / 2k+1 3 / :::

::: / 2k (2l + 1) / 2k (2l � 1) / ::: / 2k 5 / 2k 3 / :::

:::

::: / 2(2l + 1) / 2(2l � 1) / ::: / 2:5 / 2:3 / :::

::: / (2l + 1) / (2l � 1) / ::: / 5 / 3
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Si une application continue d'un intervalle sur lui-même poss�ede un point de p�eriode p, alors cette application
a au moins un point de p�eriode q v�eri�ant le classement q / p.

Ce th�eor�eme nous con�rme que les p�eriodes 3 et 5 sont les derni�eres �a apparâ�tre (elles sont absentes de la
population du ruban simplement pli�e). Ce th�eor�eme, s'il pr�edit l'ordre d'apparition des orbites par leur p�eriode ,
ne renseigne pas sur les s�equences symboliques de ces orbites, ni sur leur ordre d'apparition respectif pour une
p�eriode donn�ee. Ceci est r�ealis�e par la th�eorie de la dy namique symbolique. Cette th�eorie est bas�e sur l'ordre
naturel

0 � C � 1 (2.7)

o�u le symbole � signi�e "quelque chose" comme pr�ec�ede et C est le point critique s�eparant les deux branches
monotones. Nous rappelons que la premi�ere orbite p�eriodique �a apparâ�tre au sein de la cascade de doublements
de p�eriode est le cycle limite de p�eriode 1 cod�e par la s�equence (1). Dans le cas du syst�eme de R•ossler, l'orbite
(0) est en fait associ�ee avec le point �xe centralF� . Elle existe donc toujours : elle est la premi�ere �a apparâ�tre,
avant même la cascade de doublements de p�eriode. Toutefois, elle n'est contenue au sein de l'attracteur que
pour des vecteurs de l'espace des param�etres tr�es particuliers. Nous en verrons un exemple dans la section
suivante. Au sein du syst�eme de R•ossler, la lettre 0 est associ�ee �a la branche monotone croissante qui pr�eserve
l'orientation des points p�eriodiques (cf. chapitre 1), et la lettre 1 �a la branche monotone d�ecroissante qui inverse
l'orientation. De ce fait, une parit�e peut être introduit e : la lettre 0 est paire et la lettre 1 est impaire (deux
inversions successives pr�eservent l'ordre des points p�eriodiques). Ainsi, une s�equence symboliqueW poss�ede une
parit�e. W est paire (impaire) si elle est constitu�ee d'un nombre pair (impair) de 1.

Une orbite p�eriodique est donc d�ecrite par la r�ep�etitio n d'une s�equence symbolique (ou mot)W . Lorsqu'une
s�equence symboliqueW sera associ�ee �a une orbite p�eriodique, elle sera not�ee (W ). Chaque orbite de p�eriode p
peut se d�ecomposer dans une section de Poincar�e enp points p�eriodiques. Nous choisissons de coder ces points
p�eriodiques par des permutations circulairesWi (pour i 2 [1; p]) du mot W . La premi�ere lettre est associ�ee au
point p�eriodique consid�er�e et les suivantes au futur de ce point sur (p � 1) r�evolutions.

Par exemple, l'orbite de p�eriode 4 cod�ee par la s�equence (1011) est repr�esent�ee par 4 points p�eriodiques
cod�es respectivement par les s�equences 1011! 0111! 1110! 1101. Nous pouvons d�eterminer l'ordre naturel
des motsWi �a l'aide des r�egles suivantes [17] :

Soient deux s�equences symboliquesW1 et W2 qui ont une partie communeW � commen�cant ces
deux mots. Les deux s�equencesW1 et W2 s'�ecrivent ainsi sous la forme :

�
W1 = W � � 1� 2:::
W2 = W � � 1� 2:::

(2.8)

o�u � i et � i repr�esentent les lettres respectives des motsW1 et W2. Nous avons �evidemment� 1 6= � 1.
L'ordre naturel de ces deux mots est :

�
W1 � W2 si W � est pair et � 1 � � 1

W2 � W1 si W � est impair et � 1 � � 1
(2.9)

Les p points p�eriodiques Wi d'une orbite de p�eriode p seront num�erot�es suivant l'ordre naturel comme suit :

W1 � W2 � ::: � Wp

Pour le syst�eme de R•ossler, le mot repr�esentant l'orbite p�eriodique sera conventionnellement celui associ�e au
point p�eriodique �a l'extr�emit�e ext�erieure de l'attra cteur. Ce choix est guid�e par le fait que ce point correspond
au premier it�er�e du point critique lorsque l'orbite appar â�t au sein de l'application de premier retour (c'est �a dir e
de l'attracteur). Ce point p�eriodique est celui qui pilote l'apparition de l'orbite sur l'attracteur, car, parmi les
points p�eriodiques Wi d'une orbite (W ) donn�ee, il est le dernier suivant l'ordre naturel. Une orbite p�eriodique
n'apparaissant que lorsque tous ses points p�eriodiques sont autoris�es, l'ordre d'apparition des orbites p�eriodiq ues
se d�etermine par l'ordre des pointsWp au sein de l'ordre naturel.

Le lecteur pourra v�eri�er que les orbites du tableau 2.1 sont class�ees par ordre d'apparition pour une p�eriode
donn�ee. Ceci peut être v�eri��e rapidement par consultat ion de la coordonn�ees eny (ou en z) : au fur et �a mesure
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que l'attracteur se d�eveloppe, la section de Poincar�e crô�t vers les coordonn�ees n�egatives ; aussi, classer les orbites
p�eriodiques par coordonn�ees d�ecroissantes revient �a les classer par ordre d'apparition sur l'attracteur.

Lorsqu'une augmentation du param�etre a est appliqu�ee, la population d'orbites p�eriodiques va crô�tre jusqu'�a
rendre la dynamique symbolique compl�ete, c'est �a dire quepour une certaine valeur dea toutes les orbites
p�eriodiques pr�edites par la dynamique symbolique binaire seront pr�esentes sur l'attracteur.

2.2.2 Extraction du patron

Les bandes

La partition g�en�eratrice (2.6) permet de d�egager deux ba ndes aux caract�eristiques bien distinctes. Ces bandes
sont mises en �evidence par l'int�egration de conditions initiales dans la section de Poincar�ePx en respectant la
partition (2.6). Elles sont repr�esent�ees �gure 2.4. La ba nde 0 se d�eveloppe autour du point �xe central F� :
elle ne subit aucune torsion locale ; elle est associ�ee au d�eveloppement en spirale des trajectoires. La bande 1
subit l'in
uence du vortex associ�e au point �xe ext�erieur F+ qui lui impose une torsion locale de� � : c'est
�a elle qu'est associ�e le repliement des trajectoires sur elles-mêmes. Ainsi �a chacune de ces bandes correspond
un ingr�edient bien sp�eci�que de l'action de m�elange du ch aos : la bande 0 e�ectue l'�etirement et la bande 1 le
repliement.

-p

b)a)

Fig. 2.4 { D�ecomposition en deux bandes du syst�eme de R•ossler command�e par les param�etres (a,b,c)=(0.398,2,4) : a)
la bande 0 associ�ee �a l'�etirement et b) la bande 1 au replie ment. La rotation impos�ee �a la bande 1 est mise en �evidence
par la distinction de ses deux faces par des gris di��erents.

Etant donn�e que chaque bande d�e�nit le domaine d'une lettr e de la dynamique symbolique, une et une seule
orbite de p�eriode 1 est contenue dans chaque bande. Notons que l'orbite p�eriodique (0) n'existe pas physiquement
au sein de l'attracteur : en e�et, la bande 0 d�eveloppant les trajectoires en spirale autour du point �xe F� ,
l'orbite (0) ne peut être pr�esente qu'au niveau du point �x e F� lui-même (aucune autre r�ecurrence n'est possible
sur une spirale divergente). Le ruban simplement pli�e, parce qu'il ne s'�etend pas jusqu'au point �xe central F� ,
ne peut donc contenir l'orbite (0). Par contre, l'orbite p�e riodique (1) est toujours pr�esente car elle est la premi�ere
orbite p�eriodique �a apparâ�tre : elle est issue du cycle limite originel de la cascade de doublements de p�eriode
(voir chapitre 1). Sur la �gure 2.4 aucune liaison n'apparâ�t entre les deux bandes. Nous avons maintenant tous
les �el�ements pour dresser le patron.

La matrice du patron

Une projection sur le planxy du ruban simplement pli�e (�g. 2.5.a) permet une constructi on directe du patron
(�g. 2.5.b). Ce patron n'est pas en accord avec la conventionstandard d'insertion propos�ee par P. Melvin et N.
B. Tu�llaro [18]. En e�et, les bandes sont coll�ees du dessous vers le dessus et de la droite vers la gauche alors
qu'elles devraient être coll�ees du dessous vers le dessuset de la gauche vers la droite. De mani�ere �a obtenir un
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patron �equivalent respectant la convention standard d'insertion, une permutation entre les bandes 0 et 1 est
introduite (�g. 2.5.c) [18].

La convention standard d'insertion introduite, le patron, repr�esentation synth�etique d'un attracteur �etrange,
se d�e�nit par une matrice carr�ee n � n o�u n est le nombre de branches monotones de l'application de premier
retour. Les �el�ements diagonaux M (i; i ) repr�esentent la torsion locale de chaque bande (ou de mani�ere �equivalente
la torsion de l'espace tangent autour de l'orbite de p�eriode 1 associ�ee �a la bande consid�er�ee) ; les �el�ements non-
diagonaux M (i; j ) sont d�e�nis comme �etant �egaux �a la somme des intersecti ons orient�ees entre la i �eme et la
j �eme bande [18]. Du point de vue alg�ebrique, les bandes sont ordonn�ees suivant l'ordre naturel, soit 0 ! 1.

Dans le cas du ruban simplement pli�e de R•ossler, la matriceM Ros 2 associ�ee au patron est de la forme :

M Ros 2 =
�

0 � 1
� 1 � 1

�
(2.10)

Sur la �gure 2.5 nous avons pris la convention d'ordonner lesbandes du centre vers l'ext�erieur de l'attracteur.
Comme c'est le cas sur le portrait de phase. Parce que le graphe de ruban a �et�e plac�e sur la partie gauche du
patron (pour une meilleure comparaison entre le patron et l'attracteur), l'ordre des bandes se trouve invers�e sur
celui-ci : cette repr�esentation n'est pas en contradiction avec les conventions alg�ebriques choisies.

4 2 0 12 14 16
y

14

12

0

2

4

6

01

1 0

equivalence

b) c)

Fig. 2.5 { a) Projection sur le plan xy du ruban simplement pli�e. b) Pat ron obtenu directement �a partir de la projec-
tion : la convention d'insertion est di��erente de la conven tion standard. c) Patron �equivalent au pr�ec�edent respec tant la
convention standard d'insertion.

Le patron est alors v�eri��e par comparaison des nombres de liaisons pr�edits par construction des orbites sur le
patron �a ceux compt�es sur une projection des orbites p�eriodiques. Auparavant nous d�evelopperons une relation
alg�ebrique g�en�erale permettant d'extraire les nombres de liaisons �a partir de la dynamique symbolique et de la
matrice du patron.

Nombres de liaisons

La connaissance du nombre de liaisons des orbites est requise pour la v�eri�cation compl�ete du patron.
Rappelons que ce nombreL (N i ; N j ) est �egal �a la demi-somme des intersections orient�ees des orbites N i et N j

sur une projection plane [19]. Le nombre de liaisons peut être obtenu directement �a partir de la dynamique
symbolique et de la matrice du patron. Pour cela, nous allonsextraire les di��erentes contributions du graphe
de ruban aux nombres de liaisons.

Soient deux orbites quelconquesN1 et N2 de p�eriode respective p1 et p2. Les s�equences sym-
boliques de ces orbites sont respectivement (� 1; � 2; :::; � p1 ) et ( � 1; � 2; :::; � p2 ) o�u les � i et les � j
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repr�esentent les lettres de la dynamique symbolique. Soient deux bandes Bk et B l associ�ees res-
pectivement �a deux lettres k et l de la dynamique symbolique. Chaque bande a une torsion locale
respectivement �egale �a M (k; k) et M (l; l ) et elles pr�esentent M (k; l ) intersections sur une projection
plane du graphe de ruban.

Le nombre de liaisonL(N1; N2) est la demi-somme des intersections orient�ees issues de trois
contributions respectivement dues aux torsions locales des bandes, aux intersections orient�ees des
bandes et aux intersections des trajectoires li�ees au repliement au niveau du graphe d'insertion :

{ Torsion locale : Supposons qu'il existe un entieri 2 [1; p1] et un entier j 2 [1; p2] tels que
� i = � j = k, alors les orbitesN1 et N2 pr�esentent M (k; k) croisements dus au couple (� i ; � j )
sur une projection plane de la bandeBk .

{ Croisement des bandes : Supposons qu'il existe un entieri 2 [1; p1] et un entier j 2 [1; p2]
tels que� i = k et � j = l . Par cons�equent, lorsque les orbitesN1 et N2 traversent respectivement
les bandesBk et B l , elles pr�esentent M (k; l ) croisements associ�es au couple (� i ; � j ) sur une
projection plane du graphe de ruban (graphe d'insertion exclu).

{ Graphe d'insertion : Les intersections orient�ees entre les deux orbitesN1 et N2 au niveau du
graphe d'insertion peuvent être d�enombr�ees �a l'aide de la construction d'une tresse d'insertion.
Pour cela, la localisation relative des points p�eriodiques associ�es respectivement aux orbites
N1 et N2 doit être r�ealis�ee : �a chaque point p�eriodique des orbi tes N1 et N2 nous pouvons asso-
cier une s�equence symbolique respective �equivalente parpermutation circulaire �a la s�equence
(� 1; � 2; :::; � p1 ) et ( � 1; � 2; :::; � p2 ). Ainsi au i �eme point p�eriodique de l'orbite N1 correspond la
s�equence (� i ; � i +1 ; :::; � p1 ; � 1; :::; � i � 1). Les points p�eriodiques sont alors class�es suivant l'ordre
naturel �a l'aide de leur s�equence symbolique respective.La connaissance de l'ordre naturel
permet la construction de la base inf�erieure de la tresse. La base sup�erieure est r�earrang�ee de
mani�ere �a tenir compte des inversions dûes aux torsions locales et aux intersections des bandes.
Deux r�egles sont alors d�egag�ees [20] :

R�egle 1 : Si M (k; k) est impair alors tous les points p�eriodiques(� i ; � i +1 ; :::; � p1 ; � 1; :::; � i � 1) et
(� j ; � j +1 ; :::; � p2 ; � 1; :::; � j � 1) tels que � i = � j = k sont r�e�ecrits sur la base sup�erieure dans l'ordre
inverse de celui de la base inf�erieure.

Cette r�egle traduit l'inversion de l'ordre relatif des poi nts p�eriodiques au sein d'une bande de
torsion locale impaire (�gure 2.6.a).

R�egle 2 : Soient la suite Sk constitu�ee des points p�eriodiques (� i ; � i +1 ; :::; � p1 ; � 1; :::; � i � 1) et
(� j ; � j +1 ; :::; � p2 ; � 1; :::; � j � 1) tels que� i = k et � j = k respectivement pouri 2 [1; p1] et j 2 [1; p2] et la
suite Sl constitu�ee des points p�eriodiques(� i ; � i +1 ; :::; � p1 ; � 1; :::; � i � 1) et (� j ; � j +1 ; :::; � p2 ; � 1; :::; � j � 1)
tels que� i = l et � j = l respectivement pouri 2 [1; p1] et j 2 [1; p2] avec k 6= l . Si la somme des
intersections orient�ees M (k; l ) entre les bandesBk et B l est impaire alors les suitesSk et Sl sont
permut�ees lors de la r�e�ecriture sur la base sup�erieure.

Cette seconde r�egle traduit la permutation en bloc de l'ordre relatif des points p�eriodiques ap-
partenant �a deux bandes dont la somme des intersections orient�ees est impaire.

La tresse est alors achev�ee en reliant respectivement les points p�eriodiques (� i ; � i +1 ; :::; � p1 ; � 1; :::; � i � 1)
et (� j ; � j +1 ; :::; � p2 ; � 1; :::; � j � 1) aux points (� i +1 ; � i +2 ; :::; � p1 ; � 1; :::; � i ) et ( � j +1 ; � j +2 ; :::; � p2 ; � 1; :::; � j ).
Le nombre N ins d'intersections orient�ees au sein du graphe d'insertion est alors obtenu par comp-
tage des intersections sur la tresse ainsi obtenue. Pr�ecisons que la convention standard d'insertion
implique au nombreN ins d'être toujours positif : en e�et, tous les croisements sont positifs au niveau
du graphe d'insertion. Le nombre de liaisons est alors de la forme :

L (N1; N2) =
1
2

2

4
p1X

i =1

p2X

j =1

M (� i ; � j ) + N ins (N1; N2)

3

5 (2.11)
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a) b)

A B

B A

A B C D

D BC A

Fig. 2.6 { Illustration des deux r�egles de construction de la tresse d 'insertion. a) Premi�ere r�egle : inversion de l'ordre
relatif des points p�eriodiques au sein d'une bande de torsion locale impaire. b) Seconde r�egle : permutation en bloc des
points p�eriodiques appartenant �a deux bandes dont la somm e des intersections orient�ees est impaire.

Cette relation peut être v�eri��ee sur les orbites (1011) e t (1) du ruban simplement pli�e. Le nombre de lisaisons
L (1011; 1) pr�edit par la relation (2.11) est �egal �a :

L (1011; 1) =
1
2

[ 3M (1; 1) + M (1; 0) + N ins (1011; 1) ]

=
1
2

[ � 3 � 1 + 0 ] = � 2

(2.12)

o�u N ins (1011; 1) = 0 est obtenu grâce �a la localisation des di��erents poi nts p�eriodiques en jeu (il peut être v�eri��e
sur le graphe d'insertion du patron qui ne pr�esente aucune intersection entre les orbites (1011) et (1) (�g. 2.7)).
Ce nombre de liaisons est retrouv�e sur une projection dans le plan xy des orbites (1011) et (1) (la d�etermination
du signe du croisement se fait par inspection de la troisi�eme coordonn�ee). La relation a �et�e v�eri��ee sur un grand
nombre d'orbites p�eriodiques [20].
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Fig. 2.7 { a) Projection des orbites (1011) et (1) et b) leur constructi on sur le patron : L (1011; 1) = 1
2 (� 4) = � 2.
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Dire que le nombre de liaisonsL (1011; 1) est �egal �a � 2 signi�e que l'orbite p�eriodique (1011) est li�ee deux
fois �a l'orbite (1), c'est �a dire que l'orbite (1011) fait d eux tours autour de l'orbite (1) (�g. 2.8).

Fig. 2.8 { Orbite (1011) et (1) deux fois li�ees

Nombre de auto-liaisons

Il a �et�e vu au chapitre pr�ec�edent que le nombre de auto-li aisons d'une orbite periodique est associ�e au
nombre de demi-tours orient�es de l'espace tangent autour de cette orbite. L'unique orbite de p�eriode 1 contenue
dans une bande donn�ee poss�ede un espace tangent qui, par continuit�e, pr�esente un nombre de torsions locales
�egal �a celui de la bande qui le contient. Aussi, le nombre deauto-liaisons des orbites de p�eriode 1 peut être
directement d�etermin�e �a partir des bandes auxquelles elles sont associ�ees. Ceci s'av�ere tr�es pratique dans la
mesure o�u l'orbite p�eriodique (0) est rarement pr�esente sur l'attracteur (voir Section 2.3).

Sinon, le nombre de auto-liaisons peut être pr�edit directement �a partir de la dynamique symbolique lorsque
la matrice du patron est connue �a l'aide de la relation (2.11). Ainsi cette relation devient dans le cas d'une
auto-liaison :

L (N1; N1) =
1
2

2

4
p1X

i =1

p1X

j =1

M (� i ; � j ) + N ins (N1; N1)

3

5 (2.13)

o�u N ins (N1; N1) = 2 N ins (N1), le nombre N ins (N1) �etant d�e�ni comme la somme des intersections au niveau
du graphe d'insertion de l'orbite N1 avec elle-même (ce nombre s'obtient suivant les même r�egles que pour
N ins (N1; N2) lorsque N1 6= N2).

A titre d'application, ceci peut être v�eri��e sur l'orbit e (1011). Suivant la relation (2.13), le nombre de
auto-liaisons L (1011; 1011) est �egal �a :

L (1011; 1011) =
1
2

[ 9M (1; 1) + 6 M (1; 0) + M (0; 0) + N ins (1011; 1011) ]

=
1
2

[ � 9 � 6 + 0 + 2 ] = �
13
2

(2.14)

Ce nombre est v�eri��e sur une projection dans le plan xy par d�enombrement des intersections orient�ees entre
cette orbite et une trajectoire voisine qui simule son espace tangent (�g. 2.9).

Cette relation a �et�e v�eri��ee sur un grand nombre d'orbit es p�eriodiques cod�ees sur des dynamiques symbo-
liques jusqu'�a six lettres [20].
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Fig. 2.9 { Orbite (1011) et une trajectoire simulant son espace tangent : la demi-somme des intersection orient�ees est
�egale �a -13/2.

2.3 Dynamique symbolique compl�ete

L orsque la dynamique symbolique est compl�ete, le syst�eme de R•ossler o�re la particularit�e de pr�esenter une
trajectoire homocline, c'est �a dire une trajectoire qui quitte le point �xe par sa direction instable et y revient

par sa direction stable. Nous allons mettre en �evidence le r̂ole particulier que joue cette orbite p�eriodique dans
le processus de cr�eation des orbites p�eriodiques.

2.3.1 Population d'orbites p�eriodiques

Pour les param�etres de contrôle (a; b; c) = (0 :43295; 2; 4) la dynamique symbolique binaire est dite compl�ete
[13], c'est �a dire qu'�a toute s�equence symbolique pr�edi te est associ�ee une orbite p�eriodique physique sur

l'attracteur. L'application de premier retour est alors sym�etrique (�g. 2.10) et la branche croissante jouxte la
premi�ere bissectrice. L'orbite p�eriodique de s�equence(0) est alors pr�esente sur l'attracteur : pr�ecisons que suivant
l'ordre d'apparition pr�edit par la dynamique symbolique, l'orbite (0) est la premi�ere apparâ�tre. Elle peut aussi
être vue comme une suite in�nie de 0. Elle ne devient partie int�egrante de l'attracteur qu'apr�es l'apparition de
la s�equence in�nie

S1 = 101

Cette trajectoire de p�eriode in�nie est une trajectoire ho mocline ([21], [22] et [23]), c'est �a dire qu'elle
correspond �a une trajectoire s'�eloignant en spirale du point �xe central F� par sa vari�et�e instable et y revenant
par sa vari�et�e stable (�g. 2.11). L'orbite p�eriodique (0 ) est en fait confondue avec le point �xe central.

Suivant l'application de premier retour (2.10), la partiti on g�en�eratrice de l'attracteur est d�e�nie par :
�

0 si y < y c

1 si y > y c
(2.15)

o�u yc � 3:04.
La population d'orbites p�eriodiques est alors extraite de l'attracteur par la m�ethode de P. Dutertre [12]

et est cod�ee �a l'aide de la dynamique symbolique. Pour cette valeur de l'espace des param�etres, la population
d'orbites p�eriodiques instables est compl�ete (tableau 2.2).
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Fig. 2.10 { Application de premier retour de la section de Poincar�e Px �a elle même : la branche monotone croissante
jouxte la premi�ere bissectrice attestant la pr�esence de l 'orbite p�eriodique cod�ee par la s�equence (0).

Fig. 2.11 { Exemple de trajectoire homocline : orbite (1000000) de p�er iode7 quittant le voisinage du point �xe central
F� par sa vari�et�e instable et y revenant par sa vari�et�e stab le. Num�eriquement, cette orbite de p�eriode 7 est tr�es peu
distincte de l'orbite homocline de p�eriode in�nie d�ecrit e par la s�equence symbolique in�nie (10 1 ).
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Tab. 2.2 { Population d'orbites p�eriodiques instables de l'attract eur de R•ossler command�e par les param�etres
(a,b,c)=(0.43295,2,4) : la dynamique symbolique est compl�ete.

p�eriode nombre coordonn�ee en y coordonn�ee en z s�equence

1 2 -0.530456290000 0.53045629000000 0
-4.115757705900 0.45006024262049 1

2 1 -4.731571342125 0.44081046289203 10
3 2 -4.908805650988 0.43829295983967 101

-5.042458337013 0.43643380310328 100
4 3 -4.819662437324 0.43955162580879 1011

-5.152125820199 0.43493266786728 1001
-5.183231937739 0.43451073749300 1000

5 6 -4.855746771271 0.43904028354789 10111
-4.888468772754 0.43857877608183 10110
-5.080612881325 0.43590910561455 10010
-5.100736927040 0.43563340657720 10011
-5.235721022898 0.43380268888431 10001
-5.243108090066 0.43370346505366 10000

6 9 -4.824215349211 0.43948695704115 101110
-4.839555141632 0.43926944450310 101111
-5.055375761491 0.43625588155301 100101
-5.122468398361 0.43533650258864 100111
-5.130050431629 0.43523310671299 100110
-5.207375386600 0.43418447195665 100010
-5.212117377374 0.43412053730209 100011
-5.265873481291 0.43339810322327 100001
-5.267648063678 0.43337439261392 100000

7 18 -4.846513685816 0.43917088976719 1011111
-4.852986948175 0.43907933011027 1011110
-4.892481191915 0.43852230082008 1011010
-4.899533634423 0.43842315405139 1011011
-5.066612619247 0.43610133082427 1001011
-5.071463450907 0.43603469441947 1001010
-5.109337358348 0.43551580292575 1001110
-5.112872443963 0.43546746581787 1001111
-5.141423476725 0.43507821416674 1001101
-5.145385385567 0.43502430470592 1001100
-5.192206424594 0.43438937673591 1000100
-5.195240060406 0.43434836952540 1000101
-5.222349452332 0.43398262242142 1000111
-5.224145003227 0.43395847132515 1000110
-5.254756051727 0.43354710657729 1000010
-5.255888718979 0.43353189630283 1000011
-5.277064157756 0.43324840145249 1000001
-5.277498154345 0.43324257578467 1000000
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2.3.2 Les travaux de Sil'nikov

A u sein du tableau 2.2, nous pouvons remarquer des s�equencesde la forme (10n ). Les orbites de p�eriode
relativement �elev�ee qui sont associ�ees �a ces s�equences ont une con�guration tr�es particuli�ere dans l'espace

des phases : elles quittent le voisinage du point �xeF� par sa vari�et�e instable et y retournent par sa vari�et�e
stable. Ce sont les orbiteshomoclines. Henri Poincar�e quali�e les objets homoclines comme �etant doublement
asymptotiques, c'est �a dire que la propri�et�e de convergence asymptotique est v�eri��ee �a la fois dans le pass�e et
dans le futur. De telles orbites jouent un rôle important dans les syst�emes chimiques [25].

Les travaux de L. P. Sil'nikov [26] fournissent un support th�eorique �a l'�etude des objets homoclines. L. P.
Sil'nikov d�etermine les conditions d'existence d'une telle trajectoire. Ainsi, dans un espace tridimensionnel, deux
types d'orbites homoclines peuvent exister suivant la dimension des vari�et�es invariantes du point selle. Lorsque
la vari�et�e stable Ws est unidimensionnelle la vari�et�e instable Wu est bidimensionnelle etvice-versa. La �gure
2.12 repr�esente ces deux types d'orbites homoclines, pourlesquelles les valeurs propres du point selle sont :

8
<

:

(� �; � � i! ) pour � �
0

(�; � � � i! ) pour � +
0

(2.16)

Wu Ws

Ws
Wu

r + wi-
r + wi-

G0G0

-

l
l-

- +a) b)

Fig. 2.12 { Orbites homoclines biasymptotiques �a un point selle dans u n espace tridimensionnel : a) � �
0 d�ecrit une

spirale divergente alors que b) � +
0 d�ecrit une spirale convergente ( � et � > 0).

Dans le cas de l'orbite � �
0 , la trajectoire homocline quitte le point selle par une spirale plane divergente et

est r�einject�ee au voisinage du point selle par la vari�et�e stable. Pour une orbite � +
0 , la trajectoire quitte le point

selle par la direction instable et y retourne par une spiraleplane convergente.
L. P. Sil'nikov propose le th�eror�eme suivant :

Th�eor�eme 3 Lorsque � =
�
�

< 1, alors chaque voisinage de� 0 contient un ensemble d�enombrable de solutions

p�eriodiques instables du type hyperbolique.

Nous allons maintenant �etudier la population d'orbites p�eriodiques instables au voisinage de la trajectoire
homocline � 0.

2.3.3 Trajectoire homocline

L e syst�eme de R•ossler se construit autour du point �xe central F� de coordonn�ees (x � ; y� ; z� ). L'�etude de la
stabilit�e de ce point se r�ealise par l'interm�ediaire d'u ne lin�earisation du champ de vecteur en son voisinage.

Le jacobien JF � est alors :
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JF � =

2

4
0 � 1 � 1
1 a 0

z� 0 x � � c

3

5 (2.17)

Les valeurs propres sont donn�ees par les racines du polynôme caract�eristique :

� � 3 + ( a + x � � c)� 2 + ( ac � ax� � 1 � z� )� + x � � c + az� = 0 (2.18)

A l'aide d'un logiciel de calcul symbolique, les racines sont extraites et ont pour valeurs num�eriques :
�

� 1 = � 3:6336063
� 2;3 = 0 :1481087� i 0:975955

(2.19)

lorsque (a; b; c) = (0 :43295; 2; 4). L'orbite homocline est donc du type � �
0 . Le rapport � est inf�erieur �a 1. La

valeur du param�etre de contrôle ah � 0:43295 correspond �a l'existence d'une orbite homocline de p�eriode in�nie.
En e�et, suivant la dynamique symbolique, la derni�ere orbi te �a apparâ�tre est l'orbite homocline � 0 de s�equence
symbolique in�nie (10n ). L'apparition de cette orbite de p�eriode in�nie co•�ncid e avec l'incorporation du point
�xe F� au sein de l'attracteur. La valeur ah , associ�ee �a cet �ev�enement, correspond donc �a la valeurdu param�etre
a o�u la branche monotone croissante de l'application de premier retour jouxte la bissectrice.

Lorsque le param�etre de contrôle a est au voisinage deah , mais di��erent de ah , la population d'orbites
p�eriodiques est �nie [23]. Par contre, lorsque a = ah il existe une in�nit�e d�enombrable d'orbites p�eriodique s.
L'orbite homocline � �

0 de p�eriode in�nie qui existe alors est appel�ee orbite homocline principale [23]. L'attracteur
contient alors toutes les orbites p�eriodiques issues de chaque s�equence in�nie de doublement de p�eriode d'une
orbite du type (10n ).

D'apr�es une �etude num�erique, nous sch�ematisons le diagramme de bifurcation des orbites p�eriodiques appa-
raissant suivant une variation de a pr�ec�edant la valeur ah . Auparavant quelques r�esultats issus de la th�eorie de
la dynamique symbolique doivent être rappel�es. L'ordre d'apparition des orbites p�eriodiques est obtenu suivant
le protocole d�evelopp�e section 2.2.1 et est donn�e ci-dessous :

(101)
(100)
(100 101)
(100 101 100 100)
...
(1001)
(1000)
(1000 1001)
(1000 1001 1000 1000)
...

Chacun pourra v�eri�er �a l'aide de l'ordre naturel qu'aucu ne orbite p�eriodique n'apparâ�t entre les orbites
cit�ees.

Pour la valeur ah , rappelons que la derni�ere orbite apparue sur l'attracteur est cod�ee par la s�equence (0).
Elle suit l'orbite homocline principale � �

0 cod�ee par la s�equence (10n ). La dynamique symbolique binaire est
alors compl�ete.

Lorsque a exc�ede ah , la cr�eation d'une nouvelle orbite p�eriodique ne peut se r�ealiser qu'avec l'apparition
d'une nouvelle lettre, c'est �a dire l'apparition d'une nou velle branche monotone sur l'application de premier
retour, cod�ee par la lettre 2. L'ordre naturel peut s'�ecri re sous la forme

F� � 0 � C1 � 1 � C2 � 2

o�u C1 et C2 sont les deux points critiques de l'application de premier retour �a trois branches monotones (voir
section suivante) et F� le point �xe int�erieur. Le point �xe est introduit dans cet o rdre naturel uniquement
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pour clari�er ce qui suit. P. Glendinning et C. Sparrow [23] montrent qu'un �elagage des orbites p�eriodiques est
provoqu�e par la disparition de l'orbite � �

0 lorsque a exc�ede ah . Alors que la cr�eation des orbites p�eriodiques se
fait par la branche monotone d�ecroissante, c'est �a dire par l'ext�erieur de l'attracteur, l'�elagage se r�ealise par le
voisinage du point selleF� . Ainsi de mani�ere �a pr�edire l'ordre de l'�elagage �a l'ai de de la dynamique symbolique
nous devons maintenant consid�erer la s�equence associ�eeau point p�eriodique le plus proche du point selle F� .
Ainsi la vie d'une orbite p�eriodique donn�ee est li�ee �a la position, dans l'ordre naturel, de son point p�eriodique
le plus proche du point �xe F� . L'ordre d'�elagage sous une augmentation du param�etre decontrôle a sera ainsi
pr�edit par l'ordre naturel des points p�eriodiques cod�es sur les s�equences symboliques telles que si nous appelons
Wi les p s�equences symboliques d'une orbite de p�eriodep telle que

W1 � W2 � : : : � Wp� 1 � Wp;

seule la s�equenceW1 sera retenue dans l'ordre naturel (au lieu deWp pour l'ordre d'apparition). Nous obtenons
alors l'ordre d'�elagage suivant :

(1000:::0000)
...
(1000 1001 1000 1000)
(1000 1001)
(1000)
(2000)
...
(2001 2000 2001 2001)
(2001 2000)
(2001)
(1001)
...
(100 101 100 100)
(100 101)
(100)
(200)
...
(200 201 200 200)
(200 201)
(101)
(201)

Nous pouvons r�esumer le processus sur un diagramme de bifurcation (�g. 2.13).
Les orbites de p�eriodep du type (10p� 1) apparaissent par une bifurcation n�ud-col. Appelons ai la valeur

du param�etre de contrôle correspondant. Chaque paire estconstitu�ee d'une orbite de p�eriode p de parit�e paire
(nombre pair de 1), instable, cod�ee par la s�equence (10p� 21) et une orbite de p�eriode p de parit�e impaire, stable,
cod�ee par la s�equence (10p� 1). L'orbite stable va donner naissance �a une cascade de doublements de p�eriode :
celle est toujours impaire car nous avons vu au chapitre 1 queseuls des cycles limites impairs pouvaient donner
naissance �a un doublement de p�eriode.

A l'issue de cette cascade in�nie, d'autres orbites p�eriodiques vont apparâ�tre jusqu'�a une nouvelle bifurca-
tion n�ud-col donnant naissance �a une nouvelle paire du typ e (10n ) � (10n � 11). Appelons ai +1 le param�etre
de contrôle associ�e �a cette nouvelle bifurcation. P. Gaspard, R. Kapral et G. Nicolis [22] montrent que ces
bifurcations apparaissent suivant la loi d'�echelle suivante :

lim
i !1

� i +1 � � i

� i � � i � 1
= � e

�

� ��
!

�

(2.20)
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200

201

101

100

100101

aah

x

orbite stable

orbite instable

1001

1000

10001001

2000

2001

Fig. 2.13 { Diagramme de bifurcation au voisinage de l'orbite homoclin e principale � �
0 . Seules quelques orbites de

faibles p�eriodes ont �et�e repr�esent�ees par souci de sim plicit�e.

o�u � i = jai � ah j. Cette loi d'�echelle n'a pu être v�eri��ee num�eriquemen t car les p�eriodes des orbites en jeu sont
trop importantes.

Au del�a de la valeur ah , des cascades de doublements de p�eriode inverses surviennent pour des valeursaj .
Elles aussi v�eri�ent la loi d'�echelle (2.20). A l'issue de ces cascades inverses, les orbites p�eriodiques de s�equence
symbolique de la forme (10n ) et (10n � 11) disparaissent par une bifurcation n�ud-col inverse avec les orbites
p�eriodiques respectivement de la forme (20n ) et (20n � 11) et non par une bifurcation n�ud-col inverse d'une
paire d'orbites constitu�ee d'une orbite de p�eriode p de s�equence (10n ) et d'une orbite de p�eriode p+1 de s�equence
(10n � 11) comme l'avait propos�e R. Gaspard et al [22].

L'orbite homocline principale induit une s�erie de cascadede doublements de p�eriode inverse achev�ee par une
bifurcation n�ud-col. Elle pilote donc le processus d'�ela gage par sa disparition lorsquea > a h . Dans le cas du
syst�eme de R•ossler, elle est la signature d'une transition d'une dynamique symbolique binaire �a une dynamique
ternaire.

2.4 Au del�a du point de saturation

2.4.1 A trois lettres

Une fois l'orbite homocline apparue, la dynamique symbolique est compl�ete. Le chaos ne peut alors se
d�evelopper que par la cr�eation d'une nouvelle lettre, c'est �a dire par l'apparition d'un nouveau compor-

tement dynamique. La population d'orbites p�eriodiques instables sera extraite pour les param�etres (a; b; c) =
(0:492; 2; 4). Cette valeur est voisine de la valeur critique �a partir de laquelle l'attracteur poss�ede quatre bandes.
La nouvelle bande repr�esentative sera caract�eris�ee et le patron dress�e.

Population d'orbites p�eriodiques

Au del�a du point de saturation de la dynamique �a deux lettre s, une troisi�eme branche monotone apparâ�t
sur l'application de premier retour de la section de Poincar�e Px �a elle-même (�g. 2.14) : celle-ci est croissante.
La partition g�en�eratrice du ruban comporte donc une trois i�eme bande qui est paire. Elle est d�e�nie par :
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(a) Attracteur

0 -1 -2 -3 -4 -5 -6
y(i)

0

-1

-2

-3

-4

-5

-6

y(
i+

1)

0 yc1
yc2

21

a

b

(b) Application de premier retour de la section de Poincar�e
Px �a elle-même

Fig. 2.14 { Attracteur solution du syst�eme de R•ossler command�e par l es param�etres (a; b; c) = (0 :492; 2; 4).

8
<

:

0 si � < y < y c1

1 si yc1 < y < y c2

2 si yc2 < y < �
(2.21)

o�u �
yc1 = � 2:92
yc2 = � 4:89

(2.22)

La population d'orbites p�eriodiques est toujours extrait e �a l'aide de la m�ethode propos�ee par P. Dutertre
[12] et est report�ee dans le tableau (2.3) o�u les s�equences symboliques sont propos�ees.

Pour les param�etres de contrôle (a; b; c) = (0 :492; 2; 4), la dynamique symbolique ternaire n'est pas compl�ete.
Les orbites (22211), (22210), (22220) et (22221) ne sont pasencore apparues. Elles n'apparâ�tront qu'apr�es la
cr�eation de la quatri�eme lettre [12]. Notons que pour les p�eriodes 2, 3 et 4 la population est compl�ete, c'est �a
dire que toutes les s�equences pr�edites par la dynamique symbolique se retrouvent sur l'attracteur. Le processus
d'�elagage a d�ej�a d�ebut�e : les orbites (10001), (10000) , (20000) et (20001) ont d�ej�a disparu. L'annihilation des
orbites au voisinage de l'orbite homocline (c'est �a dire poss�edant des points p�eriodiques au voisinage du point
�xe central F� ) se traduit par l'absence de s�equences, telles que (0000),au sein d'une orbite. Cet �elagage du
squelette d'orbites p�eriodiques implique �a nouveau une zone lacunaire autour du point �xe F� non visit�ee par
les trajectoires chaotiques.
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Tab. 2.3 { Population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur de R•os sler command�e par les param�etres ( a; b; c) =
(0:492; 2; 4) : la population est �elagu�ee.

p�eriode nombre coordonn�ee en y coordonn�ee en z s�equence

1 1 -4.0117019765001 0.45539900158089 1
2 3 -4.5721869656374 0.44668333882304 10

-5.1202726173667 0.43880064316377 20
-5.3076865471423 0.43623453135495 21

3 8 -4.6467612270061 0.44557575789343 101
-4.7936704368079 0.44342699125051 100
-4.9642568758760 0.44098540655194 200
-5.0360480626431 0.43997444498392 201
-5.4110114754548 0.43484605626741 211
-5.4595057524115 0.43420060623947 210
-5.6067148715014 0.43226528982622 220
-5.6372853090585 0.43186780633075 221

4 18 -4.6216986939746 0.44594670238272 1011
-4.8279965761054 0.44293115186552 1001
-4.8812527655493 0.44216642136703 1000
-4.9045824154906 0.44183315358079 2000
-4.9392721366682 0.44133948853268 2001
-5.0603330595990 0.43963466088484 2011
-5.0815950687463 0.43933805464949 2010
-5.3204617171669 0.43606188361697 2120
-5.3606813036743 0.43552007647782 2110
-5.3765959044265 0.43530646492584 2111
-5.5011934481495 0.43364894218869 2101
-5.5168359480555 0.43344267901534 2100
-5.5630930426429 0.43283508061690 2200
-5.5724157312014 0.43271300107814 2201
-5.6832030001442 0.43127355875274 2211
-5.6946147987682 0.43112643108891 2210
-5.7816845691633 0.43001038482128 2220
-5.7992602294827 0.42978652815349 2221
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Table 2.3 : suite

p�eriode nombre coordonn�ee en y coordonn�ee en z s�equence

5 40 -4.6291996059170 0.4458353888851 10111
-4.6440831883800 0.44561529509816 10110
-4.8023619308170 0.44330124476918 10010
-4.8169718989210 0.44309017026895 10011
-4.9470213245243 0.44122954141580 20011
-4.9550402444574 0.44111591755016 20010
-5.0460605808110 0.43983425981244 20110
-5.0527016720257 0.43974132654469 20111
-5.0903538039955 0.43921614188762 20101
-5.0976234896264 0.43911503420342 20100
-5.1096309057769 0.43894822130063 20200
-5.1141778840011 0.43888515653664 20201
-5.3277195055278 0.43596388751408 21201
-5.3313566045179 0.43591485197339 21200
-5.3438657618678 0.43574628705149 21100
-5.3495091532751 0.43567032986947 21101
-5.3869142648270 0.43516824730190 21111
-5.3917245387557 0.43510380022675 21110
-5.4044835823721 0.43493323303087 21120
-5.4081194251080 0.43488464778080 21121
-5.4642740267939 0.43413735526838 21021
-5.4680018588782 0.43408796139807 21020
-5.4827945830816 0.43389205191588 21010
-5.4876970720319 0.43382724278537 21011
-5.5324717854997 0.43323689000637 21001
-5.5383256648329 0.43315993296973 21000
-5.5487625079010 0.43302293896747 22000
-5.5526523912726 0.43297191909062 22001
-5.5823881193367 0.43258266258153 22011
-5.5853384891123 0.43254411177338 22010
-5.5966006594247 0.43239709187883 22020
-5.5988776457620 0.43236740027882 22021
-5.6472663620936 0.43173835912678 22121
-5.6496513718699 0.43170741639222 22120
-5.6639932350978 0.43152178018774 22110
-5.6672541183080 0.43147956552984 22111
-5.7166258494751 0.43084318247567 22101
-5.7211260369907 0.43078532964831 22100
-5.7473740788350 0.43044868864551 22200
-5.7507820875247 0.43040511905444 22201

Extraction du patron

Rappelons que les nombres de liaisons sont des invariants topologiques, c'est �a dire qu'ils respectent la loi
suivante [19] :

Loi 2.1 : Soient deux orbites p�eriodiquesN1 et N2. Le nombre de liaisonsL (N1; N2) se conserve
tant qu'il n'existe aucune bifurcation impliquant �a la foi s l'orbite N1 et l'orbite N2. Chacune peut être
impliqu�ee seule dans une bifurcation (doublement de p�eriode, rupture de sym�etrie) sans alt�eration
du nombreL (N1; N2).
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Seules des doublements de p�eriode et des bifucations n�ud-col apparaissent suivant une augmentation dea,
c'est �a dire qu'il n'existe aucune bifurcation entre deux orbites d�ej�a existantes hormis un �elagage. De ce fait, les
propri�et�es topologiques des bandes 0 et 1 sont pr�eserv�ees au sein de l'attracteur �a trois lettres car ces orbites ne
subissent ni doublement de p�eriode, ni rupture de sym�etrie. Les seules bifurcation que peuvent subir les orbites
cod�ees sur la dynamique binaire sont des bifurcations n�ud-col inverse responsables de l'�elagage. Aussi seule la
bande 2 reste �a caract�eriser.

D'apr�es l'application de premier retour nous savons qu'elle est paire. Une visualisation de cette bande par
int�egration d'un ensemble de conditions initiales respectant la partition (2.21) nous permet de constater qu'elle
e�ectue une boucle (�g. 2.15.a). Etant donn�e qu'il y a isotopie (d�eformation continue) entre une boucle et une
torsion d'un tour [19], la torsion locale de cette bande est donc de� 2 (selon la convention d'intersection standard
[18]). La superposition des bandes 1 et 2 (�g. 2.15.b) met en �evidence une intersection n�egative : en e�et, la
con�guration en boucle de la bande 2 la permute de l'ext�erieur vers l'int�erieur de l'attracteur par dessous la
bande 1. La bande 2 est alors prise en sandwich entre la bande 0et la bande 1. L'insertion des bandes est
maintenant 0, 2, 1 (�g. 2.15.b).

Classant les bandes selon l'ordre 0! 1 ! 2, nous obtenons alors le patron non-standard de la �gure 2.16.a.
De mani�ere �a respecter la convention standard d'insertion, le patron standard est dress�e (�g. 2.16.b). La matrice
associ�ee �a ce patron est la suivante :

M Ros 3 =

2

4
0 � 1 � 1

� 1 � 1 � 2
� 1 � 2 � 2

3

5 (2.23)

Cette matrice est v�eri��ee �a l'aide du lien form�e par le co uple d'orbites de s�equences symboliques respectives
(20) et (21). Construisons le graphe d'insertion (�g. 2.17) selon les deux r�egles pr�ec�edemment �enonc�ees : nous
obtenons un nombre d'insertionsN ins (20; 21) �egal �a 2. Le nombre de liaisons est alors obtenu :

L (20; 21) =
1
2

[M (2; 2) + M (2; 1) + M (2; 0) + M (1; 0) + N ins (20; 21)]

=
1
2

[� 2 � 2 � 1 � 1 + 2] = � 2

(2.24)

Ce nombre est ais�ement v�eri��e sur la projection dans le pl an xy de ces deux orbites (�gure 2.18).
Nous avons maintenant caract�eris�e l'attracteur �a trois bandes du syst�eme de R•ossler. Poursuivons notre

�etude par une nouvelle augmentation du param�etre de contr̂ole a.
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face inferieure face superieure

Bande 2Bande 1

A
A

BB

(a) Bandes 1 et 2 : la parit�e impaire de la bande 1 se retrouve c ar sa
face sup�erieure (en A) se retrouve dessous (en B) apr�es une r�evolution
sur l'attracteur. Pour des raisons identiques la parit�e pa ire de la
bande 2 est �evidente : sa structure en boucle implique une to rsion
de � 2.

bande 2

bande 1

face superieure

face inferieure

bande 1

bande 2

bande 0

Insertion des bandes

face superieure

(b) Con�guration des deux bandes 1 et 2 : la r�einjection de la bande 2
au centre de l'attracteur implique une intersection n�egat ive. L'insertion
des bandes se fait dans l'ordre 0, 2, 1.

Fig. 2.15 { Con�guration des bandes sur l'attracteur �a trois lettres d u syst�eme de R•ossler command�e par les param�etres
(a,b,c)=(0.492,2,4).
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12

012

0
a) b)

Fig. 2.16 { a) Patron non-standard de l'attracteur �a trois lettres du s yst�eme de R•ossler command�e par les param�etres
(a; b; c) = (0 :492; 2; 4). b) Patron standard �equivalent au pr�ec�edent.
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20
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12 20 21 02

12 21

Fig. 2.17 { Graphe d'insertion entre les orbites p�eriodiques (20) et ( 12) : la base sup�erieure est construite par permutation
en bloc des bandes 1 et 2 avec la bande 0 en vertu de la seconde r�egle.

Fig. 2.18 { Projection des orbites p�eriodiques (20) et (21) : quatre in tersections n�egatives sont d�enombr�ees.
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2.4.2 A quatre lettres

L e param�etre de contrôle est augment�e jusqu'�a une valeur pr�ec �dent l'apparition d'une cinqui�eme lettre. Ainsi
le point de l'espace des param�etres (a; b; c) = (0 :523; 2; 4) est tr�es voisin du point critique o�u une cinqui�eme

lettre apparâ�t sur l'attracteur (�g. 2.19). La populatio n d'orbites p�eriodiques est maintenant fortement �elagu�ee
ce qui implique que certaines orbites n'apparaissent jamais sur l'attracteur. Sa caract�erisation topologique sera
r�ealis�ee.

Population d'orbites p�eriodiques

L'application de premier retour de la section de Poincar�ePx �a elle-même (�gure 2.19) comporte maintenant
une quatri�eme branche d�ecroissante : la bande 3 est donc impaire. La partition g�en�eratrice est d�e�nie par :

(a) Attracteur

0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
y(i)

0

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

y(
i+

1)

0 1 2 3yC1
yC2

yC3

a
b

(b) Application de premier retour

Fig. 2.19 { Attracteur solution du syst�eme de R•ossler command�e par l es param�etres (a; b; c) = (0 :523; 2; 4) et son
application de premier retour de la section de Poincar�e Px �a elle-même.

8
>><

>>:

0 si � < y < y c1

1 si yc1 < y < y c2

2 si yc2 < y < y c3

3 si yc3 < y < �

(2.25)

o�u
8
<

:

yc1 = � 2:79
yc2 = � 4:67
yc3 = � 5:52

(2.26)

Suivant la m�ethode pr�ec�edente, la population d'orbites p�eriodiques est extraite et report�ee dans le tableau 2.4
o�u les s�equences symboliques sont propos�ees.

Table 2.4 : suite
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Tab. 2.4 { Population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur de R•os sler command�e par les param�etres ( a; b; c) =
(0:523; 2; 4) : la population est �elagu�ee.

p�eriode nombre coordonn�ee eny coordonn�ee enz s�equence

1 3 -3.9379773231553 0.4585986331588 1
-5.3178228019834 0.4379228824724 2
-5.6976375874403 0.4328713875627 3

2 6 -4.4565533849962 0.4503527253839 10
-4.8552934717757 0.4444176413923 20
-5.0618517819128 0.4414681341184 21
-5.7578681735005 0.4320920154700 32
-6.0356763191889 0.4285698715807 31
-6.0877677858756 0.4279222740870 30

3 14 -4.5066880859819 0.4495881554894 101
-4.6426696658316 0.4475414189871 100
-4.7344044607810 0.4461824478302 200
-4.8072869641984 0.4451149619718 201
-5.1166336684958 0.4406993875114 211
-5.1669111976684 0.4399986561953 210
-5.2389298771080 0.4390029657378 220
-5.2687198947879 0.4385938447116 221
-5.7624366229160 0.4320331533748 323
-5.7734009388191 0.4318919492495 322
-5.8242479668035 0.4312396792183 321
-5.8395563356665 0.4310440967080 320
-5.9142270168341 0.4300952117938 310
-5.9343617298083 0.4298407442186 311

4 43 -4.4925685144006 0.4498029348749 1011
-4.6685883863202 0.4471557158088 1001
-4.7145431841579 0.4464752409220 2001
-4.8194821410247 0.4449373929206 2011
-4.8365629108050 0.4446891398001 2010
-5.0702234832130 0.4413502946981 2120
-5.0882175888046 0.4410974548689 2110
-5.1016595176641 0.4409089654330 2111
-5.1851026755161 0.4397463303698 2101
-5.2005339436441 0.4395326711574 2100
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p�eriode nombre coordonn�ee eny coordonn�ee enz s�equence

4 -5.2182677608797 0.4392876946195 2200
-5.2274175450005 0.4391615060114 2201
-5.2803637616913 0.4384343300359 2211
-5.2887656481668 0.4383194406446 2210
-5.3025853686511 0.4381306274378 2220
-5.3081248116070 0.4380550588208 2221
-5.7611506860276 0.4320496638682 3233
-5.7745582035381 0.4318770905007 3223
-5.7766996699763 0.4318495405294 3222
-5.7867043709936 0.4317208886986 3221
-5.7898876813758 0.4316800449271 3220
-5.8038726506031 0.4315006009869 3210
-5.8084871257508 0.4314413883635 3211
-5.8209200669084 0.4312822536784 3212
-5.8226439441656 0.4312601927663 3213
-5.8414082766278 0.4310204716749 3203
-5.8430122729145 0.4309999669634 3202
-5.8556880982841 0.4308383547835 3201
-5.8600298135565 0.4307830547260 3200
-5.8795175974102 0.4305352218115 3100
-5.8864087632858 0.4304477088449 3101
-5.9078020364797 0.4301765216923 3102
-5.9094605725245 0.4301555320216 3103
-5.9393968885880 0.4297772676352 3113
-5.9402862199186 0.4297660584229 3112
-5.9592584175122 0.4295270232037 3111
-5.9640728785379 0.4294664943085 3110
-5.9834001246915 0.4292237263459 3120
-5.9861925797929 0.4291886339203 3121
-6.0925786294864 0.4278627124901 3031
-6.1521442578471 0.4271275450269 3021
-6.1538411112912 0.4271066836182 3020
-6.1906018536837 0.4266556068447 3010
-6.1922406054567 0.4266355250965 3011

Extraction du patron

La caract�erisation de la bande 3 est e�ectu�ee �a l'aide d'u ne repr�esentation tridimensionnelle obtenue par
l'int�egration de conditions initiales respectant la part ition (2.25). Nous pouvons voir la bande 3 comme une
bande 2 �a laquelle une torsion d'un demi-tour est adjointe (�g. 2.20) : sa torsion locale est donc �egale �a � 3.
La structure en boucle commune aux bandes 2 et 3 implique deuxintersections n�egatives de ces deux bandes
(une boucle pr�esente une torsion locale d'un tour) : une troisi�eme est ajout�ee a�n de respecter la convention
d'insertion des bandes. A l'image de la bande 2, la bande 3 estr�einject�ee au centre de l'attracteur par dessus
la bande 1 impliquant une intersection n�egative : une seconde est ajout�ee en raison de la convention d'insertion
standard. Aucune intersection avec la bande 0 n'est �a noter.

Le patron non-standard est alors dress�e (�gure 2.21.a). Son �equivalent standard est imm�ediatement obtenu
(�gure 2.21.b).
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face superieureface inferieure

AB

Bande 2

A
B

Bande 3

(a) Bandes 1 et 2 : la parit�e impaire de la bande 3 se retrouve c ar sa face
sup�erieure (en A) se retrouve dessous, en face inf�erieure , (en B) apr�es une
r�evolution sur l'attracteur. Pour des raisons identiques la parit�e paire de
la bande 2 est �evidente : sa structure en boucle implique une torsion de
� 2.

face inferieure

face superieure

bande 0

bande 2

bande 3

bande 1

Insertion des bandes

Bande 3

Bande 2 face superieure

(b) Con�guration des deux bandes 2 et 3 : une rotation relativ e d'un demi-tour
apparâ�t. L'insertion des bandes se fait dans l'ordre 0, 2, 3 et 1.

Fig. 2.20 { Con�guration des bandes 2 et 3 sur l'attracteur �a trois lett res du syst�eme de R•ossler command�e par les
param�etres (a,b,c)=(0.523,2,4). L'insertion des bandes est d�etaill�ee dans la section suivante.



2.4. AU DEL �A DU POINT DE SATURATION 79

0123 0123a) b)

Fig. 2.21 { a) Patron non-standard de l'attracteur �a quatre bandes du s yst�eme de Ro•ssler. b) Patron standard �equivalent
au pr�ec�edent.

Selon l'ordre 0! 1 ! 2 ! 3, la matrice du patron M Ros 4 est de la forme :

M Ros 4 =

2

6
6
4

0 � 1 � 1 � 1
� 1 � 1 � 2 � 2
� 1 � 2 � 2 � 3
� 1 � 2 � 3 � 3

3

7
7
5 (2.27)

Cette matrice est v�eri��ee �a l'aide du lien form�e par le co uple d'orbites de s�equences symboliques respectives (31)
et (32). Nous construisons le graphe d'insertion selon les r�egles d'usage. Nous obtenons le nombre d'insertions
suivant : N ins (32; 31) = 2. Le nombre de liaisons est alors obtenu :

L (32; 31) =
1
2

[ M (3; 3) + M (3; 2) + M (3; 1) + M (2; 1) + N ins (32; 31) ]

=
1
2

[ � 3 � 3 � 2 � 2 + 2 ] = � 4

(2.28)

Ce nombre est v�eri��e sur la projection dans le plan xy de ces deux orbites (�g. 2.22).
Nous avons maintenant caract�eris�e l'attracteur �a quatr e bandes du syst�eme de R•ossler. Poursuivons notre

�etude par une nouvelle augmentation du param�etre de contr̂ole a.
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Fig. 2.22 { Projection des orbites p�eriodiques (32) et (31) : huit inte rsections n�egatives sont d�enombr�ees.

2.4.3 Processus in�ni ?

L 'apparition de lettres suppl�ementaires se poursuit suivant le même processus : une nouvelle bande avec une
torsion locale augment�ee d'un demi-tour par rapport �a la b ande pr�ec�edente. L'enchevêtrement se d�eveloppe

suivant une con�guration en spirale, ce qui permet de dresser une matrice de patron �a n lettres. Cependant le
processus sera interrompu par une crise frontali�ere.

G�en�eralisation �a n lettres

Sous une augmentation du param�etre de contrôlea, le chaos se d�eveloppe toujours et une cinqui�eme lettre
apparâ�t, puis une sixi�eme, puis... et cela jusqu'�a onzelettres pour (a; b; c) = (0 :556; 2; 4) (�g. 2.23). L'application
de premier retour pr�esente alors onze branches monotones,alternativement croissantes et d�ecroissantes.

La partition g�en�eratrice est donn�ee par :

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 si � < y < y c1

1 si yc1 < y < y c2

2 si yc2 < y < y c3

3 si yc3 < y < y c4

4 si yc4 < y < y c5

5 si yc5 < y < y c6

6 si yc6 < y < y c7

7 si yc7 < y < y c8

8 si yc8 < y < y c9

9 si yc9 < y < y c10

A si yc10 < y < �

(2.29)



2.4. AU DEL �A DU POINT DE SATURATION 81

o�u

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

yc1 = � 2:71
yc2 = � 4:47
yc3 = � 5:25
yc4 = � 5:84
yc5 = � 6:13
yc6 = � 6:31
yc7 = � 6:43
yc8 = � 6:49
yc9 = � 6:55
yc10 = � 6:56

(2.30)

(a) Attracteur dont la dynamique symbolique se
d�ecompose sur onze lettres.

(b) Application de premier retour.

Fig. 2.23 { Comportement asymptotique du syst�eme de R•ossler command �e par les param�etres (a,b,c)=(0.556,2,4).

Comme pr�ec�edemment, la population d'orbites p�eriodiqu es a �et�e extraite et report�ee dans le tableau (2.5).
La codi�cation des bandes est �etendue suivant la notation hexad�ecimale, ainsiA est attribu�ee �a la 11 �eme lettre.
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Tab. 2.5 { Population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur de R•os sler command�e par les param�etres ( a; b; c) =
(0:556; 2; 4) : la population est �elagu�ee.

p�eriode nombre coordonn�ee en y coordonn�ee en z s�equence

1 3 -3.8481141582905 0.4622749131940 1
-4.9528631518317 0.4450383661755 2
-5.4833990742777 0.4376492540591 3

2 16 -4.3199285487758 0.4545748287075 10
-4.5994985407178 0.4502581509604 20
-4.8010262442292 0.4472502619089 21
-5.5367113390793 0.4369342002713 32
-5.6891174987125 0.4349160254989 31
-5.7973212066753 0.4335061207904 30
-5.8937247445263 0.4322654688396 40
-5.9505988191180 0.4315402541655 41
-6.0385407273950 0.4304285802476 42
-6.0537764179678 0.4302372257296 43
-6.2029840643699 0.4283806546466 53
-6.2110294711705 0.4282814561217 52
-6.2896154470674 0.4273174607759 51
-6.3570327372037 0.4264973893653 61
-6.4931697945992 0.4248605425749 71
-6.5029341673142 0.4247441531846 71

3 67 -4.3540113320332 0.4540392526988 101
-4.5704735329779 0.4506983454178 201
-4.8308125458496 0.4468127371019 211
-4.8731074005346 0.4461945254322 210
-4.9105617319896 0.4456500405784 220
-4.9332757377479 0.4453211626625 221
-5.5377424610174 0.4369203915211 323
-5.5444039220256 0.4368314097628 322
-5.5635637425738 0.4365758397000 321
-5.5776520777802 0.4363882761037 320
-5.6148112738288 0.4358952351909 310
-5.6392076527172 0.4355727549812 311
-5.6728946876622 0.4351290966347 312
-5.6826477629949 0.4350009890530 313
-5.8138192820775 0.4332927900706 303
-5.8339294242845 0.4330332950013 302
-5.8628377629686 0.4326613765487 402
-5.8783730008123 0.4324620927854 403
-5.9592260712181 0.4314306995188 413
-5.9630621391978 0.4313820412094 412
-5.9826446466581 0.4311338142913 411
-5.9923981486657 0.4310104645100 410
-6.0136393409851 0.4307422067594 420
-6.0188417188169 0.4306766439385 421
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p�eriode nombre coordonn�ee en y coordonn�ee en z s�equence

3 -6.0299867075993 0.4305362589008 422
-6.0319662453159 0.4305113204417 423
-6.0610466690179 0.4301459261075 433
-6.0630974672741 0.4301202752628 432
-6.0768045503851 0.4299485357417 431
-6.0842867562370 0.4298549150655 430
-6.0973401356342 0.4296917863010 440
-6.1042925338807 0.4296049509762 441
-6.1552977552515 0.4289704639150 541
-6.1613911160932 0.4288949273326 540
-6.1740917001756 0.4287376316988 530
-6.1801154762434 0.4286630439742 531
-6.1928535374852 0.4285056898091 532
-6.1940757876293 0.4284905706686 533
-6.2194260723539 0.4281780099820 523
-6.2203533940320 0.4281666016129 522
-6.2302977698627 0.4280442968554 521
-6.2335862376093 0.4280038325317 520
-6.2520627698736 0.4277769754624 510
-6.2576801171337 0.4277081227677 511
-6.2749315353590 0.4274969250967 512
-6.2758609765226 0.4274855585879 513
-6.3772411288600 0.4262528108243 611
-6.3796614276475 0.4262235464862 610
-6.3901953888831 0.4260963407513 620
-6.3914684830186 0.4260809121751 621
-6.4223265669251 0.4257091765128 631
-6.4365752794555 0.4255379655396 731
-6.4637319641765 0.4252123661391 721
-6.4645230183882 0.4252029143034 720
-6.4731290218132 0.4250999614612 710
-6.4744518423258 0.4250841208784 711
-6.5160805998695 0.4245875443296 811
-6.5166707790047 0.4245805773172 810
-6.5216899458086 0.4245208704192 820
-6.5219924615377 0.4245172745848 821
-6.5467529378741 0.4242232372004 921
-6.5469294893098 0.4242211428736 920
-6.5508678008092 0.4241744524450 910
-6.5511483786272 0.4241710996106 911
-6.5655739193512 0.4240002517764 A11
-6.5680481915855 0.4239709814308 A20
-6.5656848166964 0.4239988974202 A10
-6.5680993543431 0.4239703915192 A21

Le ruban s'est enroul�e en spirale (�g. 2.24.a), multipliant les croisements entre les di��erentes bandes. L'in-
sertion des bandes se fait suivant l'ordre (�g. 2.24.b) :

0 ! 2 ! 4 ! 6 ! 8 ! A ! 9 ! 7 ! 5 ! 3 ! 1

Les bandes continuent de s'enchevêtrer selon le même processus et la matrice du patron �an + 1 bandes peut
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Fig. 2.24 { a) Structure en spirale de la section de Poincar�e de l'attra cteur du syst�eme de R•ossler command�e par les
param�etres (a,b,c)=(0.556,2,4) et b) sch�ematisation de cette structure avec la dynamique symbolique de l'attracte ur : la
structure en spirale rend syst�ematique la croissance de l'attracteur.

s'�ecrire sous la forme :

M Ros n +1 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 � 1 � 1 : : : � 1 � 1 � 1
� 1 � 1 � 2 : : : � 2 � 2 � 2
� 1 � 2 � 2 : : : : : : : : : : : :
...

...
...

. . .
...

...
...

� 1 � 2 : : : : : : � (n � 2) � (n � 1) � (n � 1)
� 1 � 2 : : : : : : � (n � 1) � (n � 1) � n
� 1 � 2 : : : : : : � (n � 1) � n � n

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(2.31)

Etant donn�e la �gure imposante que cela n�ecessiterait, le patron �a onze lettres n'est pas repr�esent�e. Toutefois,
cette matrice M Ros 11 peut être v�eri��ee par un calcul du nombre de liaisons �a pa rtir de la relation (2.11). Nous
ne donnerons qu'une v�eri�cation partielle. Choisissons le couple d'orbites (61; 2). Le nombre de liaisonsL (61; 2)
est alors donn�e par :

L (61; 2) =
1
2

[ M (6; 1) + M (2; 1) + N ins (61; 2) ]

=
1
2

[ � 3 � 1 + 1 ] = � 2

(2.32)

o�u le nombre d'insertion N ins (61; 2) = 1 est obtenu �a l'aide du graphe d'insertion habituel. Ce nombre est v�eri��e
par comptage des intersections orient�ees sur une projection dans le planxy de ces deux orbites (�g. 2.25).

D�ec�es de l'attracteur

Sur la ligne de l'espace des param�etres choisie, ce processus est in�ni et une loi d'�echelle a �et�e trouv�ee [27]. Il
existe une valeur critiqueac du param�etre de contrôle pour laquelle il se produit alorsune crise frontali�ere [28],
c'est �a dire qu'une collision entre l'attracteur et le poin t �xe F+ intervient �a la fronti�ere du bassin d'attraction
(le plan s�eparateur contenant le point F+ ). Cette crise est dramatique pour l'existence de l'attracteur car le
plan s�eparateur peut maintenant être franchi et la trajec toire �eject�ee �a l'in�ni (�g. 2.26). L'attracteur est alo rs
associ�e �a un chaos transitoire.

Le param�etre de contrôle critique ac est un peu �a l'image du point d'accumulation �a l'issu de la cascade
de doublements de p�eriode : un nombre in�ni de points critiques est alors pr�esent sur l'application de premier
retour [27].
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Fig. 2.25 { Projection du couple d'orbites (61,2) sur le plan x-y : L (61; 2) = 1
2 (� 5 + 1) = � 2.

2.5 Conclusion

L '�evolution du syst�eme de R•ossler sur une ligne de l'espace des param�etres a �et�e �etudi�ee. Chaque attrac-
teur a �et�e caract�eris�e. L'ordre d'apparition des orbit es p�eriodiques a �et�e d�etermin�e ainsi que leur ordre de

disparition. La loi de croissance de l'attracteur a pu alorsêtre formalis�ee par l'interm�ediaire de la matrice du
patron.

De la compr�ehension profonde de l'�evolution de la population d'orbites p�eriodiques, une distinction tr�es �ne
des divers r�egimes asymptotiques a pu être r�ealis�ee. Cette technique de caract�erisation s'av�ere plus puissanteque
les techniques bas�ee sur la transform�ee de Fourier qui, lorsque le chaos est su�samment d�evelopp�e, n'apportent
plus aucune information (le spectre de puissances est alorscompos�e d'une large bande).

De plus, elle permet de pr�edire quelles �evolutions peut subir un attracteur sous variation de ses param�etres
de contrôle. En e�et, connaissant la topologie d'un attracteur donn�e, nous savons que certaines con�gurations
ne peuvent être obtenues par croissance continue de celle-ci.

Toutefois la caract�erisation topologique s'appuie sur une application de premier retour. Ceci peut amener
certaines complications face �a des syst�emes peu dissipatifs : le ruban sur lequel est inscrite la population d'orbites
p�eriodiques peut r�ev�eler une �epaisseur qui noie la structure de l'application de premier retour dans un nuage.

La caract�erisation topologique devra être �etendue aux syst�emes s'inscrivant sur des tores. Ceci sera d'un
int�erêt particulier pour les r�egimes quasi-p�eriodiqu es ou certaines intermittences rencontr�ees sur l'exp�erience du
�l chaud [29].
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Fig. 2.26 { Ejection de la trajectoire �a l'in�ni apr�es que celle-ci ai t d�ecrit plusieurs r�evolutions sur l'attracteur.
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Chapitre 3

Le syst�eme de Lorenz et sa sym�etrie

A trick which exploits the inherent ... symmetry
between the two leaves of the Lorenz 
ow ... has
yet to be found.

O. E. R•ossler, 1976.

3.1 Introduction

Nous avons vu que l'outil clef de la dynamique des syst�emes est la description topologique qualitative [1] ou,
plus simplement, sa dynamique symbolique. Pour cela l'espace des phases est divis�e en r�egions topologi-

quement distinctes. A chacune de ces r�egions est associ�eeune lettre. Ces lettres sont alors utilis�ees pour coder
toutes les trajectoires possibles de mani�ere unique : la partition est alors g�en�eratrice.

Si la proc�edure de caract�erisation topologique des syst�emes d�epourvus de sym�etrie est maintenant bien
�etablie [2], celle des syst�emes sym�etriques n'est pas encore compl�etement achev�ee. En e�et, des complications
inh�erentes aux sym�etries apparaissent. P. Cvitanovi�c et B. Eckhardt [3] ont r�ecemment publi�e un article qui
nous a permis de formaliser plus pr�ecis�ement ce que nous avions intuit�e concernant ce probl�eme [24]. En e�et,
les syst�emes sym�etriques pr�esentent des invariances par rapport �a des r�egions di��erentes de l'espace des phases.
Ils doivent donc être appr�ehend�es �a travers une r�egion r�eduite (un domaine fondamental) de l'espace des phases.

O. E. R•ossler [4] avait pressenti la di�cult�e que pouvaien t pr�esenter les syst�emes sym�etriques face �a la
caract�erisation de leur comportement dynamique. Il a alors travaill�e sur l'obtention d'un ruban "plus simple"
et d�epourvu de sym�etrie. C'est ainsi qu'il proposa le syst�eme �etudi�e au chapitre pr�ec�edent. Malheureusement,
la route vers le chaos de son mod�ele di��ere de celle emprunt�ee par le syst�eme de Lorenz. En e�et la sym�etrie
interdit l'existence d'une cascade de Feigenbaum [5]. Le processus d'apparition de ses orbites p�eriodiques n'est
toujours pas compl�etement compris. Nous �elaborerons au cours de ce chapitre une proc�edure de caract�erisation
des syst�emes sym�etriques. Une dynamique symbolique binaire in�edite sera propos�ee. Nous l'�etendrons �a une
dynamique symbolique �a trois lettres. Notre partition res tera sans faille sur les attracteurs �etudi�es (c'est �a dir e
jusqu'�a R = 90). Pourtant des questions restent pos�ees sur le cas de l'intermittence de type-I apparaissant pour
R = 166:06 [6]. Ceci ne sera pas trait�e dans le cadre de cet ouvrage.

A la lumi�ere de cette caract�erisation, les spectres de puissance seront �etudi�es. En e�et les spectres de
puissance du syst�eme de Lorenz di��erent selon la variable�a partir de laquelle ils sont calcul�es (ce qui n'est pas
le cas pour le syst�eme de R•ossler). Une astuce sera alors propos�ee pour restituer des spectres identiques.

Pr�ecisons que des syst�emes pourvus de sym�etrie se rencontrent fr�equemment au sein des syst�emes hydrody-
namiques. Par exemple en 1966, D. W. Moore et E. A. Spiegel [7]construisent un mod�ele de convection d'un

uide au sein duquel se d�eveloppe un gradient de temp�erature. Leur but est de comprendre l'origine des insta-
bilit�es dues �a la dissipation thermique qui apparait dans les 
uides en rotation pourvus de champs magn�etiques
(situation souvent rencontr�ee lors de la mod�elisation de syst�emes stellaires). Les solutions de leur mod�ele sont
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�etrangement semblables �a celles observ�ees par E. N. Lorenz [8]. Plus r�ecemment, M. Auvergne et A. Baglin [9]
proposent un mod�ele des pulsations radiales stellaires pourvu d'une sym�etrie centrale.

En�n, le syst�eme de Lorenz a permis de mod�eliser des syst�emes aussi divers qu'une roue �a eau [10], une
r�eaction chimique [11], des instabilit�es optiques d'un laser [12]. Les syst�emes sym�etriques ne sont donc pas
exceptions même si leurs observations semblent peu probables. Il ne nous parâ�t pas plausible d'observer des
�etats physiques que le syst�eme lui-même ne distingue pas...

3.2 La physique du syst�eme de Lorenz

E.N. Lorenz est un physicien passionn�e par la m�et�eorologieet le calcul sur ordinateur. Aussi s'int�eresse-t-il
�a l'�etude du comportement de l'air. A quelques exceptions pr�es, les mouvements de l'atmosph�ere sont

d'origine convective. Les mouvements de l'air proviennentdes irr�egularit�es thermiques qui sont constamment
impos�ees par le soleil. L'�echelle et le caract�ere de ces mouvements varient de mani�ere importante de la turbulence
thermique chaotique aux syst�emes hautement organis�es tels que les cyclones. Dans tous les cas, ils pr�esentent
un transport de chaleur et de vorticit�e (ou moment). C'est c e processus qui introduit l'aspect non-lin�eaire du
comportement atmosph�erique.

Une premi�ere �etape vers la compr�ehension des formes compliqu�ees de cette non-lin�earit�e est r�ealis�ee par
l'�etude de mod�eles plus simples que ceux r�eellement rencontr�es. Un exemple de tels mod�eles, capables d'�elucider
les propri�et�es non-lin�eaires des processus convectifs, est la repr�esentation des variations spatiales du mouvement
et de la temp�erature dans des exp�eriences du type Rayleigh-B�enard par une d�ecomposition en un nombre limit�e
de termes de Fourier [13].

La convection de Rayleigh-B�enard se d�eveloppe lorsqu'un
uide est plac�e dans une petite cellule de hauteur
H dont la di��erence de temp�erature � T entre les faces inf�erieure et sup�erieure (�g. 3.1 ) est maintenue constante
par un chau�age ext�erieur. Pour simpli�er le probl�eme, la g�eom�etrie de la petite bô�te rectangulaire peut être
restreinte de mani�ere �a ce que seuls deux ou trois rouleauxse d�eveloppent. Cet arti�ce permet de tronquer des
degr�es de libert�e du syst�eme et ainsi, de d�e�nir des bifu rcations simples vers la turbulence [14]. La g�eom�etrie
rectangulaire impose un chemin non-ambigu aux rouleaux : ils se d�eveloppent perpendiculairement au plus
grand côt�e.

Fig. 3.1 { Cellules de convection de Rayleigh-B�enard

L'exp�erience des rouleaux de Rayleigh-B�enard est une dessituations o�u l'approximation de Boussinesq
[15] est v�eri��ee. Ces situations apparaissent lorsque ladensit�e � varie lin�eairement avec la temp�erature T . On
introduit alors un coe�cient � de dilatation du volume. Pour les gaz et les liquides tels queceux qui sont utilis�es
la plupart du temps, � est de l'ordre de 10� 3 �a 10 � 4 et les variations de la densit�e sont de l'ordre de un pour
cent. Les variations des autres coe�cients sont ignor�ees.En revanche les variations de la densit�e� dans le terme
� F (terme de gravitation) ne peut être ignor�ee parce que l'acc�el�eration r�esultant de �� F = �� � TF (o�u � Test
la di��erence de temp�erature impos�ee) peut être importa nte ; plus grande, par exemple, que l'acc�el�eration due
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au terme (v :r )v dans l'�equation du mouvement. Aussi, � pourra être trait�ee comme une constante dans tous
les termes de l'�equation du mouvement except�e dans celui de la force gravitationnelle.

Dans le cadre de cette approximation, les �equations du mouvement sont de la forme
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@u
@t

+ ( v :r )u = �
@P
@x

+ � r 2u

@v
@t

+ ( v:r )v = �
@P
@y

+ � r 2v

@w
@t

+ ( v :r )w = �
@P
@z

+ � r 2w + g�T

(3.1)

o�u (u, v, w) sont les composantes du vecteur vitessev et P, la pression g�en�eratrice d�e�nie par

P =
p
� 0

� g(z � H ) (3.2)

o�u � 0 est la masse volumique moyenne sur l'ensemble du 
uide et P lapression hydrostatique. Dans ce syst�eme,
la variation de la masse volumique est donn�ee par :

� = � 0(1 � �T ) (3.3)

L'�equation de la conduction de la chaleur est de la forme

@T
@t

+ ( v:r )T = � r 2T (3.4)

et l'�equation de continuit�e se r�esume �a
r :v = 0 (3.5)

Pour des nombres de Prandtl sup�erieurs �a 1, la structure convective acquiert un caract�ere tridimension-
nel avant toute bifurcation vers un �etat d�ependant du temp s (rouleaux crois�es, zig-zag) [14] : les e�ets ther-
miques sont alors en comp�etition avec les e�ets dynamiques. Cependant, pour des 
uides de nombres de
Prandtl inf�erieurs �a 1, cette structure convective, pr�e sente de l'absence de convection jusqu'�a l'apparition de la
premi�ere instabilit�e d�ependant du temps, est bidimensi onnelle. Aussi pour simpli�er le probl�eme, nous pouvons
contraindre les mouvements convectifs de mani�ere �a ce qu'ils se d�eveloppent en rouleaux dans le planx � z
(c'est �a dire que v = 0 et @

@y = 0). Dans ce cas les �equations se r�eduisent �a

8
>><

>>:

@u
@t

+ u
@u
@x

+ w
@u
@z

= �
@P
@x

+ � r 2u

@w
@t

+ u
@w
@x

+ w
@w
@z

= �
@P
@z

+ � r 2w + g�T

(3.6)

@T
@t

+ u
@T
@x

+ w
@T
@z

= � r 2T (3.7)

@u
@x

+
@w
@z

= 0 (3.8)

En vertu de (3.8), nous pouvons d�e�nir une fonction de Courant  comme suit :
8
>><

>>:

u = �
@ 
@z

w =
@ 
@x

(3.9)

La temp�erature T peut être d�evelopp�ee sous la forme d'une perturbation T
0

par rapport �a la valeur moyenne �T
dans un plan horizontal :

T (x; z; t ) = �T(z; t) + T
0

(x; z; t ) (3.10)
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La temp�erature moyenne �T peut alors être d�evelopp�ee sous la forme d'une perturbation moyenne sur un plan
horizontal �T " par rapport �a une variation lin�eaire entre les deux surfaces, soit :

�T(z; t) =
�

�T(0; t) �
� T
H

z
�

+ �T
00
(z; t) (3.11)

Si nous substituons (3.11) dans (3.10) nous obtenons

T(x; z; t ) =
�

�T(0; t) �
� T
H

z
�

+ � (3.12)

o�u
� = �T

00
(z; t) + T

0
(x; z; t ) (3.13)

Pour ce mod�ele, nous supposerons les conditions de temp�erature maintenues constantes sur les faces de la
cellule, soit

@�T(0)
@t

=
@�T(H )

@t
= 0 (3.14)

De l�a, si nous �eliminons P de (3.6) en formant l'�equation de vorticit�e relative au pr obl�eme et que nous intro-
duisons (3.9) et (3.12), nous obtenons

8
>><

>>:

@
@t

r 2 �
@ 
@z

@
@x

r 2 +
@ 
@x

@
@z

r 2 = � r 4 + g�
@�
@x

@�
@t

�
@ 
@z

@�
@x

+
@ 
@x

@�
@z

=
� T
H

@ 
@x

+ � r 2�

(3.15)

Ce sont les �equations qui gouvernent notre mod�ele. Notonsque r 2 repr�esente la vorticit�e du mouvement
dans le planx � z (c'est �a dire r 2 = @u

@z� @w
@x ) et que r 4 = r 2r 2 = @4  

@x4 + @4  
@z4 + 2 @4  

@x2 @z2 . Nous pouvons
introduire une simpli�cation en �ecrivant les termes non-l in�eaires sous la forme d'un op�erateur Jacobien

@(a; b)
@(x; z)

=
�

@a @b
@x @z

�
@b @a
@x @z

�
(3.16)

Les relations (3.15) prennent alors la forme suivante :
8
>>><

>>>:

@
@t

r 2 +
@( ; r 2 )

@(x; z)
= � r 4 + g�

@�
@x

@�
@t

�
@( ; � )
@(x; z)

=
� T
H

@ 
@x

+ � r 2�

(3.17)

Le syst�eme est alors adimensionnalis�e : les longeurs sontexprim�ees relativement �a la hauteur H de la cellule
(x � = x

H ; z� = z
H ; r � 2 = H 2r 2), le temps par rapport au temps caract�eristique de H 2

� (t � = �t
H 2 ), la temp�erature

en unit�e de � �
g�H 3 (� � = ���

g�H 3 ) et la fonction de Courant par  � =  
� . Un syst�eme d'�equations adimensionelles

est alors obtenu : 8
>>><

>>>:

r � 2 @ �

@t�
+

@
�
 � ; r � 2 �

�

@(x � ; z� )
= � r � 4 � + �

@��

@x�

@��

@t�
�

@( � ; � � )
@(x � ; z� )

= R
@ �

@x�
+ r � 2� �

(3.18)

o�u

� =
�
�

est le nombre de Prandtl

R� =
g�H 3� T

��
est le nombre de Rayleigh
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Les conditions aux limites choisies par B. Saltzman [13] sont les suivantes :

 = 0 ,  � = 0 (3.19)

et
@u
@z

= 0 ) r 2 = 0 , r � 2 � = 0 (3.20)

pour la surface sup�erieure, et
 = 0 (3.21)

et
@ 
@z

= 0 (3.22)

pour la surface inf�erieure. Rayleigh [16] montre que les solutions du syst�eme lin�earis�e (3.18) sont alors de la
forme : 8

><

>:

 � =  0 sin
� �ax

H

�
sin

� �z
H

�

� � = � 0 cos
� �ax

H

�
sin

� �z
H

� (3.23)

lorsque le nombre de Rayleigh exc�ede une valeur critique

Rc =
� 4(1 + a2)3

a2 (3.24)

Le minimum de cette valeur critique apparait lorsquea2 = 1 =2 : les proportions du rectangle minimalisent alors
la di��erence de temp�erature n�ecessaire �a l'apparition de la convection.

De ce syst�eme, Barry Saltzman [13] d�erive un jeu de sept �equations di��erentielles ordinaires par un d�eveloppement
de  et � en une double s�erie de Fourier auquel il applique une troncature suivant la proposition de Edward
Lorenz [17]. B. Saltzman int�egre num�eriquement son syst�eme et remarque que toutes les variables except�ees
trois tendent vers z�ero. Les trois variables restantes pr�esentent des 
uctuations non-p�eriodiques d�ependant du
temps.

E. N. Lorenz [8] montre alors que des solutions identiques sont obtenues si les s�eries sont issues d'une
troncature ne gardant que trois termes au total. Ceci peut être r�ealis�e en appliquant au syst�eme (3.18) le
changement de variables suivant :

8
>><

>>:

a 
(1 + a2) �

= X
p

2 sin
� �ax

H

�
sin

� �z
H

�

�R a �
Rc� T

= Y
p

2 cos
� �ax

H

�
sin

� �z
H

�
� Z sin

�
2�z
H

� (3.25)

o�u X, Y et Z sont des fonctions d�ependant uniquement du temps. Les termes trigonom�etriques autres que ceux
apparaissant dans (3.25) sont rejet�es. Le syst�eme de trois �equations di��erentielles ordinaires de Lorenz est alors
obtenu : 8

>>>><

>>>>:

_X = � (Y � X )

_Y = RX � Y � XZ

_Z = � bZ + XY

(3.26)

o�u les _X; _Y et _Z sont les d�eriv�ees par rapport au temps adimensionnel

� =
� 2(1 + a2)�

H 2 t (3.27)

tandis que R = R a
R c

et b = 4
(1+ a2 ) . Les trois variables repr�esentent les quantit�es physiques suivantes :



94 CHAPITRE 3. LE SYST �EME DE LORENZ ET SA SYM �ETRIE

X est proportionnelle �a l'intensit�e du mouvement de convection ; le sens de rotation des rouleaux est positif
lorsque X > 0. Le choix du sens positif (X > 0) est arbitraire : nous le prendrons �egal au sens trigo-
nom�etrique. Avec cette convention, un rouleau sera anim�ed'une rotation trigonom�etrique pour X > 0 et
inversement pour X < 0.

Y est proportionnelle �a la di��erence de temp�erature entre les parties gauche et droite du rouleau : suivant la
convention sur le mouvement de convection, la di��erence detemp�erature sera positive lorsque le courant
droit sera plus chaud que le courant gauche (�g. 3.2).

Z est la distorsion du pro�l de temp�erature par rapport au pro �l lin�eaire pr�esent en l'absence de convection.

G D G D G DG D

chaud froid chaud chaudfroidfroid

X>0 Y>0 X>0 Y>0Y<0 X<0 Y<0 X<0

a) b) c) d)

chaud froid

Fig. 3.2 { Interpretation physique et convention des variables du syst�eme de Lorenz

Physiquement, il est impossible de distinguer la con�guration a) de la c) et la b) de la d). Cette distinction
provient de la n�ecessit�e d'orienter les axes de l'espace physique, mais le processus physique est rigoureusement
le même lorsque les courants chauds (respectivement froids) sont ascendants (respectivement descendants), que
la rotation du rouleau soit trigonom�etrique ou pas. Ceci est l'origine profonde de la sym�etrie du syst�eme de
Lorenz.

Le syst�eme d'�equations de Lorenz o�re des r�esultats r�ea listes lorsque le nombre de Rayleigh est l�eg�erement
supercritique. Etant donn�e la s�ev�ere troncature, les solutions physiques ne peuvent ressembler �a celles du syst�eme
(3.18) quand une forte convection se d�eveloppe.

3.3 Caract�erisation topologique

3.3.1 Points �xes

L a ligne de l'espace des param�etres la plus �etudi�ee du syst�eme de Lorenz correspond �a un nombre de Prandtl�
approximativement �egal �a deux fois celui de l'eau (� = 10) et un param�etre b �egal �a 8 =3. Le choix du nombre

de Prandtl limite la repr�esentativit�e des solutions obte nues : en e�et, les rouleaux ne peuvent se d�evelopper
dans un plan que si� est inf�erieur �a 1 [14]. Les solutions apport�ees par le syst�eme de Lorenz ne correspondent
donc pas �a une r�ealit�e physique. Le rapport d'aspect de la cellule de convection correspond �a la con�guration
qui n�ecessite la di��erence de temp�erature la plus faible pour l'apparition de la convection.

Lorsque R < 1 (Ra < R c) l'origine C0 (0, 0, 0) est globalement stable (�g. 3.3.a). Aucune convection ne
se d�eveloppe et les �echanges de chaleur ne se font que par conduction (la variable Z est nulle ce qui signi�e
qu'il n'y a aucun �ecart par rapport au pro�l lin�eaire de tem p�erature). Une fois le nombre de Rayleigh critique
d�epass�e (R > 1), les premiers rouleaux laminaires de convection apparaissent. Il y a alors deux autres points
stationnaires C� de coordonn�ees
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8
>>>><

>>>>:

X � = �
p

b(R � 1)

Y� = �
p

b(R � 1)

Z � = R � 1

(3.28)

a)

b)

c)

C CC - 0 +

Fig. 3.3 { Vues sch�ematiques du 
ot au voisinage des points �xes
a) R< 1, b) 1< R< 24.74 et c) R> 24.74

Les valeurs propres du 
ot lin�earis�e respectivement autour de ces deux points �xes C� ont toutes une
partie r�eelle n�egative pour 1 < R< 24.74 [23]. Les deux point �xes sont donc stables (�g. 3.3.b). Suivant les
conditions initiales, un rouleau de convection laminaire va se d�evelopper avec une rotation telle que le 
uide
chaud monte et le 
uide froid descende (X � de même signe queY� ). Remarquons qu'aucune distinction ne peut
être faite entre une convection repr�esent�ee parC+ (rotation trigonom�etrique) et une autre par C� (rotation anti-
trigonom�etrique). Le syst�eme de Lorenz ne contient aucune information sur le sens de rotation des rouleaux :
seules l'intensit�e de la convection et la di��erence de temp�erature entre courants ascendants et descendants sont
prises en compte.

Pour R = RH = 24:74, deux valeurs propres complexes conjugu�ees traversentl'axe imaginaire ; il y a
bifurcation de Hopf sous-critique (c'est �a dire que les points �xes perdent leur stabilit�e par l'absorption d'une
orbite p�eriodique instable [18]). Au del�a de cette valeur critique RH , le 
ot lin�earis�e respectivement autour de
C� pr�esente une valeur propre r�eelle n�egative et une paire de valeurs propres complexes conjugu�ees avec une
partie r�eelle positive. Les trois points �xes sont alors instables et la trajectoire s'�eloignera du voisinage de ces
points �xes par une spirale (�g. 3.3.c).

Le comportement asymptotique du syst�eme est alors une trajectoire ap�eriodique qui se d�eveloppe sur un
attracteur. A la valeur R = 28 le syst�eme pr�esente un attracteur chaotique (�g. 3.4) . La convection est alors
turbulente. Les rouleaux de convection voient leur rotation s'inverser de mani�ere chaotique. Toutefois seules
les inversions du sens de rotation des rouleaux sont prises en compte. Rappelons que les �equations ne nous
permettent en aucun cas de pr�eciser si la rotation se fait dans le sens trigonom�etrique ou non. Aussi chaque aile
peut jouer le rôle de l'autre et r�eciproquement.
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Fig. 3.4 { Attracteur chaotique solution du syst�eme de Lorenz. Valeu rs des param�etres : (R; �:b ) = (28 ; 10; 8=3).

3.3.2 Equivariance

L e syst�eme (3.28) �etabli par E. Lorenz poss�ede une sym�etrie axiale. Elle est d�e�nie par rapport �a la droite
perpendiculaire au plan XY et passant par l'origine. Ainsi, nous pouvons passer d'une aile �a l'autre par

une rotation de � � . Du point de vue math�ematique, le syst�eme de Lorenz est dit �equivariant. Rappelons
que le syst�eme d'�equations di��erentielles propos�e par E. N. Lorenz d�e�nit un syst�eme dynamique non-lin�eaire
autonome de la forme

_x (t) = f (� ; x (t)) x 2 IR 3 (3.29)

o�u � 2 IR 3 est le vecteur de l'espace des param�etres d�e�ni par les composantes (R; �; b ). Un tel syst�eme est
�equivariant si il v�eri�e la propri�et�e suivante :

f (� ; 
 x ) = 
f (� ; x ) � 2 IR 3; x 2 IR 3 (3.30)

o�u 
 est une matrice orthogonale d�e�nissant l'�equivariance [19]. Dans le cas du syst�eme de Lorenz, la matrice
orthogonale 
 s'�ecrit :


 =

2

4
� 1 0 0
0 � 1 0
0 0 1

3

5 (3.31)

Ainsi, (3.29) reste inchang�e si nous rempla�consx par 
 x . De ce fait, si x (t) est une solution de (3.29) alors

 x (t) est aussi une solution [19]. La sym�etrie du syst�eme de Lorenz appartient au groupe de sym�etrieZ2 (c'est
�a dire que 
 2 = 1I ). La signi�cation physique de cette sym�etrie se retrouve dans le fait qu'une trajectoire dans
l'espace des phases ne di��erencie pas les rotations des rouleaux de convection dans le sens trigonom�etrique et
dans le sens anti-trigonom�etrique. Ainsi, si X et Y sont n�egatifs le 
uide chaud est ascendant et le 
uide froid
est descendant comme lorsqueX et Y sont positifs. Nous pouvons donc dire que la physique est invariante sous
le passage d'une con�guration �a l'autre, c'est �a dire sous l'action de 
 .

Dire que le syst�eme de Lorenz est �equivariant signi�e que son portrait de phase est invariant sous une
sym�etrie, c'est �a dire que l'image sym�etrique d'une orbi te p�eriodique est encore une orbite p�eriodique de même
p�eriode. La nouvelle orbite peut être distincte ou identique (�a un d�ecalage temporel pr�es) �a l'orbite originale.
D'un point de vue global, l'espace des phases peut être compl�etement d�ecompos�e en r�egions images les unes des
autres sous l'action de la matrice
 . Dans le cas du syst�eme de Lorenz, chacune de ces r�egions est associ�ee �a
une aile qui d�e�nit un domaine fondamental.
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Par la r�eduction de l'espace des phases �a un domaine fondamental, la sym�etrie du syst�eme de Lorenz va nous
permettre de simpli�er sa caract�erisation topologique. Mais nous devons auparavant construire une application
de premier retour.

3.3.3 Application de premier retour

E. N. Lorenz [8] remarque que toute trajectoire quitte une aile pour l'autre lorsqu'elle est �a une distance
du centre de l'aile (le point �xe) qui exc�ede une valeur crit ique. De plus, l'exc�edent par rapport �a cette valeur
critique d�etermine le point de r�einjection dans la seconde aile et �xe ainsi le nombre de r�evolutions sur cette
aile avant une nouvelle transition. Une portion de trajectoire sur une aile donn�ee permet alors de pr�edire le
comportement qui se d�eroule sur l'autre aile.

Il observe un comportement analogue lorsqu'il �etudie l'�evolution du maximum de la variable Z . Il trace
alors l'application M n +1 = g(M n ) o�u M n est la valeur du n �eme maximum de la valeur Z . Cette application lui
permet de r�ealiser une pr�ediction empirique de l'�evolut ion de son syst�eme : toutefois celle-ci est limit�ee par la
sensibilit�e aux conditions intiales des trajectoires. L'application obtenue par E. N. Lorenz est caract�eristique de
son syst�eme dans la mesure o�u elle re
�ete le comportementdynamique de celui-ci.

Nous avons vu au chapitre 1 qu'id�ealement, une applicationde Poincar�e se d�e�nit au voisinage d'une orbite
p�eriodique � d'un 
ot � (t) plong�e dans IR n g�en�er�e par un champ de vecteurs non-lin�eaire f . Une section � � IR n

d'intersection locale, de dimensionn � 1, constitue une hypersurface (pas n�ecessairement plane)qui est tel que
le 
ot lui soit toujours transverse. Ceci est r�ealis�e par l a condition f (x ):n(x ) 6= 0 pour tout x 2 �, o�u n( x ) est
le vecteur unitaire normal �a � en x [20].

Les maxima de la variableZ d�e�nissent un tel ensemble � constitu�e de deux hypersurfa ces � + et � � d�e�nies
respectivement par

� + =
�

(X; Y; Z ) 2 R3 j
@� 0(X; Y; Z )

@Z
= 0 ;

@2� 0(X; Y; Z )
@Z2

< 0; X > 0; Y > 0
�

(3.32)

et

� � =
�

(X; Y; Z ) 2 R3 j
@� 0(X; Y; Z )

@Z
= 0 ;

@2� 0(X; Y; Z )
@Z2

< 0; X < 0; Y < 0
�

(3.33)

qui r�epondent aux crit�eres d'une section de Poincar�e d�e �nis pr�ec�edemment. A ces deux hypersurfaces est in-
trins�equement associ�ee une direction d'intersection d�etermin�ee par le 
ot � t . Du point de vue de l'application
de Lorenz, ces deux hypersurfaces ne sont pas distingu�ees l'une de l'autre. Ceci est une cons�equence profonde
de la nature de la sym�etrie du syst�eme ; la coordonn�eeZ est invariante sous l'action de la matrice
 . Ces deux
hypersurfaces constituent ce que nous appellerons un ensemble de Poincar�e : � = � + [ � � . La n�ecessit�e d'un tel
ensemble se justi�e par les e�ets de la sym�etrie qui interdit de distinguer l'aile gauche de l'aile droite. Ainsi, une
intersection avec � + ne doit pas être distingu�ee d'une intersection avec � � . D'une certaine mani�ere, l'ensemble
de Poincar�e � r�eduit les deux sections � � et � + �a une section fondamentale.

Les deux hypersurfaces �+ et � � sont respectivement �equivalentes �a deux plansPY+ et PY� (�g. 3.5) d�e�nis
respectivement par :

PY+ =
�

(X; Y; Z ) 2 R3 j Y = Y+ ;
@� 0(X; Y; Z )

@Y
< 0

�
(3.34)

et

PY� =
�

(X; Y; Z ) 2 R3 j Y = Y� ;
@� 0(X; Y; Z )

@Y
> 0

�
(3.35)

En e�et, nous pouvons passer de �+ (� � ) �a PY+ (PY� ) sous l'action du 
ot � t qui d�e�nit ainsi une �equivalence
di��eomorphique entre ces plans repr�esent�es �gure 3.5.

La repr�esentation de l'�evolution de Z i +1 en fonction deZ i o�u Z i est la coordonn�ee enZ de la i �eme intersection
de la trajectoire avec l'ensemble de Poincar�ePY = PY+ [ PY� est repr�esent�ee �gure 3.6. L'application de premier
retour de PY �a lui-même est identique �a celle obtenue par E. Lorenz [8]. Pr�ecisons que l'�equivalence entre une
application de premier retour dans un ensemble de Poincar�eet une application de premier retour au maximum
n'est assur�ee que dans certains cas particuliers o�u la topologie de l'attracteur l'autorise.
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Fig. 3.5 { Projection de l'attracteur de Lorenz sur le plan Y Z : �equivalence des plans � + et � � avec les plansPY+ et
PY� : les deux plans ne sont pas distinguables sur la �gure.

Fig. 3.6 { Application de premier retour dans l'ensemble PY = PY+ [ PY�

Pour (R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3) le point critique ( Zc � 38:5) de cette application correspond �a la distance
critique introduite par E. N. Lorenz au del�a de laquelle la t rajectoire passe d'une aile �a l'autre. Ainsi toute
trajectoire, dont l'intersection avec l'ensemble PY v�eri�e la condition Z > Z c, passe d'une aile �a l'autre. Au
contraire si Z < Z c, la trajectoire ne change pas d'aile. Nous sommes en pr�esence de deux comportements
dynamiques bien di��erents. Ces deux comportements vont correspondre �a deux zones topologiquement distinctes.
Nous allons voir comment les obtenir.

3.3.4 Partition de l'attracteur

Partition invariante

En 1979, J. S. Birman et R. F. Williams [21] introduisent une partition du masque de Lorenz (�g. 3.7) propos�e
par R. F. Williams [22] qui distingue les deux ailes. Elle estbas�ee sur le segmentI = [ �; � ] qui repr�esente

une coupe du semi-
ot L associ�e �a ce masque. L'�etude de J. S. Birman et R. F. Williams est r�ealis�ee apr�es
l'explosion homocline autour deR � 24:06.

La partition est d�e�nie par
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a 0 1 b

C

Fig. 3.7 { Masque de Lorenz pour R = 24 : A chaque aile est associ�ee une lettre de la dynamique symbolique.

8
<

:

0 si � � X < 0
C si X = 0
1 si 0< X � �

(3.36)

Cette partition revient �a assigner �a l'aile gauche la lett re 0 et �a l'aile droite la lettre 1. Cette dynamique
symbolique a connu un v�eritable engouement ; ainsi C. Sparrow [23] l'utilise pour coder les cycles limites du
syst�eme de Lorenz. Plus r�ecemment, V. Franscheschiniet al [25] utilisent cette partition pour coder les orbites
p�eriodiques du syst�eme de Lorenz pour (R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3). C. Tresser et R. F. Williams [26] l'utilisent pour
�etudier les tresses pr�esentes sur le masque de Lorenz.

G. B. Mindlin et al [27] utilisent aussi cette partition pour extraire le patron du syst�eme de Lorenz. Pour
cela, ils construisent un double patron (�g. 3.8) directement �a partir du masque de Lorenz (�g. 3.7).

Fig. 3.8 { Double patron extrait du masque de Lorenz.

A�n de le r�eduire �a un simple patron, ils e�ectuent un d�eco upage d'une de ses ailes (suivant les pointill�es
repr�esent�es sur la �gure 3.8) et la recollent sur l'autre ( �g. 3.9.a). Le patron est alors achev�e par uni�cation des
deux branches au niveau de la grande boucle (�g. 3.9.b).

La matrice de ce patron est alors :

M L I =
�

0 0
0 0

�
(3.37)
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0 1 0 1

a) b)

Fig. 3.9 { Simple patron obtenu �a partir du masque de Lorenz par G. B. Mi ndlin et al.

A cette matrice est associ�ee deux bandes de torsion locale nulle : de ce fait l'application de premier retour
doit être antisym�etrique comme l'a propos�e Hao Bai Lin [2 8], c'est �a dire qu'elle doit poss�eder deux branches
monotones croissantes. Ceci est en contradiction avec l'application de premier retour obtenue pr�ec�edemment
(�g. 3.6).

Comme nous l'avons pr�ecis�e, cette partition distingue les deux ailes et propose une description dynamique
du syst�eme de Lorenz di��erente de celle donn�ee par son cr�eateur (cf. section 3.2.3). Dans cette approche, c'est
l'information sur l'aile visit�ee qui est importante : on di stingue l'aile gauche de l'aile droite. Or, nous l'avons vu,
c'est la transition d'une aile �a l'autre qui constitue la seule information dynamique r�eellement pertinente. Or
l'�equivariance du champ de vecteurs et la sym�etrie du portrait de phases qui en d�ecoule impliquent l'existence
d'un domaine fondamental permettant de paver l'espace des phases [3], c'est �a dire un traitement identiques
des deux ailes. Ceci n'apparâ�t pas dans la description de G. B. Mindlin et al.

Nous proposons maintenant une description tenant compte del'�equivariance du champ de vecteurs du
syst�eme de Lorenz [24].

Partition �equivariante

Nous partons nous aussi du masque de Lorenz (�g. 3.7) mais, de mani�ere �a prendre en compte les propri�et�es
de sym�etrie de l'attracteur, nous r�ealisons une description sym�etrique des deux ailes. Chaque aile est divis�ee

en deux r�egions. Nous obtenons alors un double patron pourvu de quatre bandes (�g. 3.10).
Suivant cette description, nous obtenons quatre lettres : 0; 1; �0 et �1. Les lettres 0 et �0 correspondent �a la

r�einjection de la trajectoire dans l'aile dont elle est issue. Les lettres 1 et�1 sont associ�ees �a la transition d'une
aile �a l'autre. Nous avons deux lettres pour chaque comportement dynamique.

Une aile �etant copie de l'autre, les lettres 0 et �0 sont associ�ees �a des r�egions dont la topologie est identique.
Aussi, une seule lettre 0 sera utilis�ee. Il en est de même pour les lettres 1 et �1. En e�et, la sym�etrie du syst�eme
de Lorenz �etant du groupe Z2, le domaine fondamental est pr�esent deux fois. Il est associ�e �a une aile. Une
cons�equence de ce pavage est qu'une lettre de la dynamique symbolique peut correspondre �a plusieurs r�egions
de l'espace des phases, chacune de ces r�egions �etant la copie d'une r�egion du domaine fondamental.

Il nous reste alors �a r�eduire le patron du portrait de phases au patron du domaine fondamental (une aile).
Pour cela, isolons l'aile gauche du double patron (�g. 3.11.a).

Pr�ecisons que la matrice
 d�e�nit une rotation de + � (en e�et, a�n de respecter la con�guration de l'attrac-
teur, la bande 1 doit être r�einject�ee au dessus de la bande0). Ainsi, il su�t d'appliquer une rotation de + � �a
la bande 1 pour la ramener dans le domaine fondamental (�g. 3.11.b).
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0 011
__

Fig. 3.10 { Double patron pourvu de quatre bandes : chaque aile est sym�etrique l'une de l'autre.

0 1

axe de symetrie

+p

(a) Aile gauche du double patron

0 1

(b) Simple patron �equivariant

Fig. 3.11 { R�eduction du double patron associ�e au syst�eme de Lorenz.



102 CHAPITRE 3. LE SYST �EME DE LORENZ ET SA SYM �ETRIE

Nous obtenons alors un patron constitu�e d'une bande 0 d�epourvue de torsion locale et une bande 1 pourvue
d'une torsion locale +� . La matrice associ�ee �a ce patron s'�ecrit alors :

M L E =
�

0 0
0 +1

�
(3.38)

Nous pouvons maintenant associer la bande 0 (torsion localepaire) �a la branche monotone croissante de l'ap-
plication de premier retour (�g. 3.6) et la bande 1 (torsion l ocale impaire) �a la branche monotone d�ecroissante.
La description �equivariante est donc en accord avec l'application de Poincar�e propos�ee par E. N. Lorenz.

Les orbites p�eriodiques vont maintenant être extraites et cod�ees �a l'aide de cette dynamique symbolique.

3.4 Population d'orbites p�eriodiques

L' extraction des orbites p�eriodiques se d�eroule suivant lam�ethode propos�ee par P. Dutertre [29] et utilis�ee
sur le syst�eme de R•ossler au chapitre pr�ec�edent. La recherche s'e�ectue dans l'ensemble de Poincar�ePY .

Nous distinguerons auparavant les orbites sym�etriques etles orbites asym�etriques.

3.4.1 D�eg�en�erescence

Parce qu'�a une lettre de la dynamique symbolique correspondent plusieurs r�egions distinctes de l'espace des
phases, des orbites p�eriodiques distinctes dans l'espacedes phases vont être cod�ees par la même s�equence

symbolique. De telles orbites sont dites d�eg�en�er�ees et sont images les unes des autres sous la transformation de
sym�etrie. La d�eg�en�erescence d�epend de la sym�etrie des orbites. En e�et deux types d'orbites p�eriodiques sont
observ�ees sur le syst�eme de Lorenz : les orbites sym�etriques et les orbites asym�etriques.

Les orbites sym�etriques

Soit une orbite � d�e�nie par l'ensemble f x � (t); t 2 [ 0; T� [g o�u T� est la p�eriode temporelle de l'orbite � . On
a �evidemment x � (0) = x � (T� ).

D�e�nition 1 : Une orbite � est dite sym�etrique si

f x � (t); t 2 [ 0; T� [g = f 
x � (t); t 2 [ 0; T� [g ;

c'est-�a-dire si l'orbite � et son image
� sont confondues �a un d�ecalage temporel pr�es (soit
� = � ).

Dans le cas du syst�eme de Lorenz, ces orbites sont donc uniques. Une orbite sym�etrique est repr�esent�ee
�gure 3.12.

Les orbites sym�etriques ne sont donc pas d�eg�en�er�ees. Du point de vue de la dynamique symbolique, ces
orbites ont un comportement un peu particulier. En e�et de telles orbites peuvent être d�ecompos�ees de la
mani�ere suivante :

f x � (t); t 2 [ 0; T� [g =
�

x � (t); t 2
�

0;
T�

2

� �
+

�
x � (t); t 2

�
T�

2
; T�

� �

Du point de vue de la dynamique symbolique, si la s�equence symbolique associ�ee �a l'ensemble
�

x � (t); t 2
�

0;
T�

2

� �

est par exemple (1�0�0), la s�equence symbolique d�ecrivant l'ensemble
n

x � (t); t 2
h

T �

2 ; T�

h o
sera ~
 (1�0�0) = ( �100).

La s�equence de l'orbite � est donc (100 100). Cela veut dire que lorsque l'orbite p�eriodique � est r�eduite sur le
domaine fondamental, l'orbite r�eduite est d�ecrite deux f ois. La p�eriode n'est donc pas de 6 (dans notre exemple)
mais de 3... ! Il en est ainsi pour toutes les orbites p�eriodiques sym�etriques du syst�eme de Lorenz : leur p�eriode
sur le domaine fondamental est �egale �a la moiti�e de celle apparaissant sur l'ensemble de l'espace des phases.
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Fig. 3.12 { Orbite sym�etrique du syst�eme de Lorenz.

Les orbites asym�etriques

Soit une orbite � d�e�nie par l'ensemble f x � (t); t 2 [ 0; T� [g o�u T� est la p�eriode temporelle de l'orbite � . On
a �evidemment x � (0) = x � (T� ).

D�e�nition 2 : Une orbite � est dite asym�etrique si

f x � (t); t 2 [ 0; T� [g \ f 
x � (t); t 2 [ 0; T� [g = ;

c'est-�a-dire si il n'existe aucun point commum entre l'orb ite � et son image
� .

Dans le cas du syst�eme de Lorenz, ces orbites apparaissent par paire (car 
 2 = I ). Une paire d'orbites
asym�etriques est repr�esent�ee �gure 3.13.

Fig. 3.13 { Paire d'orbites asym�etriques

Ainsi les orbites p�eriodiques asym�etriques du syst�eme de Lorenz sont d�eg�en�er�ees deux fois. Chacune est cod�ee
par la même s�equence symbolique. En e�et, supposons que l'orbite � soit cod�ee par la s�equence symbolique (1�0�1).
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Son image sera cod�ee par la s�equence ~
 (1�0�1) = ( �101) o�u ~
 est l'op�erateur �equivariant agissant sur les �el�ements
de la dynamique symbolique. Les deux lettres�0 et �1 �etant respectivement �equivalentes aux lettres 0 et 1, la
s�equence symbolique r�eduite au domaine fondamental est (101).

Du point de vue de la dynamique ou, de mani�ere �equivalente,de la topologie, ces deux orbites p�eriodiques
sont indiscernables.

Nous avons donc vu que la d�eg�en�erescence d'une orbite p�eriodique d�epend de sa sym�etrie : une orbite
asym�etrique est d�eg�en�er�ee deux fois alors qu'une orbi te sym�etrique ne l'est pas. D'autre part, les orbites
sym�etriques ont une p�eriode �egale �a deux fois la fois la p�eriode de l'orbite correspondante sur le domaine
fondamental.

3.4.2 Population d'orbites p�eriodiques

Rappelons la partition donn�ee par l'application de Poincar�e sur l'ensemble PY :
8
<

:

0 si Z < Z c

C si Z = Zc

1 si Z > Z c

(3.39)

o�u Zc � 38:5. Les orbites p�eriodiques ont �et�e extraites et cod�ees �a l'aide de la partition pr�ec�edente. La population
est report�ee dans le tableau 3.2. Un seul point p�eriodiquede chaque orbite est donn�e : c'est le point le plus �a droite
de l'application de premier retour (�g. 3.6), c'est �a dire l e point p�eriodique le plus �a la p�eriph�erie de l'attracte ur.
L'attracteur se d�eveloppant par sa fronti�ere p�eriph�er ique, classer ces points p�eriph�eriques par coordonn�ees
croissantes revient �a les classer par ordre d'apparition sur l'attracteur sous une variation du param�etre de
contrôle.

Au sein de ce tableau, nous constatons qu'il manque l'orbitep�eriodique cod�ee par la s�equence (0). En e�et
cette orbite, n�ee lors de l'apparition des premi�eres instabilit�es lorsque R > 1, est d�etruite par une bifurcation
inverse de Hopf �a RH = 24:74 [18]. Sinon, et ce jusqu'�a la p�eriode 7, toutes les orbites p�eriodiques pr�edites
par la dynamique symbolique binaire sont pr�esentes sur l'attracteur. Pour une p�eriode p donn�ee, ce nombre est
obtenu par la relation suivante [29] :

Np =

2p �
X

i=mod (p;i )=0

i < p iN i

p
(3.40)

o�u i est un entier diviseur de la p�eriode p. La population d'orbites p�eriodiques se r�epartit comme i ndiqu�e Tab.
3.1.

Tab. 3.1 { R�epartition de la population d'orbites p�eriodiques en fo nction de la p�eriode p.

p 1 2 3 4 5 6 7
Np 2 1 2 3 6 9 18

La route vers le chaos et le processus d'apparition des orbites p�eriodiques du syst�eme de Lorenz ne sont pas
encore clairement compris. Nous pouvons seulement dire quela naissance de l'attracteur chaotique de Lorenz
(R = 28) r�esulte d'une s�erie d'orbites homoclines (la premi�ere apparâ�t pour R � 13:926) et d'une bifurcation
de Hopf (RH � 24:74).

Cependant les travaux de C. Sparrow [23] permettent d'en savoir un peu plus. Ainsi, lorsque 22:4 < R <
RA � 24:06, un chaos m�etastable apparâ�t dans le r�egime transitoire menant �a l'un des deux points �xes C� . C.
Sparrow �etudie alors l'�evolution du nombre maximum Nm de r�evolutions cons�ecutives sur une aile, c'est �a dire,
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suivant notre dynamique symbolique, la suite de 0 la plus longue apparaissant dans les s�equences symboliques
des orbites p�eriodiques. Il observe que pourR = RA , cette suite est in�nie. Comme nous l'avons vu au chapitre
pr�ec�edent, la s�equence in�nie (0) 1 est la derni�ere �a apparâ�tre au sein d'une dynamique symbolique associ�ee
�a une application de premier retour constitu�ee d'une branche monotone croissante et d'une branche monotone
d�ecroissante. Nous pouvons alors dire que la dynamique symbolique est compl�ete pour R = RA , c'est �a dire
qu'�a chaque s�equence symbolique peut être associ�ee uneorbite p�eriodique sur l'attracteur. Au del�a de R = RA ,
le nombre Nm d�ecroit sur l'intervalle RA < R < 28 pour atteindre la valeur Nm = 24 pour R = 28 [23]. Ainsi,
pour R = 28, aucune s�equence symbolique ne peut contenir une suitede 25 symboles 0. L'�elagage se r�ealise
donc par le voisinage du point �xe (comme pour le syst�eme de R•ossler) et c'est le nombreNm qui le pilote.

Aucune orbite de p�eriode inf�erieure �a 25 ne peut donc être �elagu�ee. Les orbites homoclines responsables
de cet �elagage ne peuvent donc être d�etect�ees dans la population que nous avons extraite (tableau 3.2). La
caract�erisation topologique que nous allons donner pourR = 28 s'�etend ainsi sur l'intervalle 22 :4 < R < R 3 � 35
o�u R3 est la valeur deR pour laquelle une troisi�eme branche apparâ�t sur l'application de premier retour.

Les �etudes num�eriques de C. Sparrow indiquent que l'entier Nm subit une d�ecroissance monotone surRA <
R < 28. Cependant, pour des valeurs deR sup�erieures �a 28, le d�eveloppement de l'attracteur s'inverse. Ainsi,
pour R = 30:2, Nm = 33. Puis pour R > 30:2, Nm d�ecroit jusqu'�a atteindre la valeur Nm = 2 pour R proche
de 47:5 o�u une orbite homocline (100) apparâ�t. Pour R � 54:6, l'orbite homocline (10) survient impliquant
Nm = 1. Nous n'avons pas poursuivi l'�etude de C. Sparrow au del�a.

Pr�ecisons en�n que les orbites sym�etriques sont impaireset que les orbites asym�etriques sont paires. En
e�et, une orbite p�eriodique sym�etrique issue des conditions initiales (X 0; Y0; Z0) est telle qu'elle visite le point
(� X 0; � Y0; Z0) apr�es avoir d�ecrit sa s�equence symbolique. Autrement dit, si elle est issue de l'aile gauche, elle se
retrouve dans l'aile droite et vice versa. Elle e�ectue un nombre impair de transitions d'une aile �a l'autre. Seule
la lettre 1 �etant associ�ee �a une transition, la s�equence symbolique d'une orbite p�eriodique sym�etrique contient
donc un nombre impair de lettre 1 : l'orbite est donc impaire. Au contraire une orbite asym�etrique est paire.

La connaissance de la population d'orbites p�eriodiques vamaintenant nous permettre de v�eri�er le patron
propos�e par le calcul des nombres de liaisons sur une projection r�eguli�ere d'une paire d'orbites p�eriodiques.

3.4.3 V�eri�cation du patron

L a proc�edure de v�eri�cation du patron est constitu�ee de de ux �etapes. La projection d'une paire d'orbites de
faible p�eriode sur un plan r�egulier (qui ne contient pas de croisements mettant en jeu plus de deux segments

d'orbites) est r�ealis�ee et le d�ecompte des intersections orient�ees e�ectu�e. Ensuite le nombre de liaisons obtenu
est compar�e au nombre de liaisons pr�edit par le patron.

Nombre de liaisons d'un syst�eme sym�etrique

Pour un syst�eme d�epourvu de sym�etrie, le nombre de liaisons entre deux orbitesN1 et N2 est �egal �a la
demi-somme des intersections orient�ees. Pour un syst�emeposs�edant une sym�etrie, le probl�eme n'est pas aussi
simple. En e�et nous devons travailler sur un domaine fondamental a�n d'obtenir une repr�esentation correcte
de la dynamique. Si cette restriction au domaine fondamental ne pose aucune di�cult�e pour le cas des orbites
sym�etriques (leur sym�etrie leur impose de se d�evelopper de fa�con identique sur le domaine fondamental et
chacune de ses copies), la r�eduction au domaine fondamental des orbites asym�etriques est plus d�elicate car elles
se d�eveloppent di��eremment sur le domaine fondamental et sa copie. De mani�ere �a r�ecup�erer toute l'information
sur le domaine fondamental (une aile), nous utilisons la projection de la paire d'orbites asym�etriques. Les orbites
asym�etriques sont donc deux fois pr�esentes sur la projection. Rappelons maintenant que les orbites sym�etriques
d�ecrivent deux fois leur s�equence symbolique, elles sontdonc, elles aussi, deux fois pr�esentes sur la projection.
De ce fait, chaque intersection entre deux orbitesN1 et N2 quelconques est pr�esente deux foix sur la projection
utilis�ee.

Le nombre de liaisonsL (N1; N2) entre les deux orbitesN1 et N2 est donc �egal �a :

L (N1; N2) =
1
4

X

p

� 12(p) (3.41)
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Tab. 3.2 { Population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur de Lore nz pour R = 28 : Z = R � 1 = 27

p�eriode nombre coordonn�ee enX coordonn�ee enY s�equence

1 1 14.2522065229075 39.7867245557628 1
2 1 14.7951769528952 40.9221648730683 10
3 2 15.0378085672956 41.4299223274386 101

15.2525741900232 41.8793281783582 100
4 3 14.9014053465600 41.1445542869137 1011

15.5333228010990 42.4674009054383 1001
15.6325217983120 42.6752843547410 1000

5 6 14.9570960493399 41.2610562581815 10111
15.0045396304132 41.3601910034850 10110
15.3339887740149 42.0497991445220 10010
15.3800026295199 42.1462162629907 10011
15.9009962294797 43.2384692343331 10001
15.9506406339437 43.3426767000909 10000

6 9 14.9080697447421 41.1583442728562 101110
14.9301766188238 41.2047410000841 101111
15.2767001944811 41.9299072293076 100101
15.4438112202875 42.2798646308593 100111
15.4650080247364 42.3242267651286 100110
15.7335115409141 42.8870455735786 100010
15.7556674190500 42.9335348447330 100011
16.1947710017620 43.8556077733616 100001
16.2208644569255 43.9104704676447 100000

7 18 14.9422872802413 41.2300761367168 1011111
14.9524784956985 41.2512584982527 1011110
15.0111478727811 41.3740186539534 1011010
15.0217932032591 41.3964130948526 1011011
15.3026124353992 41.9841592585449 1001011
15.3130845099294 42.0060246273502 1001010
15.4034466786862 42.1952679567950 1001110
15.4131943204163 42.2157331064021 1001111
15.5010105784521 42.3996960317227 1001101
15.5121509402480 42.4230008978666 1001100
15.6662631212589 42.7460245727538 1000100
15.6776819975134 42.7699906303591 1000101
15.8164912332924 43.0611310681897 1000111
15.8268752708803 43.0829030721697 1000110
16.0514736994975 43.5544439668688 1000010
16.0628375423665 43.5783243169851 1000011
16.4396691577596 44.3709166248524 1000001
16.4538203987959 44.4007175101430 1000000
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o�u p d�esigne un croisement entre l'orbite N1 et l'orbite N2.

V�eri�cation

Prenons la paire (101; 10). L'orbite (101) est paire, elle est donc asym�etrique. Nous utiliserons donc la
paire d'orbites associ�ee �a cette s�equence symbolique. L'orbite (10) est impaire, elle est donc sym�etrique. La
projection de ce couple d'orbites (�g. 3.14.a) pr�esente douze intersections positives et quatre n�egatives. Le
nombre L (101; 10) vaut donc :

L (101; 10) =
1
4

(12 � 4) = +2

(a) Projection du couple (101 ; 10)

011 01 101 10 110

011 01 110 10 101

+

+

(b) Graphe d'insertion : N ins (101; 10) = 2

Fig. 3.14 { Calcul du nombre de liaisons : L (101; 10) = 1
4 (12 � 4) = 2. La base sup�erieure du graphe d'insertion est

obtenue par une simple inversion de la bande 1.

Rappelons la relation obtenue au chapitre pr�ec�edent permettant le calcul du nombre de liaisons entre deux
orbites N1 et N2 �a partir de la matrice du patron et de la dynamique symbolique :

L (N1; N2) =
1
2

2

4
p1X

i =1

p2X

j =1

M (� i ; � j ) + N ins (N1; N2)

3

5 (3.42)

o�u � i et � j repr�esentent les lettres de la s�equence symbolique associ�ee respectivement �a l'orbite N1 et N2 de
p�eriodes respectivesp1 et p2. A l'aide de cette relation et de la matrice du patron (3.38), nous obtenons :

L (101; 10) = 1
2 [2M (1; 1) + 3 M (1; 0) + M (0; 0) + N ins (101; 10)]

1
2 [2 + 0 + 0 + 2] = 2

(3.43)

o�u N ins (101; 10) est construit selon les r�egles 2.1 et 2.2 du chapitre pr�ec�edent (N ins (101; 10) = 2, �g. 3.14.b).
Le patron est donc valid�e. Nous avons donc construit une dynamique symbolique capable de coder toutes

les orbites p�eriodiques jusqu'�a la p�eriode 7 (soit 40 orbites) sans aucune ambiguit�e. Nous retrouvons la même
population que V. Franceschini et al [25] qui utilisent la même partition que G. B. Mindlin et al. Toutefois,
notre analyse tient compte de l'�equivariance du syst�eme,ce qui aura de profonde cons�equences pour une analyse
plus globale de la dynamique (par transform�ee de Fourier, voir section 3.6). Il reste cependant �a �elucider le cas
de plus grandes valeurs du param�etreR. En e�et pour R = 60, V. Franceschini et al ne peuvent coder toutes
les orbites p�eriodiques sur une dynamique symbolique binaire.
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3.5 Dynamique symbolique �a trois lettres

En augmentant le param�etre de contrôle, le chaos se d�eveloppe. De nouvelles branches monotones apparaissent
sur l'application de premier retour (�g. 3.16). Le patron �a trois bandes sera extrait et valid�e. L'attracteur

correspondant est repr�esent�e �gure 3.15.

Fig. 3.15 { Attracteur solution du syst�eme de Lorenz pour R = 90.

3.5.1 Application de premier retour

L 'application de premier retour est tout d'abord construite sur l'ensemble de Poincar�ePY avec la variableZ .
Cette application pr�esente une troisi�eme branche monotone qui est croissante (�g. 3.16.a). Malheureusement,

nous observons un d�edoublement des deux premi�eres branches : deux points critiques,Z1c et Z2c , apparaissent
entre ses deux branches. Nous ne pouvons donc statuer sur l'intervalle [Z1c ; Z2c ]. Ce d�edoublement est une
cons�equence du d�edoublement de la section de Poincar�e (�g. 3.16.b) provoqu�e par le d�eveloppement de la vari�et�e
stable hors des plans contenant les deux ailes [31] (�g. 3.16.c). Plus une trajectoire se situe �a la p�eriph�erie d'une
aile (gris fonc�e sur la �gure 3.16.c) plus elle subit l'in
u ence de la vari�et�e stable (gris clair) : de ce fait elle va
avoir tendance �a quitter le plan de l'aile et �a s'enrouler sur la vari�et�e stable hors du plan des ailes.

Ce d�edoublement peut être r�eduit par l'utilisation d'un e variable W construite �a partir des variables X et
Z suivant la relation :

W = j X j +2 :8Z (3.44)

o�u 2 :8 est un facteur empirique. La valeur absolue de la variableX (�equivariante) est utilis�ee a�n d'obtenir une
variable W invariante comme l'est la variable Z . Ceci est impos�e par la r�eduction au domaine fondamental que
constitue une aile.

L'application de premier retour alors obtenue (�g. 3.17) ne pr�esente plus aucune ambiguit�e entre les deux
premi�eres branches. Un l�eger d�edoublement, inessentiel pour la partition, persiste sur la deuxi�eme branche. La
partition de l'attracteur est alors la suivante :

8
<

:

0 si W < W 1c

1 si W1c < W < W 2c

2 si W2c < W
(3.45)
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(a) Application de premier retour

(b) Section de Poincar�e (c) D�eveloppement des vari�et�es stables hors des plans
associ�es aux ailes

Fig. 3.16 { D�edoublement de la section de Poincar�e du syst�eme de Lore nz R = 90.

Fig. 3.17 { Application de premier retour construite avec la variable W : le d�edoublement des deux premi�eres branches
a pratiquement disparu.
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La population d'orbites p�eriodiques est alors extraite et cod�ee �a l'aide de cette dynamique symbolique. Pr�ecisons
que la troisi�eme branche monotone �etant croissante, la lettre 2 est paire. Mais auparavant, dressons le patron.

3.5.2 Caract�erisation topologique

Le patron

Comme pour le cas �a deux lettres, le patron est extrait �a partir d'un masque construit directement sur
l'attracteur �a l'aide de la partition ci-dessus. En accord avec l'application de premier retour �a trois branches, le
masque obtenu comporte trois bandes par aile (�g. 3.18).

2

1

00

1

2

- p

Fig. 3.18 { Masque de Lorenz pour R = 90 : la lettre 2 est pourvue d'une torsion locale de � � .

Selon la proposition de P. Kent et J. Elgin [32] (section 2.4.1), les bandes 0 et 1 sont identiques �a celles
pr�esentes pour R = 28 : en e�et, hormis les �eventuelles orbites homoclines qui impliquent un �elagage des orbites
mises en jeu (cf. chapitre 2), aucune bifurcation entre les orbites de faible p�eriode de ces branches n'apparâ�t
sur la plage 28< R < 90. La bande 2 est particuli�ere car avant sa r�einjection dans le plan de l'aile, elle subit
une torsion locale de� � (�g. 3.18). Le double patron �a six bandes est donc obtenu (�g. 3.19).

0 1 2 2 1 0

Fig. 3.19 { Double patron �a six bandes du syst�eme de Lorenz ( R = 90) : la bande 2 pr�esente une torsion locale �egale �a
� � .
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Nous proc�edons maintenant �a la r�eduction de ce patron �a u n domaine fondamental (une aile). Choisissons
l'aile gauche. Les trois bandes issues de cette aile doiventdonc être r�einject�ees sur celle-ci. Ceci est automati-
quement r�ealis�e pour la bande 0. Les bandes 1 et 2 sont r�einject�ees sur cette aile par action de la matrice
 ,
c'est �a dire par l'adjonction d'une rotation de + � : la bande 1 se retrouve avec une torsion locale de +� et la
bande 2 avec une torsion locale nulle (� � + � = 0) retrouvant ainsi une parit�e paire en accord avec l'appl ication
de premier retour.

Le patron ainsi construit est repr�esent�e �gure 3.20. La ma trice qui lui est associ�ee s'�ecrit :

M L 3 =

2

4
0 0 0
0 +1 0
0 0 0

3

5 (3.46)

La population d'orbites p�eriodiques va maintenant être extraite.

0 1 2

Fig. 3.20 { Patron �a trois bandes du syst�eme de Lorenz ( R = 90).

3.5.3 Population d'orbites p�eriodiques

I l existe toujours des orbites p�eriodiques sym�etriques etasym�etriques. Pourtant, la sym�etrie d'une orbite ne
peut plus se d�eterminer sur sa parit�e comme pour le cas �a deux lettres. En e�et nous avons vu que c'est dans

la transition d'une aile �a l'autre que r�eside la clef de la sym�etrie d'une orbite. Pour la lettre 2, il n'y a plus
correspondance entre transition et parit�e. En e�et, �a la l ettre 2 est associ�ee une transition d'une aile �a l'autre
comme pour la lettre 1.

Cependant, nous pouvons construire un op�erateur de transition T agissant sur les lettres de la dynamique
symbolique de la mani�ere suivante : 8

<

:

T(0) = 0
T(1) = 1
T(2) = 1

(3.47)

c'est-�a-dire que la valeur T(� i ) vaut 1 si la lettre � i est associ�ee �a une transition d'une aile �a l'autre et 0 sinon.
Il v�eri�e la propri�et�e suivante :

T(� 1; � 2; : : : ; � p) = T(� 1) + T(� 2) + : : : + T(� p)

o�u ( � 1; � 2; : : : ; � p) est la s�equence symbolique d'une orbite� de p�eriode p. Ainsi une orbite � est sym�etrique si
T (� ) est impair et asym�etrique si T (� ) est pair. Par exemple

T(201) = T(2) + T(0) + T(1)
= 1 + 0 + 1 = 2

(3.48)
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L'orbite (201) est donc asym�etrique : la paire correspondante est repr�esent�ee �gure 3.21.

Fig. 3.21 { Couple d'orbites asym�etriques cod�ees par la s�equence (210).

La population d'orbites p�eriodiques est r�epertori�ee da ns le tableau 3.3. Parmi cette population, certaines
syllabes (suites de plusieurs lettres) sont absentes. Ainsi, comme l'avait indiqu�e C. Sparrow [23], le nombre Nm

est tr�es faible (�egal �a 2). Il semble que sur l'intervalle 54:6 < R < 90, Nm a, �a nouveau, subi une croissance :
en e�et, Nm = 1 pour R � 54:6) alors queNm = 2 pour R � 90 (aucune syllabe de plus de deux 0 n'apparâ�t
au ssein de la population d'obites p�eriodiques). La dynamique symbolique est donc �elagu�ee. Cela se traduit par
une croissance de la zone lacunaire au voisinage des points �xes C+ et C� , en d'autres termes, le "trou" au
centre des ailes s'agrandit !

Pr�ecisons qu'aucune ambiguit�e n'a �et�e rencontr�ee lor s de la codi�cation des orbites p�eriodiques. La partition
choisie est donc g�en�eratrice (une s�equence pour une orbite p�eriodique). La v�eri�cation du patron va maintenant
être e�ectu�ee.

3.5.4 V�eri�cation du patron

L a v�eri�cation est r�ealis�ee �a l'aide du couple (21 ; 10). A l'aide de l'op�erateur de transition T, la sym�etrie des
orbites est obtenue : �

T (21) = T(2) + T(1) = 2
T(10) = T(1) + T(0) = 1

(3.49)

L'orbite (21) est donc asym�etrique (T(21) pair) et l'orbite (10) sym�etrique ( T(10) impair). Ces deux orbites
sont projet�ees sur le plan XY (�g. 3.22). Elles pr�esentent 6 intersections positives et 2 intersections n�egatives.
Le nombre de liaisonsL (21; 10) vaut donc :

L (21; 10) =
1
4

[6 � 2] = 1 (3.50)

La relation (3.42) permet de calculer directement ce nombre�a partir de la matrice du patron et de la dynamique
symbolique. Nous obtenons :

L (21; 10) = 1
2 [M (2; 1) + M (2; 0) + M (1; 1) + M (1; 0) + N ins (21; 10)]

= 1
2 [0 + 0 + 1 + 0 + 1] = 1

(3.51)

Le nombre pr�edit par le patron est en accord avec celui calcul�e sur la projection. Le patron est donc valid�e.
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p�eriode nombre coordonn�ee enx coordonn�ee enz s�equence

1 1 25.478207324154685 116.23459080526681 1

2 3 27.570304253868592 121.77894014726495 10
35.818977618411665 145.23543324257088 20
35.841956441468398 145.30401939870268 21

3 4 29.001297921366326 125.72437276449841 101
30.169353523091409 128.94652544285941 100
32.071961450234518 134.31230268147127 200
32.444805646181500 135.37873779299628 201

4 6 28.039813520502324 123.09640175162681 1011
34.361124197001246 140.92600017444059 2011
34.385382432962039 140.99687337118553 2010
35.822138123959327 145.24489523835774 2120
37.181197281787277 149.33489616355573 2110
37.182519061358910 149.33891906126050 2111

5 13 28.423588279617911 124.14189375440889 10111
28.680471724880737 124.82017787583088 10110
33.457830365349188 138.29438744751161 20110
33.485708693880781 138.37569942081269 20111
35.269747758336663 143.60263822581839 20101
35.278512469258204 143.62853362619259 20100
35.672644971803456 144.79928004898089 20200
35.675318134657114 144.80728736122968 20201
35.985001033379584 145.73128466229388 21201
35.986955790743373 145.73710772710779 21200
36.371054542278677 146.88827940568438 21100
36.373903419227726 146.89683481065490 21101
37.891334175997994 151.50055008378002 21111

Tab. 3.3 { Population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur de Lore nz pour R = 90 : Z = R � 1 = 89
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(a) Projection du couple d'or-
bites (21; 10)

01 10 12 21

01 1012 21

+
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Fig. 3.22 { Calcul du nombre de liaisons L (21; 10).

Avec notre dynamique symbolique ternaire, nous avons cod�esans ambiguit�e toutes les orbites de p�eriode
inf�erieure ou �egale �a 5 (soit 27 orbites). Nos r�esultats con�rment ce qu'avait avanc�e V. Franceschini et al [25],
c'est �a dire que pour les grandes valeurs deR, une dynamique symbolique binaire est insu�sante. La description
�equivariante, par une r�eduction du portrait de phases �a u n domaine fondamental, r�ev�ele ici toute sa puissance.

Toutefois, les capacit�es d'un tel formalisme ne se limite pas �a la description des orbites p�eriodiques. Toute
�etude dynamique doit être r�ealis�ee avec une e�cacit�e a ccrue sur le domaine fondamental. Nous en donnerons
un exemple avec le spectre de puissance.

3.6 Spectres de puissance

Edward Lorenz intitule son article pr�esentant ce qui est d�esormais connu comme le premier exemple d'attrac-
teur �etrange : 
ot d�eterministe ap�eriodique . L'ap�eriodicit�e se traduit par une large bande dans le spectre de

puissance. Celle-ci est g�en�eralement l'une des caract�eristiques du chaos. En principe les syst�emes p�eriodiques
ou quasi-p�eriodiques ont un spectre de puissance constitu�e de pics. Ainsi, tout syst�eme dynamique d�eterministe
dont le spectre n'est pas compos�e de pics est, en principe, chaotique.

Cependant, certains attracteurs �etranges ont des spectres de puissance superposants des pics et une large
bande. De tels attracteurs poss�edent une propri�et�e de coh�erence de phase.

3.6.1 La coh�erence de phase

L 'existence de pics dans le spectre de puissance d'une s�erietemporelle x(t) et la lin�earit�e de la transform�ee
de Fourier impliquent que la s�erie x(t) peut être �ecrite comme la somme d'une composante p�eriodique et

d'une composante ap�eriodique :

x(t) = xp(t) + xap (t) (3.52)

Ainsi la fonction d'autocorr�elation peut être �ecrite co mme la somme d'une composante tendant vers 0 et d'une
composante p�eriodique qui ne d�ecroit pas vers 0.

Pour les signaux de la forme de l'�equation (3.52), la composante ap�eriodique introduit une incertitude sur la
mesure du temps d'un cycle de la composante p�eriodique (soit une r�evolution sur l'attracteur). Cette incertitude
est �egale �a l'incertitude de mesure du temps de plusieurs cycles, elle ne croit pas avec le temps : c'est la coh�erence
de phase.
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Cette propri�et�e est estim�ee par Farmer et al [30] �a l'aide de la quantit�e statistique suivante :

� T (i ) = lim
N !1

1
N

NX

n =1

�
�Tn (i ) � �T (i )

�
� (3.53)

o�u �T (i ) est le temps moyen pouri cycles (un cycle est une r�evolution entre deux maxima),Tn (i ) est le temps
pour i r�evolutions du n �eme �echantillon et N est le nombre d'�echantillons.

Ils analysent donc les propri�et�es de coh�erence �a l'aide d'une statistique sur le temps de retour au maximum
des variablesX (t) et Z (t) du syst�eme de Lorenz (�g. 3.23). Ils observent des propri�et�es de coh�erence di��erentes
suivant la variable utilis�ee. La variable Z (t) pr�esente une coh�erence de phase bien sup�erieure �a celle qu'ils
observent sur la variable X (t). Si l'on reconnâ�t le principe d'�equivalence des variables du point de vue de
l'information sur la dynamique, ce r�esultat nous m�ene �a u ne contradiction dans la mesure o�u la propri�et�e de
coh�erence est une propri�et�e du 
ot et non une propri�et�e de certaines variables comme le laisse supposer les
r�esultats de J. D. Farmer [30].
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Fig. 3.23 { Perte de coh�erence � T pour les variables X (t) et Z (t) de l'attracteur de Lorenz, et de la variable x(t)
du syst�eme de R•ossler. Les temps sont adimensionalis�es par rapport �a la pseudo-p�eriode fondamentale de l'attract eur
consid�er�e.

L'origine de ces r�esultats provient, en fait, de la di��ere nce de nature des variables du syst�eme de Lorenz.
Les variablesX (t) et Y (t) sont �equivariantes, c'est �a dire qu'elles distinguent l es deux ailes : elles consid�erent
l'ensemble du portrait de phase. A l'inverse, la variableZ (t) est invariante ; elle ne distingue pas les deux ailes
ce qui revient �a dire qu'elle r�eduit l'information dynami que sur le domaine fondamental que constitue une aile.
Plus pr�ecis�ement, l'ensemble des maxima de la variableX (t)

� X + =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j
@�0(X; Y; Z )

@X
= 0 ;

@2� 0(X; Y; Z )
@X2 < 0

�
(3.54)

d�e�nit une section de Poincar�e sur une seule aile (telle que X > 0; Y > 0). L'ensemble des maxima de la variable
Z (t) d�e�nit ce que nous appelons un ensemble de Poincar�e �Z = � Z + [ � Z � o�u

� Z + =
�

(X; Y; Z ) 2 R3jX > 0; Y > 0;
@�0(X; Y; Z )

@Z
= 0 ;

@2� 0(X; Y; Z )
@Z2

< 0
�

(3.55)

et

� Z � =
�

(X; Y; Z ) 2 R3jX < 0; Y < 0;
@�0(X; Y; Z )

@Z
= 0 ;

@2� 0(X; Y; Z )
@Z2

< 0
�

(3.56)
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Nous retrouvons ici des distinctions analogues �a celles rencontr�ees au d�ebut de ce chapitre. Nous avons
montr�e que la caract�erisation topologique (dynamique) devait être r�ealis�ee sur le domaine fondamental. Aussi,
lorsque c'est la variableX (t) qui est consid�er�ee, l'�etude doit être r�eduite au doma ine fondamental. Dans la
mesure o�u la coh�erence de phase est une propri�et�e dynamique (topologique), son �etude doit être aussi r�ealis�ee
sur le domaine fondamental. Ceci peut être simplement r�ealis�e en utilisant l'ensemble de Poincar�e d�e�ni par
� X = � X + [ PX � o�u � X + est donn�e par la relation (3.54) et � X � correspond �a l'ensemble des minima de la
variable X (t) :

� X � =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j
@�0(X; Y; Z )

@X
= 0 ;

@2� 0(X; Y; Z )
@X2 < 0

�
(3.57)

Il apparâ�t donc que les statistiques r�ealis�ees par J. D. Farmer et al [30] portent sur des quantit�es pro-
fond�ement di��erentes. L'une, issue de la variable X (t), est li�ee �a la p�eriode de r�evolution sur l'ensemble du
portrait de phase alors que l'autre, issue de la variableZ (t), est directement reli�ee �a la p�eriode de r�evolution sur
le domaine fondamental. Ainsi l'�eventuelle coh�erence dephase est compl�etement masqu�ee au sein d'une variable
�equivariante. Dans un contexte plus g�en�eral, les variables �equivariantes ne sont pas de bonnes variables pour
l'analyse du comportement dynamique d'un champ de vecteurs�equivariant.

3.6.2 Les propri�et�es de m�elange

De mani�ere �a observer la coh�erence de phase, le comportement �a long terme des trajectoires issues d'une
section de Poincar�e est �etudi�e. En e�et, la coh�erence d' un syst�eme dynamique est �x�ee par les propri�et�es

de m�elange de l'attracteur sur lequel le comportement asymptotique s'installe.
Lorsqu'un attracteur est incoh�erent, un nuage de points r�epartis dans une section de Poincar�e se d�eveloppe

sur l'ensemble de l'attracteur sous l'action du 
ot � t . La densit�e de points avoisine alors une distribution de
probabilit�e asymptotique, qui est aussi appel�ee mesure invariante parce qu'elle est une signature du 
ot � t . La
distribution �nale est ind�ependante de la localisation de l'ensemble initial : aucune information sur le temps
initial ou la position de l'ensemble ne persiste. Mais, si unattracteur poss�ede un haut degr�e de coh�erence de
phase, il doit propager dans le futur de l'information sur la phase. L'ensemble de points doit rester localis�e tr�es
longtemps.

L'attracteur de Lorenz poss�ede un spectre d'exposants de Lyapunov constitu�e d'un exposant positif, d'un
exposant nul et d'un exposant n�egatif. L'exposant positif implique que la taille d'un nuage de points localis�e
augmente (en moyenne) exponentiellement dans une direction transverse au 
ot � t . L'exposant nul implique
que, en moyenne, le nuage n'�evolue pas le long du 
ot� t . L'exposant n�egatif impose au nuage de se contracter
suivant une direction transverse �a l'attracteur.

Ceci est illustr�e sur la �gure (3.24) o�u un ensemble de conditions initiales D est choisi tel que

D =
�

(X; Y; Z ) 2 R3jX = X + ;
@f
@X

> 0
�

(3.58)

Il d�e�nit ainsi une section de Poincar�e choisie sur l'aile droite. L'ensemble D est constitu�e de 500 points.
L'�evolution de cet ensemble est �etudi�ee sous l'action du 
ot � t associ�e au champ de vecteursf du syst�eme
de Lorenz. Une "photographie" est prise toutes les 81ms. Chaque vue (�g. 3.24, vue 1) est constitu�ee de 9
photographies et correspond approximativement �a une r�evolution sur le domaine fondamental (la pseudo-p�eriode
fondamentale est de 0:73s).

Durant la premi�ere r�evolution (�g, 3.24, vue 1), le nuage d e points �evolue uniquement dans la direction
transverse au 
ot. Aucune �evolution le long du 
ot n'est obs erv�ee. La structure en �lament de l'ensemble
original est pr�eserv�ee. La coh�erence de phase est pour lemoment conserv�ee.

Lorsque la deuxi�eme r�evolution est abord�ee (�g. 3.24, vu e 2), le �lament s'�etire. Ceci est dû au gradient
qui s'annule au voisinage du point �xe origine C0. Toute trajectoire passant en ce voisinage y reste un temps
relativement long. De ce fait, l'extr�emit�e p�eriph�eriq ue du �lament est �etir�ee par le point �xe C0. La coh�erence
de phase, si elle est pr�eserv�ee au c�ur des ailes, disparâ�t �a la p�eriph�erie par un �etirement du �lament le long
du 
ot.

Au fur et �a mesure de la propagation du �lament, cet e�et s'am pli�e, et le �lament s'oriente le long du

ot plutôt que transversalement. La coh�erence de phase, qui se traduit par un �lament transverse au 
ot, est
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1 2

3 4

D

Fig. 3.24 { Propri�et�es de m�elange du syst�eme de Lorenz : �evolution d'un nuage de points issu d'une section de Poincar�e
D (sur chaque image sont repr�esent�ees neuf photographies de l'�evolution de D sur une pseudo-p�eriode T0 : elles sont
prises �a un intervalle de temps de T0=9.

alors d�etruite. Poursuivre l'�etude du �lament aboutirai t �a la photographie d'une r�epartition des points suivant
la distribution repr�esentative du 
ot.

Ce �lm sur les propri�et�es de m�elange met en �evidence que la coh�erence de phase est une propri�et�e du 
ot.
Ainsi chaque variable, respectant le principe d'�equivalence, doit contenir la même information sur la coh�erence
de phase.

3.6.3 Le probl�eme

L es spectres de puissance �etant une signature de la coh�erence de phase, les consid�erations pr�ec�edentes doivent
se retrouver sur ceux-ci. En particulier, toutes les variables doivent fournir le même spectre de puissance. Un

syst�eme comme celui de R•ossler o�re trois spectres identiques. Or, il est bien connu que le syst�eme de Lorenz a
la facheuse particularit�e de ne pas o�rir des spectres de puissance identiques selon qu'ils sont calcul�es �a partir
de telle ou telle variable. Il o�re deux spectres identiquessur les variablesX et Y qui di��erent de celui issu de
la variable Z (�g. 3.25).

Les spectres extraits des deux variables �equivariantes nepr�esentent pas de pics au niveau de la fr�equence
associ�ee �a la pseudo-p�eriode de r�evolution sur le domaine fondamental. Les spectres sont monotoniquement
d�ecroissants. Aucune propri�et�e de coh�erence ne se retrouve sur ces variables : les r�esultats sont en accord
avec l'�etude de l'�evolution de l'incertitude sur la mesur e du temps de r�evolution (�g. 3.23). La variable Z (t)
pr�esente un pic relativement large comparativement �a celui observ�e sur le syst�eme de R•ossler (variablex(t) pour
a = 0 :398). En e�et, la largeur des pics est li�ee �a l'incertitude sur la p�eriode de r�evolution [30].

Suivant les constatations faites sur l'�evolution de l'incertitude de mesure (section 3.6.1), le spectre de puis-
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Fig. 3.25 { Spectres de puissance du syst�eme de Lorenz : les fr�equences sont adimensionnalis�ees par rapport �a la
fr�equence fondamentale. Les spectres sont calcul�es �a partir de 32000 points �a raison de 40 points par pseudo-p�erio de.

sance doit être e�ectu�e �a partir d'une variable invarian te (comme Z (t)). Les variables �equivariantes X (t) et
Y (t) peuvent être rendues invariantes par l'utilisation d'une valeur absolue. Cette astuce restaure une oscillation
suppl�ementaire au sein de la s�erie temporelle (�g. 3.26) lors d'une transition d'une aile �a l'autre. La coh�erence
est de ce fait retrouv�ee. Le spectre calcul�e �a partir de la variable "invariante" jX (t)j pr�esente maintenant le pic
�a la fr�equence de la pseudo-p�eriode fondamentale (�g. 3.27).
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Fig. 3.26 { Apparition d'une oscillation suppl�ementaire sur la s�eri e jX (t)j qui restitue la coh�erence de phase.

Ainsi, le spectre de puissance peut être correctement estim�e �a partir d'une s�erie �equivariante du syst�eme de
Lorenz �a l'aide d'une simple valeur absolue.
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Fig. 3.27 { Spectre de puissance extrait de la variable jX (t)j.

3.7 Conclusion

Nous avons maintenant �etabli la proc�edure de caract�erisation d'un syst�eme �equivariant. Si cette proc�edure est
globalement similaire �a celle d�ej�a appliqu�ee aux syst�emes d�epourvus de sym�etrie, elle n'en di��ere pas moins

dans certains d�etails. Nous dirons qu'un syst�eme poss�ede une sym�etrie d'ordre n si la matrice �equivariante 

est telle que
 n = I . La sym�etrie appartient alors au groupe des permutationsZn . L'espace des phases est alors
constitu�e de n reproductions du domaine fondamental. La proc�edure est r�esum�ee en quatre �etapes.

{ 1. Identi�cation du domaine fondamental : il n'existe pas de m�ethode g�en�erale pour identi�er les p ropri�et�es
de sym�etrie d'un syst�eme. D�e�nir le domaine fondamental est actuellement une question de savoir faire.
Toutefois E. Baramy, M. Dellnitz et M. Golubitsky [33] sembl ent ouvrir la voie d'une telle syst�ematisation
par une recherche de l'ordre de la sym�etrie.

{ 2. Construction d'une application de premier retour : apr�es avoir isol�e le domaine fondamental, il est
n�ecessaire de construire un ensemble de Poincar�e qui se d�e�nit comme la r�eunion d'une section de Poincar�e
sur le domaine fondamental et de ses copies sur l'ensemble del'espace des phases. Ainsi l'ensemble de
Poincar�e d'un syst�eme dynamique de sym�etrie Zn est constitu�e de n sections de Poincar�e. L'application
de premier retour est alors construite sur une variable invariante, c'est �a dire une variable qui ne distingue
pas les di��erentes sections. Les orbites p�eriodiques sont alors extraites.

{ 3. Partition du domaine fondamental : une partition du domaine fondamental peut alors être envisag�ee. A
l'aide de l'application de premier retour et d'une visualisation tridimensionnelle du portrait de phase, la
structure de chaque bande est �etudi�ee : leurs torsions locales et leurs rotations relatives sont recherch�ees.
Un patron est alors propos�e.

{ 4. V�eri�cation du patron : le patron est alors v�erif�e par calcul des nombres de liaisons de quelques orbites
de faible p�eriode. Les orbites sont repr�esent�eesn fois sur une projection r�eguli�ere (les orbites asym�etri ques
apparaissent par groupe den orbites et les orbites sym�etriques d�ecrivent n fois la s�equence symbolique
qui leur est associ�ee sur le domaine fondamental). Le nombre de liaisons est alors de la forme :

L (N1; N2) =
1

2n

"
X

p

� 12(p)

#

(3.59)

Nous avons alors caract�eris�e la topologie d'un syst�eme par l'introduction d'un domaine fondamental. Cette
utilisation de la sym�etrie a permis de r�eduire le nombre d'orbites p�eriodiques distinctes. De mani�ere g�en�erale,
toute analyse d'un syst�eme dynamique devra être r�ealis�ee en tenant compte de sa sym�etrie. Ainsi le physicien
veillera �a utiliser une variable invariante pour le calcul des spectres de puissance.

De plus, nous avons vu qu'�a chaque bande pouvait être associ�e un comportement dynamique di��erent. Suivant
la signi�cation des variables du syst�eme de Lorenz, nous savons qu'une trajectoire qui circule sur une seule aile
correspond �a des courants chauds ascendants qui subissentdes modulations d'amplitude suivant la r�evolution sur
l'aile. Lorsqu'une trajectoire e�ectue une transition d'u ne aile �a l'autre, elle traverse obligatoirement une zone
o�u les variables X et Y sont de signes oppos�es : les courants chauds sont alors descendants. Ainsi, au passage
d'une trajectoire par la bande 1 du patron est associ�e un comportement dynamique di��erent : nous pouvons en
e�et concevoir que le processus physique responsable de l'ascension des courants froids est di��erent de celui des
courants chauds. A chaque bande, il peut donc être associ�eun processus physique di��erent. Remarquons pour
�nir, qu'�a la torsion locale impaire est associ�e un processus physique inverse de celui de la bande de torsion



120 CHAPITRE 3. LE SYST �EME DE LORENZ ET SA SYM �ETRIE

locale paire. Ne doutons pas que les patrons deviennent des outils puissants de compr�ehension des processus
physiques...
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Chapitre 4

Principe des Reconstructions

4.1 Introduction

Un syst�eme dynamique d�e�ni par

_x (t) = f (x (t)) x 2 IR d (4.1)

est d�ecrit par le 
ot � t :
x (t) = � t (x (0)) (4.2)

Dans la plupart des syst�emes exp�erimentaux, une seule observable est facilement accessible �a la mesure.
Ainsi le portrait de phase ne peut être directement obtenu.La reconstruction de l'espace des �etats est alors
n�ecessairement le premier pas de toute analyse de la s�erietemporelle mesur�ee. Cette analyse est men�ee �a l'aide
des outils de la th�eorie de la dynamique des syst�emes. De mani�ere g�en�erale, le champ de vecteurs f n'est pas
connu, mais nous pouvons être en mesure de reconstruire un espace des �etats �equivalent (nous verrons dans quel
sens) �a l'original.

En 1980, la reconstruction de l'espace des �etats fut introduite dans la dynamique des syst�emes ind�ependamment
par N. H. Packard et al [1] et F. Takens [3]. En fait, dans l'analyse des s�eries temporelles, l'id�ee d'introduire un
d�ecalage temporela�n d'obtenir une approximation de la trajectoire est plut^ot vieille et fut propos�ee en 1927
par G. Udny Yule [2]. La nouvelle contribution importante est la d�emonstration qu'il est possible de pr�eserver
des invariants g�eom�etriques tels que les valeurs propresd'un point �xe ou les exposants de Lyapunov d'une tra-
jectoire. Ceci a �et�e illustr�e num�eriquement par N. H. Pa ckard [1] et prouv�e par F. Takens [3]. L'ann�ee suivante,
J. C. Roux et H. Swinney [4] pr�esentent une reconstruction par la m�ethode des d�ecalages du portrait de phases
de la r�eaction de Belousov-Zhabotinski �a partir d'une s�e rie temporelle exp�erimentale.

En 1985, J. P. Eckmann et D. Ruelle [5] d�eveloppent cette id�ee et �etudient non seulement les �etats reconstruits
par d�ecalages temporels mais aussi les relations entre les�etats reconstruits voisins. Dans le principe, on peut
alors approximer non seulement l'attracteur mais aussi sa dynamique. Depuis il est devenu courant de regrouper
les points voisins dans l'espace reconstruit et d'utiliserleurs images pour mod�eliser la dynamique dans de
petites r�egions. Dans le même esprit, D. S. Broomhead et G.P. King [6] d�eveloppent une technique locale de
d�ecomposition de l'espace des phases en composantes principales (Singular Value Decomposition).

En 1987, J. Cremers et A. H•ubler [7] proposent la reconstruction d'un champ de vecteurs �a partir de plusieurs
variables a�n de mod�eliser l'ensemble du portrait de phases. L'enjeu est maintenant une reconstruction globale
de l'espace des phases. Depuis le d�ebut des ann�ees 90, les reconstructions d'un champ de vecteurs �a partir d'une
seule s�erie scalaire temporelle se sont consid�erablement d�evelopp�ees ([8], [9], [10] et [11]). G. Gouesbet a apport�e
une large contribution sur ce sujet ([12], [13], [14], [15] et [16]). Si les m�ethodes locales sont appliqu�ees aux
signaux exp�erimentaux, les m�ethodes globales n'en sont encore qu'aux investigations num�eriques. Les probl�emes
recontr�es seront d�evelopp�es dans les chapitres suivants.

L'une des grandes questions qui se posent sur les techniquesde reconstruction porte sur l'�equivalence entre
le portrait de phases original et le portrait reconstruit. Quelles garanties pouvons-nous esp�erer sur l'information
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disponible dans l'espace reconstruit ? Nous avons vu dans lapremi�ere partie de cette th�ese que seule l'information
topologique nous importait. Nous tenterons de r�epondre aucours de ce chapitre �a la question : les propri�et�es
topologiques de l'attracteur original sont-elles pr�eserv�ees lors d'une reconstruction globale ? Auparavant nous
aurons illustr�e le principe de la restitution de l'informa tion sur les variables inobserv�ees �a la base de toutes
les techniques de reconstruction. Le probl�eme de la dimension de l'espace reconstruit sera abord�e et le choix
de celle-ci dans le cadre de ce travail sera justi��e. En�n nous �etudierons le comportement de l'information sur
la dynamique d'un syst�eme (ou de mani�ere �equivalente sur la topologie de l'attracteur) face aux plongements
di��erentiels (reconstruction dans l'espace d�e�ni par les d�eriv�ees de la s�erie temporelle �etudi�ee).

4.2 Reconstruction de l'espace des phases

4.2.1 Le principe

Les donn�ees obtenues par les physiciens �etudiant des syst�emes hydrodynamiques prennent souvent la forme
de s�eries temporelles, c'est �a dire d'une s�erie de valeurs mesur�ees �a intervalles de temps r�eguliers. Or l'�etude
d'un syst�eme dynamique n�ecessite de connâ�tre ses �etats successifs dans l'espace des �etats de dimension 2, 3 ou
plus. Il va donc être important de pouvoir acc�eder �a cette information �a partir de la seule s�erie de mesures :
ceci sera r�ealis�e �a l'aide d'une m�ethode de reconstruction.

Ainsi, de mani�ere �a sp�eci�er l'�etat d'un syst�eme d-dimensionnel �a un instant donn�e, la connaissance ded
quantit�es ind�ependantes (au sens spatial) est requise. Prenons un exemple simple. Un cercle peut repr�esenter
l'�evolution dans l'espace des phases (d�e�ni par � et _� ) d'un pendule simple au voisinage du point d'�equilibre.
Le cercle est un objet qui peut être d�ecrit dans un plan euclidien par le syst�eme d'�equations suivant :

�
x(t) = cos (2�!t )
y(t) = sin (2 �!t )

t 2 R (4.3)

o�u t est le temps et! une vitesse angulaire.
Ce syst�eme est constitu�e d'�equations coupl�ees, c'est �a dire qu'il existe une relation entre la variable x et la

variable y. En e�et la trigonom�etrie nous rappelle que sin(2�!t ) = cos(2� (!t � � )) o�u � = 1 =4 repr�esente un
d�ecalage temporel. Cela revient �a dire que le cercle peutêtre trac�e avec la seule variablex(t) en utilisant le
d�ecalage temporel � : chaque point du cercle est donc d�e�ni par les coordonn�ees(x(t) = cos(2�!t ); x(t � � )).
Ainsi, si nous mesurons uniquement la s�erie temporellex(t), nous sommes capable de dessiner le cercle en
introduisant une deuxi�eme variable (dite ind�ependante) par un d�ecalage temporel � (�g. 4.1). Nous avons ainsi
reconstruit l'espace originel (x; y) en utilisant l'espace d�e�ni par le syst�eme de coordonn�ees (x(t); x(t � � )). De
mani�ere analogue, la reconstruction du cercle peut être obtenue par l'utilisation des d�eriv�ees (la d�eriv�ee d'un
sinus est un cosinus et vice-versa).
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Fig. 4.1 { Reconstruction du cercle par la m�ethode des d�ecalages : in
uence du d�ecalage � sur la qualit�e de la recons-
truction : a) d�ecalage trop faible, b) d�ecalage correct et c) d�ecalage trop grand.
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La base de la technique de reconstruction introduite par N. H. Packard, J. P. Crutch�eld, J. D. Farmer et
R. S. Shaw [1] repose sur ce simple principe. Ils ont appliqu�e cette technique au syst�eme tridimensionnel �etabli
par R•ossler. Ils la pr�esentent de la mani�ere suivante :

Nous supposons que tous les jeux de trois quantit�es ind�ependantes qui d�e�nissent facilement et
de mani�ere unique les �etats de l'attracteur sont di��eomo rphiquement �equivalents. Les trois quantit�es
habituellement utilis�ees sont les valeurs de chaque coordonn�ee de l'espace des phases (x(t), y(t),
z(t)).

Nous avons trouv�e qu'avec une seule s�erie scalaire temporelle issue de l'int�egration du syst�eme
de R•ossler, on pouvait obtenir un jeu de trois quantit�es ind�ependantes qui semble produire une
repr�esentation �d�ele de la dynamique dans l'espace des phases original x, y, z. Un des jeux possibles
de trois quantit�es est la valeur d'une coordonn�ee coupl�ee �a ses valeurs �a deux instants pr�ec�edents,
soit x(t), x(t - � ) et x(t - 2� ).

Cette technique repose sur la redondance de l'information au sein d'un syst�eme physique. Ce concept fut
introduit par J. D. Farmer [18] :

Quelle que soit la variable �a laquelle vous pensez, son �evolution est obligatoirement in
uenc�ee
par toutes les variables qui interagissent avec elles. Leurs valeurs doivent d'une mani�ere ou d'une
autre se retrouver dans l'histoire de votre variable. Elle est in�evitablement marqu�ee par les autres.

Les techniques de reconstruction n�ecessitent donc un couplage des variables au sein du champ de vecteurs
f , sinon aucune information ne peut être transmise d'une variable �a l'autre. Dans le contexte des syst�emes
chaotiques, un tel couplage existe toujours.

En pratique, ces techniques de reconstruction reposent surle choix d'un d�ecalage temporel� . La d�etermination
de � a donn�e lieu �a une litt�erature proli�que qui ne propose qu e des solutions o�u le libre arbitre du "chaoticien"
joue un grand rôle. Si dans le cas du cercle nous pouvons d�eduire analytiquement la valeur � = 1 =4, ceci n'est
pas possible dans le cas des attracteurs. Le choix est guid�epar un comportement caract�eristique des trop faibles
valeurs de � qui ont tendance �a produire une reconstruction qui se con�ne autour de la premi�ere bissectrice
(�g. 4.1.a) et celui de trop grandes valeurs qui orientent demani�ere exag�er�ee le portrait reconstruit perpendi-
culairement �a la premi�ere bissectrice (�g. 4.1.c). Le d�e calage temporel� est un param�etre de reconstruction.
Sa d�etermination est essentielle dans la qualit�e de la reconstruction. Un second param�etre est repr�esent�e par la
dimension m de l'espace reconstruit.

4.2.2 Le choix de la dimension

L'id�ee de base des m�ethodes de reconstruction est que le pass�e et le futur d'une s�erie temporelle contiennent
de l'information sur les variables d'�etats inobserv�ees, information qui peut être utilis�ee pour d�e�nir un �etat a u
temps pr�esent. L'information sur le pass�e et le futur peut être contenue dans un vecteur de la forme

s(t) = ( x(t + mf � ); :::; x(t); :::; x(t � mp� )) (4.4)

o�u � est le d�ecalage temporel,mp le nombre de coordonn�ees du pass�e,mf le nombre de coordonn�ees du futur.
La dimension m de l'espace reconstruit est alors �egale �amp + mf + 1. Rappelons que les �etats sont d�e�nis par
un vecteur x (t) de dimensiond et de la forme

x (t) = ( x(t); y(t); :::) (4.5)

F. Takens �etudie la m�ethode de reconstruction par d�ecalage temporel� qui transforme le vecteur de l'espace
des �etats d'un syst�eme de dimensiond en un vecteur de dimensionm par l'application � :

�( x (t)) = s(t) (4.6)

Il montre que g�en�eriquement � est un plongementlorsque m � 2d + 1. Un plongement est une transformation
di��erentiable injective des coordonn�ees dont la transfo rmation di��erentiable inverse existe. Dans ce cas, aucune
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information n'est perdue sous la reconstruction. Si � est un plongement alors il existe une dynamique �equivalente
F induite sur l'espace des vecteurs reconstruits. Les �etatsreconstruits peuvent être utilis�es pour estimer le champ
de vecteursF , et puisqueF est �equivalent �a la dynamique originale f , nous pouvons l'utiliser pour caract�eriser le
syst�eme. L'application � transforme l'espace des �etats M de dimensiond en un espace reconstruit de dimension
m. Si la surface �( M ) ne contient pas de self-intersections, alors touts 2 �( M ) est l'unique image d'un �etat
x 2 M . Si � est di��erentiable, alors � est un plongement. Ceci est illustr�e pour d = 2 et m = 3 sur la �gure 4.2
(d'apr�es [10]) ; dans ce cas des self-intersections sont pr�esentes le long d'une courbe unidimensionnelle.

o

o

F

(M)F

(M)

1

1
x x

s
s

Fig. 4.2 { Solution de l'�equation s = � (x) lorsque d = 2 et m=3.

M est l'espace des �etats bidimensionnel et �(M ) est la surface reconstruite : dans ce cas, il y a self-
intersection. L'�etat x 0 est transform�e sur une self-intersection alors quex 1 ne l'est pas. Except�e pour les valeurs
sp�eciales dex comme x 0, � d�e�nit un plongement [24]. Lorsque m = d + 1, l'ensemble des self-intersections
est g�en�eriquement au moins de dimensiond � 1, et � est presque partout un plongement [24]. Lorsquem crô�t
de 1, la dimension de l'ensemble des self-intersections d�ecroit de 1, jusqu'au cas o�u �nalement m > 2d alors il
n'y a plus du tout de self-intersections. Ainsi m � 2d + 1 garantit que � est un plongement. Il est cependant
possible que � soit un plongement lorsquem est aussi petit quem = d.

Par exemple, nous verrons (section 4.4.1) qu'�a partir de lavariable y du syst�eme de R•ossler [17] nous pouvons
d�e�nir un di��eomorphisme entre l'attracteur original et l'attracteur reconstruit dans l'espace des d�eriv�ees : il y
a alors plongement. Mais auparavant nous �etudierons plus en d�etail les sources de self-intersections.

4.3 Equivalence des variables ?

D'apr�es le th�eor�eme de Takens, toute variable du syst�em e peut être indi��eremment utilis�ee pour reconstruire
un portrait des �etats. Comme nous le verrons, l'hypoth�ese de l'�equivalence des variables du point de vue des
reconstructions est bien malmen�ee. En e�et, certaines variables sont plus "sympathiques" que d'autres. Un r�eel
probl�eme survient lorsque les variables sont issues d'un syst�eme pourvu de propri�et�es de sym�etrie : la plupart
du temps, le portrait reconstruit poss�ede des propri�et�e s de sym�etrie di��erentes de l'original. Ces di��erences
concernant l'information contenue dans une observable sont dues �a la con�guration de l'attracteur dans l'espace
des phases.
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4.3.1 Le rôle de la courbure

Les attracteurs tridimensionnels �etudi�es dans la premi�ere partie sont su�samment dissipatifs pour que
leur �etude puisse être ramen�ee �a l'�etude d'une surface. En e�et, un calcul de leur dimension fractale r�ev�ele
une dimension tr�es voisine de 2 (1.93 pour le syst�eme de R•ossler pour des param�etres de contrôle �egaux �a
(a; b; c) = (0 :398; 2; 4) et 2.063 pour le syst�eme de Lorenz pour (R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3) [22]). Cette surface
d�e�nit un espace suppos�e bidimensionnel : elle est g�en�er�ee par la population d'orbites p�eriodiques instables de
l'attracteur.

Nous nous int�eresserons au cours de ce chapitre �a la notionde courbure d'objets plong�es dans un espace
euclidien. Par exemple, le cercle, espace g�eom�etrique �aune dimension, est d'autant plus courb�e que son rayon
est plus petit. A l'inverse, si son rayon tend vers l'in�ni le cercle se recti�e en perdant sa courbure et tend vers
une droite. Par d�e�nition la courbure k(s) en un point s d'une courbe di��erentiable est d�e�nie comme �etant
l'inverse du rayon de courbure. Ainsi, une droite est de rayon de courbure in�ni et donc de courbure nulle. De
même, la sph�ere tend vers le plan en augmentant ind�e�niment son rayon (�a notre �echelle la surface de la Terre
est plate si nous faisons abstraction du relief).

k1
k2

k1

k2

a) s b)

s

Fig. 4.3 { a) courbure positive, b) courbure n�egative

La courbure a donc une d�e�nition g�eom�etrique bien pr�eci se mais quand on augmente le nombre de dimensions,
la d�e�nition se complique : la courbure ne se r�eduit plus �a un seul nombre comme dans l'exemple du cercle et il
faut alors parler "des courbures". Examinons le cas simple du cylindre, surface �a deux dimensions. La courbure
mesur�ee parall�element �a son axe de sym�etrie est tout simplement nulle, alors que la courbure mesur�ee dans la
direction perpendiculaire est celle du cercle inscrit dansle cylindre.

Malgr�e les multiples facettes de la courbure, il est possible de parler d'une courbure intrins�eque. En chaque
point d'une surface �a deux dimensions, on peut mesurer dansdeux directions perpendiculaires deux rayons de
courbure, dont le produit invers�e d�e�nit la courbure intr ins�eque de la surface. Si les deux rayons de courbure se
trouvent du même côt�e de la surface, la courbure est positive tandis que si les rayons de courbure sont de côt�es
oppos�es, la courbure est n�egative (�g. 4.3).

Le fait de visualiser la sph�ere, le cylindre et toute surface bidimensionnelle comme �etant plong�ees dans
l'espace euclidien �a trois dimensions incite �a dire qu'une surface est courb�ee dans quelque chose. Pourtant, sur
le strict plan de la topologie, on peut mesurer toutes les propri�et�es des surfaces �a deux dimensions en ignorant
parfaitement l'existence de l'espace de plongement. Par exemple, au signe de la courbure peut être associ�ee une
propri�et�e de ces surfaces. Le cylindre a une courbure intrins�eque nulle ; on peut en e�et le d�ecouper et le poser
�a plat sur une table sans le d�echirer (�g. 4.4.a).

La sph�ere poss�ede une courbure strictement positive ; si l'on d�ecoupe une calotte selon un cercle et si l'on
essaie de l'aplatir, la surface d�ecoup�ee se d�echire car son aire est inf�erieure �a celle du cercle de même rayon
d�ecoup�e dans un plan euclidien R 2 (�g. 4.4.b).

Il existe aussi des surfaces de courbure n�egative. Toujours �a deux dimensions, l'exemple classique est le
parabolo•�de hyperbolique, dont une portion se visualise sous la forme d'une selle de cheval (�g. 4.3.b). L'envi-
ronnement d'une telle surface peut être tr�es complexe (�g. 4.5). Si l'on d�ecoupe une portion de cette surface
selon un arc de cercle et si l'on tente de l'aplatir, la portion se plisse car son aire est sup�erieure �a celle du cercle
de même rayon d�ecoup�e dans un plan (�g. 4.5) [23]. Nous avons l�a l'origine de l'apparition des self-intersections
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a)

b)

Fig. 4.4 { Exemple de plongement de surfaces dans un espace euclidienR 2 : a) le cylindre, b) la sph�ere

lors d'une reconstruction.

Fig. 4.5 { E�et de la courbure n�egative d'une surface �a la g�eom�etri e hyperbolique lors de la projection sur un plan
euclidien R2 .

Si l'on se d�eplace en "ligne droite" tout en �epousant les courbes d'une surface �a courbure n�egative, on
ne revient pas, en g�en�eral, �a son point de d�epart mais on s'en �eloigne ind�e�niment. Cette propri�et�e permet
l'obtention de la sensibilit�e aux conditions initiales des attracteurs �etranges qui sont la plupart du temps construit
autour d'un point �xe instable de type "selle". Ainsi ces sur faces jouent un rôle pr�epond�erant dans la dynamique
des syst�emes non-lin�eaires. En e�et, ce sont elles qui assurent la possibilit�e d'obtenir une trajectoire ap�eriodi que
et par l�a-même, un comportement chaotique. Au voisinage d'un point selle, deux trajectoires initialement proches
l'une de l'autre peuvent diverger exponentionellement avec le temps (�gure 4.6). Les objets �a courbure n�egative
sont hyperboliques et poss�edent au moins une direction stable et une direction instable.

4.3.2 Di��erentes qualit�es de reconstruction

Le caract�ere hyperbolique de tels objets a de profondes cons�equences sur leur plongement dans un espace
euclidien. Prenons par exemple le 
ot � t sur l'espace euclidienRd g�en�er�e par un syst�eme autonome de d
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Fig. 4.6 { Divergence de deux trajectoires initalement proches au voisinage d'un point selle.

�equations di��erentielles. Supposons que toutes les trajectoires soient asymptotiques �a un ensemble attracteur
A . L'�etude du comportement �a long terme du syst�eme impliqu e alors l'�etude de l'ensembleA. Soit une orbite
p�eriodique � de cet ensembleA inscrite sur une surface bidimensionnelle de courbure n�egative au voisinage
d'un point selle (�g. 4.7). Sa dimension fractale est donc de1. Projetons cette orbite p�eriodique � sur un plan
bidimensionnel euclidien ; suivant la direction choisie dela projection, nous obtenons une con�guration sans
intersection ou pourvue d'une intersection (�g. 4.7). Sur la transformation � 1 (�g. 4.7), la position relative des
points est pr�eserv�ee. Si des points sont distincts sur le lacet � alors les deux points images qui leur sont associ�es
sont distincts sur l'image � 1(� ). La projection est injective. Dans le cas de la transformation � 2, il existe deux
points distincts de l'orbite p�eriodique � qui ont pour image un même point de � 2(� ). Du point de vue de la
reconstruction de l'espace des �etats cela signi�e que deux�etats distincts du syst�eme ne peuvent être distingu�es :
de l'information a �et�e perdue.

F 2

F1
F 3

Fig. 4.7 { Lacet � inscrit sur une vari�et�e au voisinage d'un point selle : � 1 d�e�nit un plongement de � sur un plan
euclidien, � 2 une immersion non injective et � 3 une application injective qui n'est pas une immersion.

La propri�et�e d'injectivit�e est utile car elle pr�eserve l'objet reconstruit d'une violation du principe du d�eterm inisme.
La projection � 2 peut associer deux futurs di��erents �a un même �etat alors que le d�eterminisme est garanti sous
� 1. La d�e�nition pr�ecise d'un plongement implique la struct ure di��erentielle de l'espace des �etats. Une appli-
cation injective est une application qui ne confond pas des points, c'est �a dire qu'elle n'associe pas une même
image �a deux points distincts. Un plongement est une application qui ne confond pas des points ou des directions
tangentes. Ainsi, pour d�e�nir un plongement, il est n�ecessaire de consid�erer aussi bien l'ensemble des points que
la structure des espaces tangents.
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Soit M une vari�et�e continuement di��erentiable. Une applicati on continuement di��erentiable � sur M est une
immersion si l'application d�eriv�ee D �( x ) repr�esent�ee par la matrice jacobienne de � au point x est injective en
tout point de M . PuisqueD �( x ) est une application lin�eaire, ceci est �equivalent �a ce que D �( x ) ait un jacobien
non nul. Ceci peut être r�ealis�e que � soit injective ou non . Sous uneimmersion, aucune structure di��erentielle
de M n'est perdue sur �( M ) [24].

D�e�nition 3 Soit � une application continuement di��erentiable entre deux vari�et�es compactes M 1 et M 2.
L'application � est une immersion si �a chaque pointP 2 M 1, la di��erentielle d� p : f P (M 1) ! f �( P ) (M 2) est
un monomorphisme, c'est �a dire une application injective. Si de plus l'application � transforme injectivement
M 1 en �( M 1) et que cette image est un ensemble ferm�e, l'application� est un plongement. L'image�( M 1) est
dans ce cas une sous-vari�et�e dansM 2 [25].

Ainsi l'application � 1 (�g. 4.7) d�e�nit un plongement : les propri�et�es tangenti elles sont pr�eserv�ees et �a chaque
point de l'image du lacet �( � ) est associ�ee un unique point du lacet� . L'application � 2 pr�eserve elle aussi la
structure tangentielle mais il existe au moins un point de l'image du lacet � 2(� ) qui poss�ede deux ant�ec�edents
sur le lacet � : � 2 d�e�nit une immersion. R�ealiser une immersion ne garantit donc pas la conservation du
d�eterminisme. L'application � 3 associe �a chaque point du lacet� un point di��erent de l'image du lacet � 3(� ).
Toutefois, elle ne pr�eserve pas les propri�et�es tangentielles du lacet� et un point de rebroussement apparâ�t sur
� 3(� ). � 3 n'est donc pas une immersion.

Il est donc important de s'assurer des propri�et�es o�ertes par l'application � qui projette l'objet dans un
espace reconstruit.

4.3.3 Th�eor�eme de Whitney

Un plongement deM est un di��eomorphisme de M sur ses images �(M ), ce qui repr�esente une application
injective continuement di��erentiable qui poss�ede une ap plication inverse continuement di��erentiable. Pour une
vari�et�e compacte M , l'application � est un plongement si, et seulement si, � est une immersion injective.
La transformation � 1 (�g. 4.7) est un exemple de plongement d'une orbite p�eriodique � sur un plan. Son
information di��erentielle est pr�eserv�ee et aucune self -intersection n'apparâ�t. La transformation � 2 repr�esente
une immersion qui n'est pas injective (des intersections apparaissent) et la transformation � 3 est une application
injective qui n'est pas une immersion (un point de rebroussement survient, signature de propri�et�es di��erentielles
perdues). Nous verrons que la structure d'une simple orbitede p�eriode 1 contient une information tr�es riche
sur l'ensemble du portrait de phases, aussi il est importantde la reconstruire correctement. L'�equivalence
di��eomorphique n'est donc pas assur�ee lors de la projection d'une orbite p�eriodique unidimensionnelle � dans
un plan euclidien bidimensionnel. En fait seul un espace tridimensionnel assure l'obtention d'une image �(� )
di��eomorphiquement �equivalente �a l'orbite p�eriodiqu e unidimensionnelle. Plus g�en�eralement, soit d = 1 la
dimension de l'objet original, la dimension de l'espace de plongement doit être sup�erieure ou �egale �a 2d+1 pour
garantir une projection di��eomorphiquement �equivalent e : c'est le th�eor�eme de H. Whitney [26] !

Avec des arguments g�eom�etriques simples nous avons vu quele plongement d'un objet de dimensiond dans
un espace euclidienIR m �etait di��eomorphiquement �equivalent �a l'original lor squem � 2d + 1. Si l'�equivalence
di��eomorphique est garantie sous cette condition, elle n'est pas interdite dans des dimensions inf�erieures (�g.
4.7, � 1 est un di��eomorphisme). Elle est permise lorsque la projection est r�ealis�ee suivant une direction o�u
aucun plissement (du type de ceux rencontr�es lors de la projection d'une surface de courbure n�egative sur un
plan euclidien IR 2, �gure 4.5) n'apparait : en e�et, lors d'une projection il ex iste une direction suivant laquelle
aucune portion de la surface n'est cach�ee par une autre. Dans le cas d'une surface au voisinage d'un point selle,
cette direction ~n1 est perpendiculaire �a l'espace tangent au point selle (�g.4.8.a). Par contre dans la direction
~n2 (�g. 4.8.b), la projection de la surface au voisinage du point selle pr�esente un plissement (une superposition
de portions de surfaces, c'est �a dire que deux points distincts de l'espace original ont une même image dans
l'espace de projection). D�es que ceci survient, l'�equivalence di��eomorphique est perdue. Nous avons l�a les origines
profondes de la non-�equivalence entre les di��erentes variables d'un syst�eme dynamique non-lin�eaire.

Nous allons illustrer ceci sur les syt�emes de R•ossler, de Lorenz et de Burke et Shaw.
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a)

b)
n2

n1

Fig. 4.8 { Deux directions de projection de la surface au voisinage d'un point selle : a) projection sans plissement et b)
projection avec plissements (des parties se recouvrent)

.

4.4 Applications

Soit un syst�eme dynamique continu d�e�ni par un ensemble d'�equations di��erentielles ordinaires

_x = f (x ; � ) (4.7)

o�u x (t) 2 IR d est un vecteur temporel et f un champ de vecteurs compos�e ded fonctions continuement
di��erentiables g�en�erant un 
ot � t . � 2 IR p est un vecteur de l'espace des param�etres de contrôle du syst�eme.
Le syst�eme (4.7) est appel�e syst�eme original. Dans la pr�esente �etude, nous n'�etudierons que des 
ots tridimen-
sionnels. Dans ce cas, le syst�eme original peut être �ecrit sous la forme

8
<

:

_x = f 1(x; y; z)
_y = f 2(x; y; z)
_z = f 3(x; y; z)

(4.8)

Nous connaissons l'histoire d'une seule de ces variables (num�eriquement ou exp�erimentalement) sous la forme
d'une s�erie scalaire temporelle. Supposons que nous connaissons l'�evolution de la variable x(t). Notre objectif
est de r�ealiser un "plongement di��erentiel" de la dynamiq ue d�e�ni sous la forme d'un syst�eme standard [13]
(ou canonique [27]) extrait �a partir d'une des variables du syst�eme original. Ce syst�eme standard s'�ecrit sous la
forme :

8
<

:

_X = _x = Y
_Y = Z
_Z = Fs(X; Y; Z )

(4.9)

A�n d'�etablir dans quelle mesure le syst�eme reconstruit est �equivalent au syst�eme original, nous pouvons
d�e�nir une transformation qui nous permettra de passer de l'ensemble attracteur A O du syst�eme original
d�e�ni par les variables ( x(t); y(t); z(t)) �a l'ensemble attracteur A S du syst�eme standard d�e�ni par les variables
(X (t); Y (t); Z (t)). La transformation directe standard � s exprimant les coordonn�ees standard (X (t); Y (t); Z (t))
en fonction des coordonn�ees originales (x(t); y(t); z(t)) est alors introduite et s'exprime sous la forme suivante :
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� s �

8
>>>>><

>>>>>:

X = x

Y = f 1(x; y; z)

Z =
@f1
@x

f 1 +
@f1
@y

f 2 +
@f1
@z

f 3

(4.10)

Nous avons choisi la dimension du syst�eme reconstruit �egale �a 3 de mani�ere �a utiliser les techniques de
caract�erisation topologique pr�esent�ees dans la premi�ere partie de cet ouvrage. Le crit�ere de Takens [3] n'est
alors pas respect�e puisque la dimension de l'espace reconstruit est �egale �a celle du syst�eme original. Dans ce
cas l'application transformant le syst�eme original en syst�eme reconstruit devra être di��eomorphique sinon de
l'information sera perdue.

Pour nous assurer de cela, nous avons recours au th�eor�emed'inversion locale [28].

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions �nies,U un ouvert de E et V un ouvert de F . On dit que f est un di��eomorphisme
local de classeC r au voisinage dea de U, s'il existe des ouvertsU

0
de E et V

0
de F , avec a 2 U

0
� U; f (a) 2 V

0
� V tels que f

induise un di��eomorphisme de U0 sur V .
Supposons quef soit un di��eomorphisme local en a, gardons les notations pr�ec�edentes et notons g : V

0
! U

0
l'application r�eciproque

de f : U
0

! V
0
. D�erivant la relation g(f (x)) = x, on obtient g

0
(f (x)) � f

0
(x) = I ; d�erivant la relation f (g(y)) = y, on obtient de

même f
0
(g(y)) � g

0
(y) = I . Ainsi si x 2 U

0
et g 2 V

0
se correspondent (on a doncy = f (x) et x = g(y)), les applications lin�eaires

f
0
(x) : E ! F et g

0
(y) : F ! E sont r�eciproques l'une de l'autre. En particulier au voisinage dea, f 0(a) est bijective. On peut donc

�enoncer le th�eor�eme suivant (dit d'inversion locale) :

Th�eor�eme 4 : Soit r 2 [1; + 1 ] et soit f une application de classeC r de U dans F . Pour que f soit un di��eomorphisme local de classe
C r en a, il faut et il su�t que l'application lin�eaire tangente f 0(a) soit bijective (c'est �a dire qu'elle soit un isomorphisme) .

Dans le cas o�u l'on a choisi des bases dansE et F (n�ecessairement de même dimension), ce qui revient �a prendre E = F = Rn ,
explicitons ce th�eor�eme. On consid�ere donc un ouvert U de Rn , un point a = ( a1 ; :::; an ) de U et n fonctions f i (x1 ; :::; x n ), i = 1 ; :::; n
de classeC r sur U, avec r 2 [1; 1 ]. La d�eriv�ee de f en a est l'application lin�eaire de Rn dans Rn de matrice

�
@fj
@xi

�
(a1 ; :::; an )

(c'est �a dire la matrice jacobienne de f 1 ; :::; f n en a). Si le d�eterminant jacobien

D (f 1 ; :::; f n )

D (x1 ; :::; x n )
= det

��
@fj
@xi

��

i;j =1 ;:::;n

est non nul en a, alors dans un ouvertU
0

de U contenant a convenable, les �equations

f 1 (x1 ; :::; x n ) = y1 ; :::; f n (x1 ; :::; x n ) = yn

ont une solution unique pour (y1 ; :::; yn ) voisin de

b = ( b1 ; :::; bn ) = ( f 1 (a1 ; :::; an ); :::; f n (a1 ; :::; an ))

De plus cette solution s'�ecrit

x1 = g1(y1 ; :::; yn ); :::; xn = g1(y1 ; :::; yn )

o�u les fonctions g1 ; :::; gn sont de classeC r au voisinage deb. En�n les matrices jacobiennes
�

@fj
@xi

�
et

�
@gi
@yj

�
sont, aux points

correspondants, inverses l'une de l'autre.

Laissons maintenant le langage math�ematique et transposons le th�eor�eme d'inversion locale �a notre cas :

Th�eor�eme 5 : La transformation standard � s d�e�nit un di��eomorphisme de l'espace des �etats dans l'es pace
reconstruit (soit ici de R3 dans R3) si son d�eterminant jacobien D � S ne s'annule en aucun point de l'espace
des �etats.

Ainsi v�eri�er que � s est un di��eomorphisme se r�eduit simplement �a l'�etude de son jacobien.
Pr�ecisons que la transformation standard � s est d�e�nie sans aucune singularit�e puisque le champ de vecteur

original ( f 1; f 2; f 3) est continuement d�erivable. La transformation standard va donc nous permettre de connâ�tre,
au moins en partie, la nature de l'�equivalence entre les deux attracteurs A S et A O .
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4.4.1 Le syst�eme de R•ossler

Le syst�eme de R•ossler est un syst�eme tridimensionnel d�epourvu de toute sym�etrie propos�e par O. E. R•ossler
[17]. Il est d�e�ni par le syst�eme d'�equations di��erenti elles ordinaires suivant :

8
<

:

_x = � y � z
_y = x + ay
_z = b+ z(x � c)

(4.11)

La reconstruction de ce syst�eme sera envisag�ee dans un premier temps pour des param�etres de contrôle
(a; b; c) = (0 :398; 2; 4) pour lesquels le comportement asymptotique s'installe sur un attracteur �etrange. Celui-ci
est repr�esent�e �gure 4.9.a accompagn�e de son application de premier retour du plan de Poincar�e Px �a lui-même
d�e�ni par

Px =
�

(x; y; z) 2 R3j x = x � ;
@� 0

@x
> 0

�
(4.12)

o�u x � =
c � (c2 � 4ab)1=2

2
est la coordonn�ee enx du point �xe central (voir Chapitre 2).

Fig. 4.9 { a) Attracteur du syst�eme de R•ossler pour des param�etres d e contrôle (a; b; c) = (0 :398; 2; 4) et b) son
application de premier retour dans la section Px

Chacune des variables du syst�eme de R•ossler peut être choisie comme observable ; trois cas peuvent donc
être envisag�es.

Observable x(t)

La variable x(t) est la seule observable suppos�ee connue. Nous connaissons donc l'histoire d'une s�erie sca-
laire temporelle dont l'�evolution est illustr�ee �gure 4. 10. Dans ce cas, la transformation standard �x reliant
l'attracteur original A O et l'attracteur A Sx associ�e au syst�eme standard est de la forme :

� x =

8
<

:

X = x
Y = � y � z
Z = � b � x � ay + z(c � x)

(4.13)

La matrice jacobienne de cette transformation est d�e�nie par :

D � x =

2

4
1 0 0
0 � 1 � 1

� 1 � z � a c � x

3

5 (4.14)
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Fig. 4.10 { Evolution temporelle de la variable x(t) du syst�eme de R•ossler

Le jacobien s'annule sur le plan d'�equationxJ = a+ c soit xJ = 4 :398. Ce plan est de mesure de Lebesgue nulle
(probabilit�e de visite nulle), aussi � x est presque partout un plongement. En d'autre termes, la g�eom�etrie de
l'attracteur A Sx est presque partout di��eomorphiquement �equivalente �a c elle de l'attracteur original A O . Etant
donn�e la con�guration tr�es simple de l'attracteur standa rd A Sx et l'�equivalence �evidente avec l'attracteur original
A O , la v�eri�cation topologique n'est pas utile. La repr�esen tation de l'attracteur standard A Sx accompagn�e de
son application de premier retour du plan de Poincar�ePSx �a lui même con�rme ces assertions (�g. 4.11). Le
plan de Poincar�e PSx est d�e�ni par l'ensemble

PSx =
�

(X; Y; Z ) 2 R3 j Y = 0 ;
@�0x

@Y
> 0

�
(4.15)

o�u � t x repr�esente le 
ot associ�e au syst�eme standard.

Fig. 4.11 { a) Attracteur standard A Sx obtenu par application de � x sur une trajectoire chaotique et b) son application
de premier retour de la section de Poincar�e PSx �a elle-même.

Observable y(t)

Nous connaissons maintenant l'histoire de la variabley(t) (�g. 4.12). Dans ce cas, la transformation standard
� y reliant l'attracteur original A O et l'attracteur A Sy associ�e au syst�eme standard est de la forme :

� y =

8
<

:

X = ax + ( a2 � 1)y � z
Y = y
Z = x + ay

(4.16)

La matrice jacobienne associ�ee �a cette transformation est d�e�nie par :

D � y =

2

4
a a2 � 1 � 1
0 1 0
1 a 0

3

5 (4.17)
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Fig. 4.12 { Evolution temporelle de la variable y(t) du syst�eme de R•ossler

Le jacobien ne s'annule jamais, aussi la transformation �sy d�e�nit un di��eomorphisme entre l'attracteur original
A O et l'attracteur standard A Sy (�g. 4.13). Il ne se pose alors aucun probl�eme d'�equivalence entre les deux
objets. Nous avons l�a un exemple de reconstruction di��eomorphiquement �equivalente pour m = d. L'�equivalence
di��eomorphique �etant plus stricte que l'�equivalence to pologique, nous sommes assur�e de la conservation des
propri�et�es topologiques sous � y .

Fig. 4.13 { a) Attracteur standard ASy issu de la reconstruction �a partir de la variable y(t).

Observable z(t)

Pour terminer, nous choisissons l'�evolution temporelle de la variable z(t) du syst�eme de R•ossler (�g. 4.14).
Dans ce cas, la transformation standard �z reliant l'attracteur original A O et l'attracteur A Sz associ�e au syst�eme
standard est de la forme :

� z =

8
<

:

X = b + z(x � c)
Y = � bc + bx + c2z � 2cxz � yz � z2 + x2z
Z = z

(4.18)

La matrice jacobienne de cette transformation est d�e�nie par :

D � z =

2

4
z 0 x � c

b� 2cz � 2xz � z c2 � 2cx � y � 2z + x2

0 0 1

3

5 (4.19)

Le jacobien s'annule sur les plans d'�equationz2
J = 0 et xJ = 0. Ces plans sont de mesure de Lebesgue nulle, aussi

� z est presque partout un plongement. En d'autre termes, la g�eom�etrie de l'attracteur A Sz est presque partout
di��eomorphiquement �equivalente �a celle de l'attracteu r original A O . Bien que la repr�esentation de l'attracteur
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Fig. 4.14 { Evolution temporelle de la variable z(t) du syst�eme de R•ossler

standard A Sz soit relativement compress�ee (�g. 4.15), l'application de premier retour du plan de Poincar�ePSz �a
lui-même est analogue �a celle de l'attracteur original (� g. 4.11). Le plan de Poincar�ePSz est d�e�ni par l'ensemble

Fig. 4.15 { a) Attracteur standard ASz issu de la reconstruction �a partir de la variable z(t) et b) son application de
premier retour de la section de Poincar�e PSz �a elle-même.

PSz =
�

(X; Y; Z ) 2 R3 j Y = 0 ;
@�0z

@Y
< 0

�
(4.20)

o�u � Sz repr�esente le 
ot associ�e au syst�eme standard issu de la variable z(t).
Dire si la topologie de l'attracteur est conserv�ee n'est pas ais�e ; en e�et, la compression de l'attracteur rend

di�cile sa caract�erisation. Cette d�eformation provient de la con�guration de la variable z(t). Alors que sur les
observablesx(t) et y(t), les variations d'amplitude sont perceptibles sur tous les extrema (minima et maxima),
celles-ci ne sont perceptibles que sur les maxima de la variable z(t) (�g. 4.14). Une compression des variations a
eu lieu au niveau des minima. Ceci se comprend ais�ement sur des projections de l'attracteur original A O sur les
plans xz ou yz (�g. 4.16) : la structure du repliement est di�cilement iden ti�able sur ces projections en raison
de l'�ecrasement des trajectoires au niveau des minima de lavariable z(t). Toutefois, une projection r�eguli�ere de
deux orbites deASz permet la v�eri�cation du patron propos�e pour le syst�eme o riginal [29].

Si les trois variables du syst�eme de R•ossler o�rent un attracteur standard presque partout di��eomorphiquement
�equivalent �a l'attracteur original, celles-ci ne se comportent pas toutes de mani�ere identique du point de vue de
la reconstruction : ainsi la variable z(t) impose une compression de l'information sur la structure du repliement
qui rend di�cile la caract�erisation de l'attracteur recon struit.

4.4.2 Le syst�eme de Lorenz

Nous �etudions maintenant le cas de la reconstruction du syst�eme le plus populaire de la dynamique des
syst�emes : celui propos�e par E. N. Lorenz [31]. Il est d�e�ni par le syst�eme de trois �equations di��erentielles
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Fig. 4.16 { Projections de l'attracteur AO du syst�eme de R•ossler sur les plans a)xz et b) yz. La structure du repliement
est pratiquement perpendiculaire �a l'axe des z : l'information disponible est ainsi "compress�ee".

ordinaires suivant :
8
>>><

>>>:

_x = � (y � x)

_y = Rx � y � xz

_z = � bz+ xy

(4.21)

Fig. 4.17 { Attracteur solution du syst�eme de Lorenz pour les param�et res de bifurcation (R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3).

La reconstruction de ce syst�eme est �etudi�ee pour les param�etres de contrôle (R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3) pour
lesquels le comportement asymptotique s'installe sur un attracteur �etrange. Ce dernier est repr�esent�e �gure 4.17
accompagn�e de son application de premier retour de l'ensemble de Poincar�e Py = Py+ [ Py � �a lui-même o�u les
deux plans sont d�e�nis par

Py+ =
�

(x; y; z) 2 R3jy = y+ ;
@� 0

@y
< 0

�

Py � =
�

(x; y; z) 2 R3jy = y� ;
@� 0

@y
> 0

� (4.22)

avecy� = �
p

b(R � 1) et o�u � t est le 
ot produit par le champ de vecteurs associ�e au syst�eme de Lorenz.
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Rappelons que ce syst�eme est �equivariant (cf. chapitre 3.3), c'est-�a-dire que

f (� ; 
 x ) = 
 f (� ; x ) � 2 R3; x 2 R3 (4.23)

o�u 
 est une matrice orthogonale d�e�nissant l'�equivariance [30]). Dans le cas du syst�eme de Lorenz, la matrice

 est d�e�nie par :


 =

2

4
� 1 0 0
0 � 1 0
0 0 1

3

5 (4.24)

Cette �equivariance correspond �a une sym�etrie axiale par rapport �a la droite x = y = 0.

Observable x(t)

Seule l'histoire de l'observablex(t) est connue (�g. 4.18). De mani�ere �a construire le syst�eme standard �a

0 10 20 30 40 50
temps (s)

±20

±10
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10
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Fig. 4.18 { Evolution de la variable �equivariante x(t) du syst�eme de Lorenz.

partir du syst�eme original, la transformation standard � x associ�ee au syst�eme de Lorenz est calcul�ee. Elle s'�ecrit
sous la forme :

� x =

8
<

:

X = x
Y = � (y � x)
Z = � [(R + � )x � (� + 1) y � xz]

(4.25)

La matrice jacobienneD � x a pour expression

D � x =

2

4
1 0 0

� � � 0
� [(R + � ) � z] � � (� + 1) � �x

3

5 (4.26)

Le jacobien s'annule dans le plan d'�equationxJ = 0. Ce plan �etant de mesure de Lebesgue nulle (probabilit�ede
visite nulle), la transformation � Sx est presque partout un di��eomorphisme local.

Pourtant, les propri�et�es de sym�etrie de l'attracteur st andard A Sx di��erent de celles de l'original (�g. 4.19).
En e�et, l'observable x(t) est une observable �equivariante, c'est �a dire que son �evolution temporelle s'organise
avec une sym�etrie globale par rapport �a la valeur x = 0. De par la construction du syst�eme standard, il n'est
pas possible de r�ecup�erer une variable non pourvue de la propri�et�e d'�equivariance. Aussi, toutes les observables
du syst�eme standard sont �equivariantes et la sym�etrie axiale du syst�eme original est perdue au pro�t d'une
sym�etrie centrale par rapport �a l'origine. La matrice 
 de ce syst�eme standard est alors :


 sx =

2

4
� 1 0 0
0 � 1 0
0 0 � 1

3

5 (4.27)

L'application de premier retour de l'ensemble de Poincar�ePSx �a lui-même (�g. 4.19) est identique �a l'application
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Fig. 4.19 { Attracteur standard ASx issu de la variable x(t) du syst�eme de Lorenz accompagn�e de son application de
premier retour.

de premier retour du syst�eme original. Cet ensemblePSx est d�e�ni par :

PSx =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
(X; Y; Z ) 2 R3j Y = 0 ;

@�Sx

@Y
< 0

�
si X > 0

�
(X; Y; Z ) 2 R3j Y = 0 ;

@�Sx

@Y
> 0

�
si X < 0

(4.28)

o�u � t x
est le 
ot associ�e au syst�eme standard issu de la variablex.

Les propri�et�es topologiques de cet attracteur sont �equivalentes �a celles de l'attracteur original A O (la
v�eri�cation est r�ealis�ee suivant celle e�ectu�ee sur l' attracteur A Sy au paragraphe suivant). Ainsi, malgr�e des
propri�et�es de sym�etrie di��erentes (sym�etrie central e au lieu d'une sym�etrie axiale), la topologie est pr�eserv�ee.
Du point de vue de la dynamique symbolique, aucune information n'est perdue. Seule de l'information sur les
propri�et�es de sym�etrie de l'attracteur original est d�e truite par la transformation � x .

Observable y(t)

La s�erie temporelle est maintenant issue de l'�evolution de la variable y(t) (�g. 4.20). La transformation

0 10 20 30 40 50
temps (s)

±30

±10

10

30

y(
t)

Fig. 4.20 { Evolution temporelle de la variable �equivariante y(t) du syst�eme de Lorenz.

standard � y associ�ee �a cette variable s'�ecrit sous la forme :

� y =

8
<

:

X = � R(� + 1) x + ( R� + 1) y + ( � + b+ 1) xz � �yz � x2y
Y = y
Z = Rx � y � xz

(4.29)



142 CHAPITRE 4. PRINCIPE DES RECONSTRUCTIONS

La matrice jacobienneD � y a pour expression

D � y =

"
� R(� + 1) + ( � + b+ 1) z � 2xy (R� + 1) � �z � x2 +( � + b+ 1) x � �y

0 1 0
R � z � 1 � x

#

(4.30)

Le jacobien s'annule sur la surface d'�equation

z =
2x2

�
�

Rb
�

x
y

+ R (4.31)

qui se r�eduit �a une droite lorsque x = y = 0. Une fois de plus, la transformation standard � y d�e�nit presque
partout un di��eomorphisme entre A O et A Sy .

Fig. 4.21 { Attracteur standard ASy accompagn�e de son application de premier retour.

Du point de vue des propri�et�es de sym�etrie, le comportement de l'observable y(t) est similaire �a celui de la
variable x(t). La s�erie temporelle y(t) o�re un attracteur standard A Sy (�g. 4.21) dont la sym�etrie est centrale
(par rapport �a l'origine). L'application de premier retou r de l'ensemble de Poincar�ePSy �a lui-même est identique
�a l'originale (�g. 4.21). L'ensemble de Poincar�e PSy est constitu�e des plansPZ + et PZ � d�e�nis par :

PZ + =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j Z = 0 ;
@�Sy

@Z
< 0; Y > Y+

�

PZ � =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j Z = 0 ;
@�Sy

@Z
> 0; Y < Y�

� (4.32)

o�u Y� sont les coordonn�ees des points �xes autour desquels se d�eveloppent les deux ailes de l'attracteurA Sy et
� t y repr�esente le 
ot du syst�eme standard. Etant donn�e la tra nsformation standard � y , les coordonn�eesY� de
ces points �xes sont �egales �a leurs expressions dans l'espace des �etats original, soit Y � = y� = �

p
b(R � 1).

Un syst�eme �equivariant est donc obtenu (�g. 4.21). Comme l'attracteur Asx , l'attracteur Asy est pourvu
d'une sym�etrie centrale. La caract�erisation topologiqu e de cet attracteur doit donc se faire suivant une proc�edure
analogue �a celle d�evelopp�ee pour le syst�eme de Lorenz [32]. Toutefois, les sym�etries centrales di��̀ erent des
sym�etries axiales car elles ne pr�eservent pas le sens des rotations mais les inversent. Une torsion de� � sur une
aile devient une torsion de +� sur l'autre (�g. 4.22).

Si nous comptons les intersections orient�ees suivant la proc�edure d�evelopp�ee pour les sym�etries axiales, tous
les nombre de liaisonsL (N1; N2) seront nuls (�a tout croisement sign�e sur une aile est associ�e un croisement de
signe oppos�e sur l'autre). Ainsi, un patron peut être associ�e �a une aile et le patron oppos�e �a la seconde aile.
Pr�ecisons que les matrices de liaisons ne seront pas oppos�ees : en e�et, la convention standard d'insertion [33]
impose des croisements positifs au niveau du graphe d'insertion (cf. section 2.2.2).
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- p + p

Symetrie Centrale

Fig. 4.22 { Inversion du sens de rotation par une sym�etrie centrale.

Les croisements orient�es seront donc comptabilis�es ind�ependamment sur chaque aile (rappelons qu'une aile
est une bonne repr�esentation du domaine fondamental [32]). Nous introduisons alors un nombre de liaisons
�L(N1; N2), non sign�e, d�e�ni par la relation suivante :

�L (N1; N2) =
1
2

"
1
2

�
�
�
�
�

X

p1

� 12(p1)

�
�
�
�
�
+

1
2

�
�
�
�
�

X

p2

� 12(p2)

�
�
�
�
�

#

(4.33)

o�u les pi d�esignent les intersections sur une projection plane de lai �eme aile et � 12(pi ) = � 1 suivant que
l'intersection est positive ou non. Ce nombre de liaisons�L (N1; N2) peut valider indi��eremment un patron o�u
son oppos�e. Nous ne pouvons donc pas trancher sur l'orientation des torsions d'un patron associ�e �a un attracteur
pourvu d'une sym�etrie centrale.

Ainsi, l'attracteur ASy doit pr�esenter des nombres de liaisons, au signe pr�es, en accord avec ceux obtenus
sur le patron de l'attracteur de Lorenz. Pour v�eri�er cela, choisissons les orbites (1) et (101). L'orbite (1) est
sym�etrique et l'orbite (101) est asym�etrique. Les croisements orient�es sont alors compt�es sur une projection
r�eguli�ere de l'orbite (1) et de la paire d'orbites asym�et riques (101) (�g. 4.23.a). Le nombre de liaisons est alors

�L (N1; N2) =
1
2

"
1
2

�
�
�
�
�

X

p1

� 2

�
�
�
�
�
+

1
2

�
�
�
�
�

X

p2

+2

�
�
�
�
�

#

= 1 (4.34)

La relation

L (N1; N2) =
1
2

2

4
p1X

i =1

p2X

j =1

M (� i ; � j ) + N ins (N1; N2)

3

5 (4.35)

nous permet de v�eri�er ce nombre de liaisons �a l'aide de la matrice de liaisons donn�ee au chapitre 3 (3.38). Nous
trouvons en e�et

L (1; 101) = 1
2 [2M L (1; 1) + M L (1; 0) + N ins (1; 101)]

= 1
2 [2 + 0 + 0] = +1

(4.36)

o�u N ins (1; 101) est d�etermin�e sur la �gure (4.23.b). L'attracteur ASy peut donc être caract�eris�e indi��eremment
par le patron du syst�eme de Lorenz o�u son oppos�e (�g. 4.24).

La topologie est donc pr�eserv�ee sous �y au signe pr�es, c'est �a dire que de l'information sur le sensde
rotation a �et�e perdue sous l'action de � y . Toutefois, l'organisation relative des orbites p�eriodiques est pr�eserv�ee.
L'�evolution dynamique est donc pr�eserv�ee.

Observable z(t)

La variable z(t) est la seule observable suppos�ee connue (�g. 4.25). La variable z n'�etant pas une variable
�equivariante, la reconstruction d'un portrait �equivari ant n'est pas permise. Aussi, est-ce sans surprise que l'on
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Fig. 4.23 { V�eri�cation du patron original sur l'attracteur ASy .
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Fig. 4.24 { Patron de l'attracteur de Lorenz et son oppos�e : en raison de la convention standard d'insertion, les matrices
de liaisons ne sont pas oppos�ees l'une de l'autre.
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Fig. 4.25 { Evolution temporelle de la variable z(t) du syst�eme de Lorenz.
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constate que l'attracteur reconstruit n'est constitu�e qu e d'une seule aile. Cet attracteur �a une aile renferme
pourtant toute l'information topologique sur l'attracteu r de Lorenz.

Dans ce cas, la transformation standard �z est de la forme :

� z =

8
<

:

X = � bz + xy
Y = b2z + Rx2 + �y 2 � (b + � + 1) xy � x2z
Z = z

(4.37)

L'application de � z �a une trajectoire �evoluant sur les deux ailes de l'attract eur original permet l'obtention d'une
projection de celle-ci sur une aile (�g. 4.26). La matrice jacobienneD � z a pour expression :

D � z =

2

4
y x � b

2Rx � (b+ � + 1) y � 2xz 2�y � (b+ � + 1) x b2 � x2

0 0 1

3

5 (4.38)

Son d�eterminant est nul lorsque

(R � z) =
�y 2

x2 (4.39)

Cette relation d�e�nit une surface de mesure de Lebesgue nulle. Le jacobien de � z s'annule aussi sur la droite
d�e�nie par ( x = y = 0). Ces ensembles sont donc de mesure de Lebesgue nulle, aussi la transformation � z est
presque partout un di��eomorphisme.

Fig. 4.26 { Projection d'une trajectoire chaotique de l'attracteur or iginal de Lorenz sur une con�guration �a une seule
aile sous l'action de � z et son application de premier retour.

L'attracteur A Sz ne poss�ede aucune propri�et�e de sym�etrie. Sa caract�erisation topologique est donc requise
suivant la proc�edure des syst�emes non-sym�etriques (comme celui de R•ossler au chapitre 2). La transformation
standard � z associe �a chaque orbite p�eriodique de l'attracteur original A O une et une seule orbite de même
p�eriode et cod�ee par la même s�equence symbolique (la partition est donn�ee par l'application de premier retour
repr�esent�ee �g. 4.26). Toute l'information topologique est donc conserv�ee dans la mesure o�u un objet� n'est
pas distingu�e de son compagnon
� . Par exemple, une paire d'orbites p�eriodiques asym�etriques (d�eg�en�er�ees)
est transform�ee en une seule orbite p�eriodique comme c'est le cas du point de vue de la dynamique symbolique
(voir chapitre 3).

Nous v�eri�ons maintenant que l'attracteur A Sz est caract�eris�e par le patron du syst�eme original. Le nombre
de liaisonsL (1; 101) est d�etermin�e sur une projection de la paire d'orbites correspondantes (�g. 4.27.a). Il est
�egal �a celui obtenu sur l'attracteur original (4.27.b). L a v�eri�cation aurait tout aussi bien pu être r�ealis�ee �a
l'aide de la relation (4.36). Malgr�e des propri�et�es de sym�etrie di��erentes, la topologie de l'attracteur reconst ruit
est identique �a celle de l'attracteur original.
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(b) Projection de la paire d'orbites (1 ; 101) issue de A Sz

Fig. 4.27 { V�eri�cation du patron de l'attracteur standard par identi �cation des nombre de liaisons.

Ce r�esultat conforte le d�ecoupage de l'attracteur de Lorenz en deux domaines fondamentaux, copies l'un de
l'autre sous la transformation � z : ces deux ensembles sont �equivalents et ne doivent pas être distingu�es (cf.
chapitre 3).

Reconstruction �a partir de deux variables

Nous avons vu que le cas du syst�eme de Lorenz est plus d�elicat dans la mesure o�u la pr�esence de la sym�etrie
complique quelque peu le probl�eme. G. P. King et I. Stewart [34] proposent une version du th�eor�eme de Takens
pour des syst�emes �equivariants. L'une des conditions requises pour l'obtention d'une reconstruction correcte
est que la variable utilis�ee soit elle-même �equivariante. Cette condition est r�ealis�ee pour les variablesx et y
du syst�eme de Lorenz ; les portraits reconstruits dans un espace tridimensionnel �a partir de ces variables sont
e�ectivement pourvus de propri�et�es d'�equivariance. Ce pendant celle-ci est d�e�nie par une matrice 
 constitu�ee
d'�el�ements diagonaux �egaux �a ( � 1) et nuls sinon. La sym�etrie des portraits reconstruits est donc centrale (par
rapport �a l'origine) et non plus axiale (l'axe des z) comme sur le portrait original. A�n de retrouver l'�equiva riance
originale, la reconstruction doit être r�ealis�ee �a part ir de deux quantit�es scalaires : une observable �equivariante
coupl�ee �a une seconde, invariante [34].

Ceci est r�ealis�e �a partir de la variable �equivariante x(t) et de la variable invariante z(t). Nous utilisons ainsi
la transformation suivante : 8

<

:

X = x
Y = � (y � x) = _x
Z = z

(4.40)

Le portrait de phase obtenu poss�ede alors les même propri�et�es de sym�etrie (�g. 4.28) : une sym�etrie axiale par
rapport �a la droite d'�equation ( x = 0 ; y = 0).

4.4.3 Burke et Shaw

Si la propri�et�e d'�equivariance pose certaines di�cult� es vis �a vis des m�ethodes de reconstruction, des syst�emes
d�epourvus de sym�etrie peuvent, eux aussi, être sujets �a des probl�emes d'�equivalence entre leurs variables. Le
syst�eme propos�e par Bill Burke et Robert Shaw [35] est un deces exemples dont la con�guration est propice �a
quelques probl�emes. Le 
ot de Burke et Shaw est gouvern�e par le syst�eme d'�equations di��erentielles suivant :

8
<

:

_x = � S(x + y)
_y = � Sxz � y
_z = Sxy + V

(4.41)
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Fig. 4.28 { Attracteur reconstruit �a partir de la variable �equivaria nte x(t) et de la variable invariante z(t).

o�u S et V sont des param�etres de contrôle. Le param�etreS est �x�e �a 10 et V est consid�er�e comme param�etre
de contrôle variable. Ces �equations gouvernent un 
ot pr�esentant un ensemble attracteur qui n'est pas born�e
dans l'espace des �etats. En e�et, le syst�eme (4.41) pr�esente deux points �xes instables d�enomm�es C+ et C� de
coordonn�ees :

C� =

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

x � = �
�

V
S

� 1=2

y� = �
�

V
S

� 1=2

z� =
1
S

(4.42)

et une droite particuli�ere d'�equation ( xP = 0 ; yP = 0). Tout point appartenant �a cette droite est condition
initiale d'une solution qui s'�etend �a l'in�ni le long de l' axe z : ces solutions sont gouvern�ees par le syst�eme
suivant : 8

<

:

_x = 0
_y = 0
_z = V

(4.43)

Dans les autres cas, l'action du 
ot est assimil�ee �a des solutions en entonnoir vers cette solution singuli�ere
(�g. 4.29). L'attracteur g�en�er�e par les �equations (4.4 1) ressemble aux exemples de Lorenz et R•ossler dans la
mesure o�u sa structure est semblable �a celle d'un ruban bidimensionnel. Ses fronti�eres existent seulement au
sens d'une densit�e de probabilit�e. Cet attracteur est repr�esent�e sur la �gure 4.29 ainsi qu'une coupe prise sur la
partie inf�erieure de l'attracteur repr�esentant sa struc ture en entonnoir.

La route vers le chaos de ce syst�eme est la c�el�ebre cascadede doublements de p�eriode ([36]-[37]). Nous
allons nous int�eresser �a l'attracteur g�en�er�e par le sy st�eme d'�equations di��erentielles (4.41) pour des valeu rs des
param�etres de contrôle (S; V) = (10 ; 3:8115) : pour ces param�etres de contrôle, la dynamique symbolique �a deux
lettres (peu apr�es le point d'accumulation) est compl�ete. Ceci se retrouve sur l'application de premier retour
dans la section de Poincar�ePz qui pr�esente une branche monotone croissante contig•ue �ala premi�ere bissectrice
(�g. 4.30). Le plan Pz est d�e�ni par :

Pz+ =
�

(x; y; z) 2 R3j z = z� ; x > 0;
@�0(x; y; z)

@z
< 0

�
(4.44)

o�u � t est le 
ot associ�e au syst�eme de Burke et Shaw.
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Fig. 4.29 { Attracteur de Burke et Shaw pour des param�etres de contrôl e �egaux �a ( S; V ) = (10 ; 13). Une coupe dans
le plan d'�equation z = � 1 repr�esente la structure en entonnoir de l'attracteur.

Fig. 4.30 { Attracteur solution du syst ~A•me de Burke et Shaw pour ( S; V ) = (10 ; 3:8115) accompagn�e de son application
de premier retour.

L'application de premier retour (�g. 4.30) de�nit une parti tion de l'attracteur qui permet la construction
d'une dynamique symbolique. Nous utiliserons les symboles"2" et "3" pour chacune des branches monotones
de l'application de premier retour. Ce choix est guid�e par les torsions locales de chaque bande de l'attracteur
d�e�nie par l'application de premier retour qui sont �egale s respectivement �a +2� et +3 � . Le symbole "2" est
a�ect�e �a la branche monotone croissante et le symbole "3" �a la branche d�ecroissante. Ces torsions locales sont
d�etermin�ees apr�es visualisation de l'attracteur. Si la parit�e des bandes est directement d�etermin�ee �a partir d e
l'application de premier retour, la torsion locale est compl�etement obtenue apr�es quelques consid�erations sur la
structure de l'attracteur. L'attracteur pr�esente une bou cle qui est �equivalente �a une torsion globale d'un tour
(en raison de l'isotopie entre une boucle et une rotation d'un tour, cf. Chapitre 1). Nous pouvons alors construire
le patron de cet attracteur (Fig. 4.31). La population d'orb ites p�eriodiques de cet attracteur est report�ee dans
le tableau (4.1).

Il nous reste maintenant �a v�eri�er ce patron. Pour cela, un e projection de la paire d'orbites (3; 32) est r�ealis�ee
(�g. 4.32). Le nombre de liaisonsL (3; 32) est �egal �a celui d�etermin�e sur le patron (�g. 4.31).
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Tab. 4.1 { Population d'orbites p�eriodiques instables de l'attract eur de Burke et Shaw pour (S; V) = (10 ; 3:8115).

p�eriode nombre coordonn�ee enx coordonn�ee eny s�equence

1 2 1.249520330969671 -1.733995584312329 3
1.103460712965665 -1.442788982632999 2

2 1 1.278643178629651 -1.794500469624336 32
3 2 1.293379206934682 -1.825426849507418 322

1.287286934211652 -1.812616155758162 323
4 3 1.299980227571048 -1.839347507999089 3222

1.298613143318114 -1.836461380077897 3223
1.282828803697774 -1.803263531476994 3233

5 6 1.302773778085942 -1.845251411380812 32222
1.302463828030293 -1.844596959974027 32223
1.296101042652131 -1.831161132526585 32233
1.295178380688817 -1.829215912769560 32232
1.286267107502502 -1.810474690880866 32332
1.284687040328182 -1.807158654747949 32333

6 9 1.303912974113894 -1.847660729945948 322222
1.303849606269639 -1.847526995198401 322223
1.301321304457583 -1.842180638917310 322233
1.301108345337920 -1.841730727891827 322232
1.297551734501512 -1.834220236610435 322332
1.297193889127679 -1.833465630419624 322333
1.293964228802586 -1.826658040310341 322323
1.283825196249410 -1.805351636490169 323333
1.283059416189209 -1.803746069025063 323332

7 18 1.304370998466096 -1.848631472709805 3222222
1.304364485811007 -1.848616045363675 3222223
1.303363195854872 -1.846497626695096 3222233
1.303317172991636 -1.846400554217184 3222232
1.301909828463069 -1.843425263571348 3222332
1.301827989722876 -1.843251120696329 3222333
1.300532546601797 -1.840513729221170 3222323
1.300397693562734 -1.840229709705528 3222322
1.298286428002744 -1.835771549127268 3223322
1.298109894002035 -1.835399535728496 3223323
1.296636068778684 -1.832289693729757 3223333
1.296527997310477 -1.832062596916984 3223332
1.294742460699932 -1.828298370726084 3223232
1.294516467170998 -1.827820928983970 3223233
1.286810975585124 -1.811615624328446 3233233
1.286466926686574 -1.810893702199210 3233232
1.284540279664690 -1.806851050792935 3233332
1.284204486883903 -1.806146428323847 3233333
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Fig. 4.31 { Patron de l'attracteur de Burke
et Shaw pour des param�etres de contrôle �egaux
�a ( S; V) = (10 ; 3:8115). Une paire d'orbites
p�eriodiques est construite sur le patron.
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Fig. 4.32 { Projection de la paire d'orbites p�eriodiques cod�ees
respectivement par les s�equences (3) et (32).L (3; 32) = +3.

Observable x(t)

Seule l'observablex(t) est connue (�g. 4.33). La transformation � x est alors de la forme :

0 10 20 30 40
temps (s)

±1.6

±0.6

0.4

1.4

x(
t)

Fig. 4.33 { Evolution temporelle de la variable x(t) du syst�eme de Burke et Shaw.

� x =

8
<

:

X = x
Y = � S(x + y)
Z = S2x + S(S + 1) y + S2xz

(4.45)

La matrice jacobienneD � x a pour expression :

D � x =

2

4
1 0 0

� S � S 0
S2(1 + z) S(S + 1) S2x

3

5 (4.46)

Le jacobien s'annule sur le plan d'�equation x = 0. Cet ensemble est de mesure de Lebesgue nulle, aussi la
transformation d�e�nit presque partout un di��eomorphism e local. L'attracteur A Sx est toujours pourvu de la
torsion globale d'un tour (�g. 4.34) et son application de premier retour est identique �a celle de l'attracteur
original (�g. 4.34). La section de Poincar�e est d�e�nie par

PSx =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j Y = 0 ;
@�0x

@Y
< 0; X > 1=2

�
(4.47)



4.4. APPLICATIONS 151

o�u � t x est le 
ot associ�e au syst�eme standard issu de la variablex. La population d'orbites p�eriodiques est donc
pr�eserv�ee sous la transformation � x . La topologie de l'attracteur est donc conserv�ee.

Fig. 4.34 { Attracteur standard ASx du syst�eme de Burke et Shaw accompagn�e de son application de premier retour.

Observable y(t)

Toute l'information sur le syst�eme est issue de l'�evoluti on temporelle de la variable y(t) (�g. 4.35). La
transformation standard � y associ�ee au syst�eme de Burke et Shaw s'�ecrit :
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0
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Fig. 4.35 { Evolution temporelle de la variable y(t) du syst�eme de Burke et Shaw.

� y =

8
<

:

X = � SV x + y + S(S + 1) xz + S2yz � S2x2y
Y = y
Z = � Sxz � y

(4.48)

La matrice jacobienne associ�ee �a cette transformation a la forme suivante :

D � y =

2

4
� SV + S(S + 1) z � 2S2xy 1 + S2z � S2x2 S(S + 1) x + S2y

0 1 0
� Sz � 1 � Sx

3

5 (4.49)

Le jacobien s'annule lorsque

z = �
V x
Sy

� 2Sx2; y 6= 0 (4.50)

Cette condition d�e�nit une surface d'un type analogue �a ce lle rencontr�ee sur le syst�eme de Lorenz. Sa mesure
de Lebesgue est nulle, la transformation �y est donc presque partout un di��omorphisme. Le portrait sta ndard
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A Sy (�g. 4.36) o�re une topologie similaire �a celle de l'attrac teur original et l'application de premier retour dans
la section de Poincar�ePSy est identique �a l'originale. La section de Poincar�e est d�e�nie par

PSy =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j Z = 0 ;
@�0y

@Z
> 0; Y < � 1

�
(4.51)

o�u � Sy est le 
ot associ�e au syst�eme standard issu de la variabley.

Fig. 4.36 { Attracteur standard ASy issu de la variable y(t) du syst�eme de Burke et Shaw accompagn�e de son application
de premier retour.

Malgr�e cela, l'�equivalence topologique n'est pas �evidente. La v�eri�cation du patron est r�ealis�ee �a l'aide de la
paire d'orbites (3,32) suivant la proc�edure d�evelopp�ee au d�ebut de cette section. Le nombre de liaisonsL (3; 32)
de l'attracteur A Sy compt�e sur la projection r�eguli�ere de la paire (3 ; 32) (�g. 4.37) est �egal �a celui compt�e sur
l'attracteur original A O (�g. 4.32). Les propri�et�es topologiques sont donc pr�eserv�ees sous � y .

-2 -1 0 1 2
Y

-10

-5

0

5

10

15

20

Z

(3)

(32)

+
+

+++ +

Fig. 4.37 { Projection de la paire d'orbites (3,32) : L (3; 32) = 1
2 (+6) = +3.



4.4. APPLICATIONS 153

Observable z(t)

Nous travaillons maintenant �a partir de la variable z(t) du syst�eme de Burke et Shaw (�g. 4.38). La trans-
formation standard � z a pour expression :
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Fig. 4.38 { Evolution temporelle de la variable z(t) du syst�eme de Burke et Shaw.

� z =

8
<

:

X = Sxy + V
Y = � S2y2 � S(S + 1) xy � S2x2z
Z = z

(4.52)

La matrice jacobienne s'�ecrit sous la forme :

D � z =

2

4
Sy Sx 0

� S(S + 1) y � 2S2xz � 2S2y � S(S + 1) x � S2x2

0 0 1

3

5 (4.53)

Le jacobien s'annule sur la surface d'�equationy2 = x2z et sur la droite x = y = 0. Ces ensembles sont de mesure
de Lebesgue nulle. La transformation �z est donc presque partout un di��eomorphisme.

Toutefois, l'�evolution temporelle de cette variable nous autorise �a penser qu'elle n'a pas la même "vision" de
l'attracteur que ses deux s�urs. A l'instar du syst�eme de Lo renz, l'attracteur de Burke et Shaw est pourvu de
deux ailes. Cependant, le champ de vecteurs n'est pas �equivariant ; aucune consid�eration de sym�etrie n'est donc
�a prendre en compte. Si les variablesx(t) et y(t) ont une pseudo-p�eriode en accord avec le temps de r�ecurrence
�a une section de Poincar�e, il n'en est pas de même pour la variable z(t). En e�et, celle-ci ne distingue pas les
deux ailes et n'a aucune information sur la con�guration en boucle de l'attracteur. Aussi l'attracteur standard
A Sz ne pr�esente qu'une seule aile (Fig. 4.39). La structure en boucle est perdue et seule une torsion globale
d'un demi-tour est restaur�ee sur l'attracteur A Sz .

Fig. 4.39 { Attracteur standard ASz issu de la variable z(t) du syst�eme de Burke et Shaw accompagn�e de son application
de premier retour.
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L'�equivalence topologique est donc perdue. Le patron de l'attracteur standard di��ere donc de celui de
l'attracteur original (�g. 4.40). Sa matrice de liaison est de la forme :

M Sz =
�

� 1 � 2
� 2 � 2

�
(4.54)

Toutes les torsions sont maintenant n�egatives alors qu'elles �etaient positives sur l'attracteur original. La dyna-
mique symbolique est donc d�e�nie �a l'aide des symboles "1" et "2" respectant les torsions locales de chaque
bande.

(12)
(1211)

-8
-4

+3

-1

(a) Patron de l'attracteur standard A Sz : L (12; 1211) =
1
2 (� 13 + 3) = � 5

-20 -15 -10 -5 0 5
X

-1,5

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

Z

(12)

(1211)

--
--
--

-

-

--

(b) Projection de la paire (12,1211) : L (12; 1211) = 1
2 (� 10) =

� 5

Fig. 4.40 { V�eri�cation du patron de l'attracteur standard ASz

De plus l'application de premier retour dans le plan de Poincar�e PSz d�e�nie par

PSz =
�

(X; Y; Z ) 2 R3j Z = 0 ;
@�0z

@Z
< 0

�
(4.55)

est tronqu�ee (�g. 4.39), c'est �a dire que la population d'o rbites p�eriodiques a �et�e �elagu�ee lors de l'applicatio n
de la transformation � z ! L'�equivalence entre l'attracteur original A O et l'attracteur standard A Sz est donc
fortement compromise. Pour comprendre cet �elagage, nous devons examiner comment sont transform�ees les
orbites p�eriodiques sous � z . En supposant que chaque orbite voit sa p�eriode doubl�ee sous � z , et apr�es extraction
de la population d'orbites p�eriodiques sur l'attracteur s tandard A Sz (report�ee dans le tableau 4.2), nous pouvons
d�e�nir un op�erateur ~� z agissant sur la dynamique symbolique des orbites originales comme suit :

� ~� z (3) = 12
~� z (2) = 11

(4.56)

Nous pouvons v�eri�er que la parit�e d'un symbole est conserv�ee sous l'action de l'op�erateur ~� z . Ainsi le
symbole impair est transform�e en une s�equence impaire de symboles. Nous pouvons v�eri�er l'action de ~� z sur
les deux orbites (3) et (32) :

� ~� z (3) = (12)
~� z (32) = (1211)

(4.57)
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Tab. 4.2 { Population d'orbites p�eriodiques instables de l'attract eur standard ASz du syst�eme de Burke et Shaw.

p�eriode nombre s�equence

1 1 1
2 1 12
3 0
4 1 1211
5 0
6 2 1211111

1211121
7 0
8 3 12111111

12111112
12111212

9 0
10 6 1211111111

1211111112
1211111212
1211111211
1211121211
1211121212

Si nous appliquons l'op�erateur ~� z �a chacune des orbites du tableau 4.1, nous retrouvons la population
extraite de l'attracteur standard ASz (tableau 4.2). Toutes les orbites de p�eriode impaire ont �et�e �elagu�ees sous
� z (qui double syst�ematiquement la p�eriode des orbites) except�ee l'orbite de p�eriode 1 cod�ee par la s�equence
(1). En e�et, ~� z (2) = (11) = (1). La transformation � z compresse de l'information essentielle sur la dynamique
de l'attracteur original. L'utilisation de la variable z(t) ne peut donc être requise pour la caract�erisation du
syst�eme original. Un plongement dans une dimension sup�erieure doit donc être envisag�ee. Souhaitant utiliser le
b�en�e�ce de notre capacit�e �a visualiser des espaces de dimension 3, nous nous bornerons �a ceux-ci.

Si le probl�eme de l'�equivalence des variables est relativement bien formalis�e dans le cas des syst�emes
�equivariants, celui des syst�emes �a con�guration pathol ogique n'a pas encore fait l'objet d'un formalisme math�e-
matique. Un lien peut cependant être fait avec les probl�emes des plissements qui apparaissent lorsque des sur-
faces �a courbure n�egative sont projet�ees dans des espaces de dimension 2 (voir Section 5.3). Un plissement (ou le
recouvrement d'une portion de l'attracteur par une autre lors de la projection) implique une perte d'information
sur la structure topologique de l'attracteur. Une projection dans le planx � y de l'attracteur de Burke et Shaw
n'o�re aucun plissement hormis au voisinage du repliement (�g. 4.41.a). Par contre, sur une projection dans le
plan x � z ou y � z apparâ�t une large zone cach�ee par une autre : la variablez ne peut di��erencier celles-ci, de
l'information est perdue !
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Fig. 4.41 { Di��erentes projections de l'attracteur de Burke et Shaw : a ) dans le plan x � y, b) dans le plan x � z et
dans le plan y � z.

4.5 Conclusion

Si l'�equivalence des variables d'un syst�eme de dimensiond a �et�e d�emontr�ee par F. Takens [3], elle n'est
v�erif�ee que dans les cas o�u la dimensionm de l'espace de reconstruction est sup�erieure �a 2d + 1. Nous avons vu
que dans certains cas, un plongement pouvait être obtenu dans un espace de dimension �egale �a celle du syst�eme
original (variable y du syst�eme de R•ossler).

Une restriction suppl�ementaire survient dans le cas des syst�emes �equivariants o�u plusieurs variables sont
parfois n�ecessaires pour restaurer les bonnes propri�et�es de sym�etrie (cas du syst�eme de Lorenz). Toutefois, la
topologie est le plus souvent conserv�ee ; seule la variablez du syst�eme de Burke et Shaw ne la conserve pas.
Lorsqu'elle l'est, la caract�erisation dynamique (bas�ee sur la partition de l'attracteur et la construction d'une
dynamique symbolique) est alors possible. La perte des propri�et�es de sym�etrie d'un attracteur induit une perte
d'information sur les bifurcations probables qui apparaissent sous des variations des param�etres de contrôle
mais pas n�ecessairement sur la topologie, c'est �a dire quela dynamique peut être pr�eserv�ee.

Si dans la plupart des cas �etudi�es il y a conservation des propri�et�es topologiques, il survient des cas patholo-
giques (variablez du syst�eme de Burke et Shaw) pour lesquels celles-ci ne sontpas conserv�ees. Face �a de tels cas,
aucune prescription ne peut être actuellement propos�ee pour r�ecup�erer l'information perdue. Aussi l'utilisatio n
d'un espace reconstruit doit donc être r�ealis�ee avec beaucoup de prudence.

Pratiquement, l'utilisation d'un espace reconstruit de basse dimension garantit toujours une bonne connais-
sance de l'observable ; en d'autres termes, bien que la topologie puisse être chang�ee, l'�evolution temporelle de
l'observable peut toujours être correctement pr�edite lorsque nous utilisons le syst�eme standard, et ce quelle que
soit la dimension de l'espace reconstruit.
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Chapitre 5

Reconstruction du champ de vecteurs

5.1 Introduction

L es techniques de reconstruction couramment utilis�ees sont la m�ethode des d�ecalages temporels, la m�ethode
desd�eriv�ees et la m�ethode de la d�ecomposition en valeurs principales. A partir de s�eries exp�erimentales, les

m�ethodes de reconstruction peuvent fournir une grande di��erence dans la qualit�e des coordonn�ees r�esultantes
et il n'est pas ais�e de d�eterminer laquelle est la meilleure.

Nous commencerons par pr�esenter une revue de ces trois techniques. Celle-ci s'appuiera largement sur l'ex-
cellent article de J. F. Gibson, J. D. Farmer, M. Casdagli et S. Eubank [1] qui montre l'�equivalence de ces trois
m�ethodes �a une similitude pr�es. Toutes ces m�ethodes s'appuieront sur la construction de variables ind�ependantes
�a partir de la seule s�erie scalaire temporelle connue du physicien : ces nouvelles variables sont obtenues par
d�ecalages temporels, par estimation des d�eriv�ees de la s�erie ou par une analyse en composantes principales. Cha-
cune de ces m�ethodes permet une �etude de la structure g�eom�etrique des attracteurs �etranges et de d�eterminer
des param�etres globaux importants tels que les dimensionsfractales [2], les exposants de Lyapunov [3] ou les
nombres de rotations [4].

Notre ambition est d'obtenir une approximation du champ de vecteurs r�egissant le syst�eme dynamique �etudi�e
�a partir de la seule s�erie exp�erimentale. La connaissance d'un champ de vecteurs �equivalent permet de g�en�erer
de nouvelles s�eries temporelles s'inscrivant sur un attracteur �equivalent �a l'original. Cette possibilit�e ouvre une
large perspective dans le domaine de la pr�ediction �a partir de la connaissance d'orbites p�eriodiques.

Le formalisme de notre technique de reconstruction sera d�evelopp�e. La m�ethode sera appliqu�ee �a quelques
syst�emes d�ej�a �etudi�es dans les chapitres pr�ec�edent s. En�n la reconstruction d'un attracteur �etrange �a parti r de
la connaissance d'une seule orbite de p�eriode 1 sera test�ee.

5.2 Les di��erents syst�emes de coordonn�ees

5.2.1 Les d�ecalages temporels

L a m�ethode des d�ecalages temporels [5] est la plus populaire car sa mise en �uvre est relativement �el�ementaire.
L'id�ee de base des m�ethodes de reconstruction d'un espacedes phases est que le pass�e et le futur d'une s�erie

temporelle contiennent de l'information sur les variablesd'�etat inobserv�ees qui peut être utilis�ee pour d�e�nir
l'�etat �a l'instant pr�esent.

Connaissant une s�erie temporellef x(i�t )gN � 1
i =0 �echantillonn�ee avec un pas de temps�t constant, l'information

sur le pass�e et le futur de la s�erie peut être report�ee dans le vecteur d�elai de la forme

x (t) = ( x(t + mf � ); x(t + ( mf � 1)� ); :::; x(t); :::; x(t � mp� )) y (5.1)

o�u � est un d�ecalage temporel multiple du temps d'�echantillonnage (� = h�t ), mf est le nombre de coordonn�ees
futures et mp le nombre de coordonn�ees pass�ees. Iciy d�esigne la transpos�ee et nous adoptons la convention de
repr�esenter les �etats par un vecteur colonne. La dimension du vecteur d�elai est m = mp + mf + 1.

159
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Soit d la dimension du syst�eme dynamique qui g�en�ere x(t). F. Takens [6] prouve qu'en l'absence de bruit,
si m � 2d + 1, alors, g�en�eriquement, le vecteur d�elai forme un plon gement de l'espace des phases original. Bien
que m � 2d + 1 garantisse un plongement, nous avons vu au chapitre pr�ec�edent qu'il existe des cas o�u il y a
plongement pour m = d (�a partir de la variable y(t) du syst�eme de R•ossler).

Du point de vue de l'id�ealisation de mesures arbitrairement pr�ecises de x(t), un plongement existe quel que
soit � : le choix du d�ecalage temporel� est sans in
uence sur la reconstruction. Cependant les donn�ees r�eelles
sont n�ecessairement bruit�ees et une quantit�e �nie de donn�ees introduit des erreurs d'estimation. Ces limitations
rendent le choix de� important.

Illustrons les di��erences de qualit�e observ�ees sur la reconstruction de l'espace des phases en fonction du
d�ecalage. Supposons que seule la variabley(t) du syst�eme de Lorenz soit connue du physicien. La s�erie temporelle
est repr�esent�ee �gure 5.1. Sa pseudo-p�eriode fondamentale T0 est de 0:73s.
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Fig. 5.1 { S�erie temporelle y(t) du syst�eme de Lorenz.

De cette s�erie, nous construisons une projection du portrait de phase sur un plan. Nous utilisons le vecteur
d�elai x (t) = ( y(t); y(t + � )) y. Suivant Th. Buzug et al [7], la projection est r�ealis�ee pour trois valeurs du d�ecalage
temporel : � = 0 :03s, � = 0 :09s et � = 0 :80s (�g. 5.2).

t=0.03 t=0.09 t=0.80s s s

a) b) c)

Fig. 5.2 { Projection de l'attracteur de Lorenz dans l'espace reconstruit d�e�ni par les coordonn�ees ( y(t + � ); y(t)) pour
trois valeurs du d�ecalage temporel � . a) le d�ecalage � = 0 :03s est trop petit : la dynamique est con�n�ee au voisinage de
la diagonale de l'espace. b) Le d�ecalage� = 0 :09s est correctement choisi : la dynamique est relativement repr�esentative
de celle de l'attracteur original. c) Le d�ecalage temporel � = 0 :80s est trop grand : les structures caract�eristiques de
l'attracteur original tendent �a disparâ�tre suite �a des plissements intempestifs de l'attracteur.

Pour un d�ecalage tr�es faible, � = 0 :03s, chaque coordonn�ee est �a peu pr�es identique �a l'autre et la dynamique
de l'espace des �etats est compress�ee sur la diagonale de l'espace reconstruit. Les coordonn�ees du vecteur d�elai
ont tendance �a être lin�eairement d�ependantes (ce qui n'est pas le cas des observables r�eelles d'un syst�eme non-
lin�eaire) : c'est la redondance. En raison de la r�esolution �nie des donn�ees, un tel d�ecalage peut aussi provoquer
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des intersections de la trajectoire qui sembleront violer le principe du d�eterminisme. Dans le cas d'un d�ecalage
temporel trop important, � = 0 :80s sup�erieur �a la pseudo-p�eriode T0 du syst�eme, la dynamique �a un instant
donn�e devient compl�etement d�econnect�ee de la dynamique �a un instant ult�erieur rendant les objets g�eom�etrique s
les plus simples extrêmement complexes : c'est la d�ecorr�elation. L'espace de plongement est correctement utilis�e
mais nous observons un plissement intempestif de l'attracteur.

G�en�eralement le d�ecalage temporel � est choisi sur l'intervalle [0; T0=2] [8]. De mani�ere �a �eviter la d�ecorr�elation
compl�ete des coordonn�ees du vecteur d�elai, le d�ecalage� est choisi aussi petit que possible, mais pas trop. Dans
le cas typique d'applications exp�erimentales, la dimension d est inconnue. Ainsi m et � doivent être choisis
ind�ependamment du th�eor�eme de Takens.

De la s�erie f x(i�t )gN � 1
i =0 , nous pouvons construireN

0
= ( N � (mp + mf )h) vecteurs de la s�erie temporelle.

Le premier vecteur estx (t0) o�u t0 = mp � et le dernier x(t0 + ( N
0
� 1)�t ). La matrice d�elai X 2 RN

0
� m est une

s�equence normalis�ee de tous les vecteurs d�elai,

X =
1

p
N 0

2

6
6
6
4

x y(t0)
x y(t0 + �t )
...
x y(t0 + ( N

0
� 1)�t )

3

7
7
7
5

(5.2)

En substituant dans l'�equation (5.1) le temps t0 par sa valeur mp� , nous observons que la matrice d�elaiX est
invariante sous le changement demp et mf si m = mp + mf + 1 et � est gard�ee constant :

X =
1

p
N 0

2

6
6
6
4

x(0) ; :::; x(h(m � 1)�t )
x(�t ) ; :::; x((h(m � 1) + 1) �t )
...

...
...

x((( N 0 � 1)�t ) ; :::; x((N � 1)�t )

3

7
7
7
5

(5.3)

Ainsi la distinction entre le pass�e et le futur de x(t) est sans signi�cation.
La construction d'une matrice d�elai est le premier pas de toute m�ethode de reconstruction de l'espace des

�etats. Nous montrerons que des m�ethodes telles que celle des d�eriv�ees ou de l'analyse en composantes principales
correspondent �a des transformations de coordonn�ees sur le vecteur d�elai.

Par convention, nous appellerons la construction de la matrice d�elai (essentiellement le choix des param�etres
m et � ) la reconstruction par d�ecalage et les op�erations ult�erieures la transformation de coordonn�ees.

5.2.2 L'analyse en composantes principales

L 'analyse en composantes principales (qui di��ere peu de laSingular Value Decomposition) est un algorithme
g�en�eral de d�ecomposition multidimensionnelle des donn�ees en coordonn�ees lin�eairement ind�ependantes. D. S.

Broomhead et G. P. King [9] proposent l'utilisation de l'analyse en composantes principales comme transforma-
tion de coordonn�ees sur la m�ethode de reconstruction pour�eliminer les coordonn�ees lin�eairement d�ependantes
et les sym�etries arti�cielles.

La premi�ere �etape de l'analyse en composantes principales est l'estimation d'une matrice de covariance (ceci
peut aussi être formul�e en terme d'une d�ecomposition en valeurs singuli�eres de la matriceX suivant [9]). Pour
les vecteurs d�elai, nous d�e�nissons la matrice � x 2 Rm � m par :

� x = X yX (5.4)

Des d�e�nitions de la matrice d�elai X et de la matrice de covariance �, nous obtenons les �el�ements

(� x ) ij = hx i (t)x j (t)i t (5.5)

o�u x i (t) d�esigne la i �eme coordonn�ee du vecteur d�elai x (t), < > t la moyenne temporelle,

hf (t)i t =
1

p
N 0

N 0� 1X

i =0

f (t0 + i�t )
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et t le temps det0 �a t0 + ( N
0
� 1)�t . Par la suite nous supprimerons l'indice temporel dans la moyenne et nous

supposerons queN
0
�t est su�samment grand pour que l'�equation (5.4) d�e�nisse e �ectivement une moyenne

temporelle in�nie. En ce cas, � x approche la matrice de covariance du vecteur d�elai. Dans cette limite les
�el�ements de � x sont donn�es par la fonction d'autocorr�elation :

(� x ) ij = A (( i � j )� ) (5.6)

o�u

A(� ) = lim
T !1

1
2T

Z + T

� T
x(t) x(t � � ) dt (5.7)

Tout au long de cette section, nous utiliserons � pour d�esigner la matrice de covariance et un indice pour
pr�eciser son syst�eme de coordonn�ees.

L'�etape suivante de l'analyse en composantes principalesest la diagonalisation de la matrice de covariance.
Puisque � x est sym�etrique et r�eelle, elle peut être �ecrite comme le produit

� x = S� 2Sy; (5.8)

o�u S est une matrice orthonormalem � m et � 2 une matrice diagonalem � m. S : IR m ! IR m d�e�nit une
rotation sur les vecteurs d�elai,

y y(t) = x y(t)S (5.9)

Les composantesyj (t) du vecteur y (t) sont appel�eescomposantes principales. D�e�nissons les matrices Y = X yS
et � y = Y yY . Il est ais�ement montr�e que � y est la matrice de covariance des composantes principales

(� y ) ij = hyi yj i (5.10)

Par d�e�nition de Y et de � x , et d'apr�es l'�equation (5.8) et l'orthonormalit�e de S, nous obtenons

� y = Sy� y
x S

= � 2 (5.11)

Ainsi la matrice de covariance � y des composantes principales est diagonale. Les composantes principales sont
donc lin�eairement ind�ependantes.

Soit sj la j �eme colonne deS et soit � 2
j = � 2

j . Alors sj est un vecteur propre de � x et � 2
j est la valeur propre

correspondante. D'apr�es l'�equation (5.9), les composantes principales sont des projections des vecteurs d�elai sur
les vecteurs propres :

yj (t) = x y(t):sj (5.12)

A partir des �equations (5.10) et (5.11), les valeurs propres � 2
j mesurent la variance des composantes principales



y2

j

�
= � 2

j (5.13)

L'ensemble dem valeurs propres
�

� 2
j

	
, j 2 [0; m � 1], est appel�e spectre de valeurs singuli�eres. Les valeurs

propres sont ordonn�ees comme
� 2

0 � � 2
1 � � 2

2 � :::

Le spectre de valeurs singuli�eres est obtenu en repr�esentant � j en fonction de j : il contient l'information sur
l'expansion de la trajectoire dans l'espace de plongement.On peut penser la trajectoire d�ecrite par la matrice
X comme explorant un ellipso•�de de dimensionm. Les vecteursf sj g d�e�nissent la direction des axes principaux
de l'ellipso•�de et les �el�ements f � j g leur longueur.

T. Sauer, J. Yorke et M. Casdagli [11] �etendent le th�eor�em e de Takens aux composantes principales, mon-
trant que g�en�eriquement 2 d + 1 composantes principales forment un plongement. Dans certains cas, moins de
composantes principales sont n�ecessaires. Soitq le nombre minima de composantes principales qui forment un
plongement, seule transformation qui nous int�eresse, nous supposerons quem > q .
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5.2.3 Les d�eriv�ees

Une reconstruction de l'espace des �etats peut aussi être obtenue �a partir des d�eriv�ees. L'estimation de celles-
ci peut être r�ealis�ee soit �a partir d'un sch�ema aux di�� erences �nies, soit par des �ltres lin�eaires. Nous

pr�esenterons ces deux techniques et montrerons qu'un �ltre lin�eaire construit sur une base de polynômes de
Legendre peut se ramener aux di��erences �nies sous certaines conditions.

Nous posons les restrictions suivantes sur la fonction temporelle x(t) :
{ x(t) est analytique sur t 2 IR
{ x(t) est born�ee et ses d�eriv�ees sont born�ees surt 2 IR

{ lim
T !1

1
T

Z + T

� T
x2(t) dt 6= 0

{ lim
T !1

1
T

Z + T

� T
_x2(t) dt 6= 0

o�u _x(t) est la d�eriv�ee par rapport au temps de la s�erie temporell e x(t). Un exemple de fonction qui satisfait
toutes ces restrictions estx(t) = sin t. Toutefois, nous porterons notre attention sur des fonctions di��erentiables
issues de la projection sur des valeurs r�eelles des trajectoires inscrites sur un attracteur chaotique g�en�er�e par
un syst�eme dynamique di��erentiable.

Sch�ema aux di��erences �nies

Nous utiliserons l'information sur les variables inobserv�ees contenue dans le pass�e et le futur d'une s�erie
temporelle par l'interm�ediaire des d�eriv�ees. La transf ormation de coordonn�ees utilise alors de mani�ere indirecte
les param�etres m et � .

Connaissant une s�erie temporellef x(i�t )gN � 1
i =0 �echantillonn�ee avec un pas de temps�t constant, l'information

sur le pass�e et sur le futur de la s�erie peut être report�ee dans un vecteur d�eriv�ee de la forme :

x (t) =
�

x(0) (t); x(1) (t); x(2) (t); :::; x(m � 1) (t)
� y

(5.14)

o�u x( i ) (t) d�esigne la d�eriv�ee i �eme de la s�erie x(t). La dimension du vecteur d�eriv�ee est m.
La fonction x(t) �etant suppos�ee analytique et su�samment di��erentiabl e, nous pouvons obtenir une approxi-

mation de la fonction x(t) �a l'instant t + � (o�u � = h�t ) �a l'aide d'un d�eveloppement en s�erie de Taylor jusqu'�a
l'ordre 2 :

x(t + � ) = x(t) + _x(t)� +
•x(t)
2!

� 2 + O(� 3) (5.15)

De même �a l'instant t � � :

x(t � � ) = x(t) � _x(t)� +
•x(t)
2!

� 2 + O(� 3) (5.16)

A l'aide d'une simple combinaison lin�eaire, nous obtenonsune expression de la d�eriv�ee premi�ere _x(t) :

_x(t) =
x(t + � ) � x(t � � )

2�
+ O(� 3) (5.17)

Sur le même principe les d�eriv�ees d'ordre sup�erieur peuvent être obtenues. Ainsi les d�eriv�ees 2�eme et 3�eme sont
donn�ees par les expressions suivantes :

•x(t) =
x(t + 2 � ) � 2x(t) + x(t � 2� )

4� 2 + O(� 3) (5.18)

:::
x (t) =

x(t + 3 � ) � 3x(t + � ) + 3 x(t � � ) � x(t � 3� )
8� 3 + O(� 4) (5.19)

Le d�ecalage temporel � introduit dans la m�ethode des d�ecalages se retrouve ici sous la forme d'une dur�ee sur
laquelle est d�evelopp�ee la s�erie de Taylor.
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Utiliser un d�eveloppement �a un ordre sup�erieur am�elior e l'estimation des d�eriv�ees mais ne fournit pas de
meilleure reconstruction ; dans certains cas un sch�ema d'ordre sup�erieur peut fournir des reconstructions de
moins bonne qualit�e [10]. La distinction essentielle entre la m�ethode des d�ecalages et celle des d�eriv�ees r�eside
dans leur comportement respectif face au bruit. L'utilisation d'un vecteur d�elai r�epand le bruit de mani�ere
isotrope alors que l'utilisation d'un vecteur d�eriv�ee vo it le bruit s'ampli�er au fur et �a mesure des d�erivations
successives. De plus, le bruit sur les di��erentes d�eriv�ees est corr�el�e. Nous verrons au chapitre 6 qu'une m�ethode
des d�eriv�ees est extrêmement sensible au bruit.

Nous allons d�evelopper maintenant une technique d'estimation des d�eriv�ees par l'utilisation d'un �ltre lin�eaire
sur une base de polynômes de Legendre [1].

Polynômes discrets de Legendre

Dans cette section, nous allons montrer comment relier les vecteurs d�elai et les vecteurs d�eriv�ee. Pour cela,
nous devons utiliser des vecteurs d�elai sym�etriques. En e�et, dans les expressions des d�eriv�ees successives de
la s�erie temporelle x(t) (eq. 5.17, 5.18 et 5.19), il apparâ�t au sein du sch�ema auxdi��erences �nies un vecteur
d�elai sous une forme sym�etrique, c'est �a dire

x (t) = ( x(t � p� ); :::; x(t); :::; x(t + p� )) y (5.20)

o�u nous avons pos�e mp = mf = p (ce qui est autoris�e par l'invariance du vecteur d�elai ent re le pass�e et le
futur). Pour simpli�er, le param�etre de dimension m sera donc choisi impair, soit de la formem = 2 p+ 1. Nous
pouvons alors d�ecrire l'�echelle temporelle du vecteur d�elai par la taille de la fenêtre � w = ( m � 1)� au lieu du
d�ecalage temporel � .

Nous nous interessons maintenant �a l'estimation de la d�eriv�ee �a l'ordre j de la s�erie x(t) par un �ltre lin�eaire
discret du type :

wj (t) =
pX

n = � p

r j;p (n) x(t + n� ) (5.21)

o�u la s�erie temporelle x(t) est la s�erie �a d�eriver, wj (t) est saj �eme d�eriv�ee et r j;p (n) est une convolution discr�ete
param�etris�ee par le choix de p et de l'ordre j de la d�eriv�ee d�esir�ee. Puisque x(t) est analytique, nous pouvons
la d�evelopper en s�erie de Taylor tant que la taille de la fen̂etre � w est su�sament petite. Nous obtenons :

wj (t) =
pX

n = � p

r j;p (n)

"
1X

i =0

(n� ) i

i !
x( i ) (t)

#

(5.22)

En supposant que l'ordre des sommations peut être permut�e, nous obtenons [1] :

wj (t) =
1X

i =0

(� ) i

i !
x( i ) (t)

"
pX

n = � p

ni r j;p (n)

#

(5.23)

D'apr�es l'�equation (5.23), nous pouvons rendre wj (t) proportionnelle �a la j �eme d�eriv�ee en imposant l'an-
nulation du terme entre crochets pour i < j . Ceci est r�ealis�e en choisissant r j;p (n) orthogonal �a ni , c'est �a
dire :

pX

n = � p

ni r j;p (n) = 0 pour i < j (5.24)

Un noyau r qui satisfait cette contrainte laisse le terme eni = j de l'�equation (5.23) comme terme d'ordre
principal en � w , ainsi wj (t) est approximativement proportionnel �a x( i ) (t).

Beaucoup de �ltres satisfont l'�equation (5.24). Nous port erons notre attention sur les �ltres orthonorm�es
tels que

pX

n = � p

r i;p (n) r j;p (n) = � ij pour i; j � 2p (5.25)
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Il peut être montr�e [1] que les contraintes d'orthogonalit�e des �equations (5.24) et (5.25) d�eterminent un unique
ensemble dem fonctions de base qui peuvent être g�en�er�ees �a partir de la relation de r�ecurrence suivante :

r j;p (n) =
1

cj pj

2

4nj �
j � 1X

k=0

r k;p (n)
pX

l = � p

l j r k;p (l )

3

5 pour j � 2p (5.26)

o�u cj est une constante de normalisation. Ainsir j;p (n) est un polynôme du j �eme degr�e pair ou impair en n pour
j pair ou impair. La constante de normalisation peut être d�etermin�ee par la condition suivante :

pX

n = � p

r 2
j;p (n) = 1 (5.27)

qui fait de cj une fonction dep. Reportant les �equations (5.24) et (5.27) en substituantp� par � w
2 , nous obtenons :

wj (t) =
cj (p)� j

w

2j j !
x( j ) (t) + O(� j +1

w ) (5.28)

La variable wj (t) est proportionnelle �a la j �eme d�eriv�ee x( j ) (t) avec une constante de proportionalit�e d�etermin�ee
par j , p et � . Les trois premiers polynômes discrets de Legendre ainsi d�e�nis pour m 2 [� p; p], c'est �a dire les
trois premiers r j 2 IR m =2 p+1 , sont

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

r0;p (n) =
1

c0(p)

r1;p (n) =
1

p c1(p)
n

r2;p (n) =
1

p2 c2(p)

�
n2 �

p(p + 1)
3

�
(5.29)

o�u les constantes de normalisation sont :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

c0(p) =
p

2p + 1

c1(p) =

s
(2p + 1)( p + 1)

3p

c2(p) =
1
3

s
(4p2 � 1)(p + 1)(2 p + 3)

5p3

(5.30)

Les polynômesr j;p (n) peuvent se r�eduire �a un �ltre de di��erences �nies quand p est pris sur de faibles valeurs
[1]. Nous consid�erons maintenant r

0

j;p (n) avec p aussi petit que possible. De l'�equation (5.26), r j;p (n) existe
seulement pour 2p � j . Ainsi pour j = 0 ; 2; 4 lesp mimimum sont respectivementp = 0 ; 1; 2. Sous la forme d'un
vecteur, les polynômes discrets de Legendre pour ces paires (j; p ) sont :

8
<

:

r
0

0;0(n) = (1) y

r
0

2;1(n) = (1 ; � 2; 1)y

r
0

4;2(n) = (1 ; � 4; 6; � 4; 1)y
(5.31)

D'apr�es les �equations (5.21) et (5.23), nous avons l'�egalit�e

pX

n = � p

r j;p (n) x(t + n� ) =
1X

i =0

(� ) i

i !
x( i ) (t)

"
pX

n = � p

ni r j;p (n)

#

(5.32)
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Cherchons par exemple la d�eriv�ee du deuxi�eme ordre •x(t) associ�ee au couple (j = 2 ; p = 1), nous obtenons :

1X

n = � 1

r
0

2;1(n) x(t + n� ) =
� 2

2
x(2) (t)

h
r

0

2;1(� 1) + r
0

2;1(+1)
i

(5.33)

Nous obtenons alors

•x(t) =
x(t + � ) � 2x(t) + x(t � � )

� 2 + O(�� 3) (5.34)

qui est �equivalente �a la relation donn�ee par le sch�ema aux di��erences �nies (5.18). Les d�eriv�ees d'ordre 0, 2 et 4
peuvent ainsi être obtenues. Les d�eriv�ees d'ordre impair 1,3,... peuvent être obtenues lorsque la dimensionm est
choisie paire [1]. Ainsi nous pouvons penser les di��erences �nies comme un cas sp�ecial des polynômes discrets
de Legendre.

Nous avons vu que le �ltre wj (t) est proportionnel aux d�eriv�ees. Aussi les �el�ements wj (t) peuvent former
une base orthonormale dansIR m =2 p+1 avec les vecteurs de baser j d�e�nis par :

r j = ( r j;p (� p); :::; r j;p (0); :::; r j;p (p)) y (5.35)

et donc former un plongement de l'espace des phases original. D'apr�es l'�equation (5.21) la projection d'un
vecteur d�elai sur la base de vecteursr j est

wj (t) = x y(t) r j (5.36)

Nous appelonsw j (t) une coordonn�ee de Legendrepuisque c'est la projection d'un vecteur d�elai sur un polynôme
discret de Legendre. Nous insistons sur le fait qu'une coordonn�ee de Legendrewj (t) est une quantit�e d�ependante
de l'�etat fonction du temps, proportionnelle �a la j �eme d�eriv�ee de la s�erie temporelle. Ceci n'est pas le cas du
polynôme discret de Legendrer j , qui est un vecteur de base �x�e dans un syst�eme de coordonn�ees orthogonal
sur IR m . Les coordonn�ees de Legendre et les polynômes discrets deLegendre sont reli�es par l'�equation (5.36).

Pris ensembles, lesm polynômes discrets de Legendre d�e�nissent une transformation R : IR m ! IR m , donn�ee
par la matrice m � m

R = ( r 0; r 1; :::; r m � 1) (5.37)

Par cons�equent R est orthonorm�ee. D�e�nissant le vecteur des coordonn�eesde Legendre par

w j (t) =

2

6
6
6
4

w0(t)
w1(t)
...
wm � 1(t)

3

7
7
7
5

(5.38)

Nous obtenons alors
w y(t) = x y(t)R (5.39)

PuisqueR est orthogonale, les coordonn�ees de Legendre sont une simple rotation des coordonn�ees d�elai. Lorsque
� w est petit, les coordonn�ees de Legendre sont proportionnelles aux d�eriv�ees ; par cons�equent la relation entre
les d�elais et les d�eriv�ees consiste en une rotation et un c hangement d'�echelle .

Cependant il n'est pas dit que les coordonn�ees de Legendre sont �equivalentes aux d�eriv�ees obtenues par un
sch�ema aux di��erences �nies.

{ Premi�erement la r�eduction des polynômes discrets de Legendre aux di��erences �nies prend place �a
di��erentes valeurs de p pour chaque r j . Par cons�equent, les sch�emas standards de di��erences �nies
((1) ; (� 1; 1); (1; � 2; 1); :::) correspondent �a desr j de dimensions di��erentes. Plong�ees comme vecteurs
dans IR m , les di��erences �nies ne sont pas orthonorm�ees. Par exemple, les trois premiers sch�emas aux
di��erences �nies plong�es comme vecteurs dans IR 3 sont (0,1,0), (0,-1,1) et (1,-2,1). De ce fait, si nous
utilisons des sch�emas aux di��erences �nies pour former un espace des �etats des d�eriv�ees, le bruit dans
l'espace des �etats n'est pas isotrope, et le bruit report�esur les di��erentes d�eriv�ees est corr�el�e.
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{ Deuxi�ement, les coordonn�ees de Legendre sont proportionnelles aux d�eriv�ees et non �egales. Ceci n'est
pas une di��erence triviale puisque pour une s�erie bruit�e e, le rapport signal/bruit des coordonn�ees de
Legendre est d�etermin�e par le pr�efacteur de l'�equation (5.28). G�en�eralement les rapports signal/bruit des
coordonn�ees de Legendre sont meilleurs que ceux des sch�emas aux di��erences �nies [1].

Lorsque � w est petit, les coordonn�ees de Legendre rendent possible une estimation quantitative grossi�ere de
la forme d'un attracteur dans l'espace des d�elais, et en particulier comment la forme de l'attracteur varie avec
� w . Des relations (5.31) et (5.36), nous pouvons �ecrirer 0 sous la forme :

r 0 =
(1; 1; :::)

p
m

(5.40)

qui correspond �a la ligne identit�e. D'apr�es les �equatio ns (5.30), (5.31) et (5.29), la projection du vecteur d�elai
x sur cette ligne est :

w0 = O(� 0
w ) (5.41)

Les directions orthogonales �a la ligne identit�e correspondent �a r j avec des valeurs sup�erieures dej ; dans ces
directions la projection est

wj = O(� j
w ) (5.42)

Ceci explique ce qui a �et�e vu au d�ebut de ce chapitre : pour de faibles valeurs de� w (c'est �a dire du d�ecalage),
l'attracteur est �etir�e le long de la ligne identit�e et �ec ras�e suivant les directions perpendiculaires. De plus cela
montre que pour de faibles� w l'attracteur reconstruit s'inscrit dans un ellipso•�de lo ng et �n. Les longueurs des
axes principaux sont de l'ordre de



w2

0

�
= O(� 0

w ) �a


w2

m � 1

�
= O(� 2m � 2

w ). Leurs orientations sont donn�ees par
les polynômes discrets de Legendre.

5.3 Les reconstructions globales

A pr�es une revue des di��erents syst�emes de coordonn�ees, nous allons maintenant d�evelopper le formalisme
de notre technique de reconstruction d'un champ de vecteurs�a partir d'une s�erie scalaire temporelle. Par

opposition aux m�ethodes de reconstructions bas�ees sur lapr�ediction du futur �a partir de la connaissance du
pass�e et dites locales, les reconstructions d'un champ de vecteurs sont ditesglobales. Ainsi, au lieu d'approximer
la dynamique localement, les techniques globales r�ealisent une approximation du champ de vecteurs original sur
l'ensemble de l'espace des phases. De ce fait elles permettent la reconstruction de l'ensemble de l'attracteur �a
partir de la connaissance d'une faible r�egion de celui-ci (voir section 5.5). Seules les composantes principales et
les d�eriv�ees permettent une reconstruction globale. Apr�es avoir d�ecrit bri�evement un exemple de reconstruction
globale utilisant les composantes principales, nous pr�esenterons notre m�ethode de reconstruction sur les d�eriv�ees.

5.3.1 A partir des composantes principales

A.K. Agarwal et al [12] utilisent le syst�eme de coordonn�ees constitu�e ded vecteurs propres (d < m ) de
l'espace orthogonal d�etermin�e par la d�ecomposition en composantes principales. La matriceX est alors

projet�ee sur la base f sj g : ils obtiennent alors une nouvelle base d�e�nie par la matrice � = XS constitu�ee des
�el�ements

� j (t i ) =
mX

k=1

x(t i + ( k � 1)� )skj i 2 [1; N 0] ; j 2 [1; d] (5.43)

Le syst�eme est alors d�ecrit par le jeu d'�equations di��er entielles ordinaires non-lin�eaires coupl�ees :

d� j

dt
= Gj (� 1; � 2; :::; � d) (5.44)

o�u les fonctions non-lin�eaires Gj peuvent être exprim�ees comme la somme de fonctions de basetelle que

Gj =
X

k

a( j )
k � k (� 1; � 2; :::; � d) (5.45)



168 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DU CHAMP DE VECTEURS

Les fonctions de base sont alors d�etermin�ees par approximation des d�eriv�ees des d variables par une m�ethode
de minimisation du � 2, soit :

� 2 =
N 0
X

i =1

h
� j (t i ) � Gj (aj

i ; aj
i ; :::; aj

i )
i 2

(5.46)

o�u les coe�cients a( j )
k sont les inconnues �a d�eterminer. Les fonctionsGj d�eterminent un champ de vecteurs

recontruit. Cette technique est �eprouv�ee lorsque la divergence du 
ot dans l'espace des �etats reconstruits est
constante (hypoth�ese v�eri��ee lorsque le syst�eme dynam ique a une dissipation constante). Toutefois, la robustesse
de la m�ethode n'a pas �et�e test�ee pour des fonctions Gj constitu�ees de termes non-lin�eaires de degr�e sup�erieur �a
3 (� l

1 � m
2 � n

3 o�u l + m + n � 3). Cette m�ethode utilise une prescription ad hoc(divergence constante) de mani�ere
�a r�eduire le nombre de coe�cients a( j )

k permis.

5.3.2 A partir des d�eriv�ees

F.Takens [6] a aussi sugg�er�e que des plongements pouvaient ^etre r�ealis�es en termes de d�eriv�ees successives
de la s�erie temporelle pour lesquels le syst�eme dynamiquepeut être r�e�ecrit sous la forme standard [18] (ou

canonique [19]) suivante :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

_y1 = y2

_y2 = y3

_y2d = y2d+1

_y2d+1 = Fs(y1; y2; :::; y2d; y2d+1 )

(5.47)

o�u Fs est la fonction standard du syst�eme [18]. L'espace reconstruit est alors d�e�ni par l'ensemble de coordonn�ees
(y1(t); _y1(t); •y1(t); :::).

Partant de la s�erie scalaire temporelle nous devons approximer la fonction standard Fs . Ceci implique une
�evaluation par une approximation �a l'aide d'une m�ethode de moindres carr�es. Pour r�esoudre ce probl�eme, nous
devons commencer par choisir un mod�ele pour la fonction standard Fs . Initialement, une d�ecomposition sur
des fonctions rationnelles polynômiales fut retenue et permit une reconstruction des syst�emes de R•ossler [18]
et de Lorenz [20] �a partir de leurs variablesx(t) respectives. Les fonctions rationnelles pr�esentent l'avantage de
mod�eliser des fonctions standardFs pourvues de pôles (ce qui est e�ectivement le cas des syst�emes de R•ossler
et de Lorenz). Cependant elles pr�esentent des pôles qui rendent d�elicate leur int�egration (bien que les ensembles
singuliers soient de mesure de Lebesgue nulle). De plus, l'approximation de la fonction standard Fs sur des
fonctions rationnelles se comporte tr�es mal en pr�esence de bruit [21]. Pr�ecisons en outre qu'aucun crit�ere de
convergence n'est connu dans ce cas.

Par cons�equent l'impl�ementation d'une nouvelle m�ethod e d'approximation de la fonction standard, plus
robuste, s'est av�er�ee n�ecessaire. Une approximationL 2 sur des polynômes multivariables est maintenant utilis�ee
[22]. Non seulement, il existe un th�eor�eme de convergencepour les approximations polynômiales du �a Weierstrass
[23], mais encore la m�ethode ne pr�esente plus les probl�emes d'int�egration num�erique en raison de l'absence de
pôles. Les polynômes ne sont pas choisis a priori �egaux �ades polynômes de Legendre comme dans le travail de
J. Cremers et A. H•ubler [24] ou de J. F. Gibsonet al [1], mais sont g�em�er�es par l'attracteur lui-même.

Bien que seules les techniques de plongements di��erentiels soient ici �etudi�ees, remarquons que la technique
d'approximation utilis�ee peut aussi être appliqu�ee pour mod�eliser les fonctions propres du spectre de valeurs
singuli�eres (de mani�ere analogue �a celle employ�ee par A. K. Agarwal et al [12]).

F. Takens [6] a prouv�e un ensemble de th�eor�emes justi�ant de telles reconstructions (ou plongements) �a partir
d'un simple degr�e de libert�e du mouvement dans l'espace des phases d'un syst�eme exp�erimental. Le portrait
de phase reconstruit est reli�e �a l'original par un changement di��erentiable de coordonn�ees. Ainsi l'information
topologique peut être pr�eserv�ee malgr�e des variations quantitatives des coordonn�ees.
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Le syst�eme standard

Nous reprenons dans la suite de ce chapitre les hypoth�eses du chapitre pr�ec�edent. Soit le syst�eme dynamique
continu d�e�ni par un syst�eme d'�equations di��erentiell es ordinaires (section 4.4) :

_x = f (x ; � ) (5.48)

o�u x (t) 2 Rd est une fonction vectorielle d�ependant du tempst et f est le champ de vecteurs �ad composantes
g�en�erant le 
ot � t . � 2 Rp est le vecteur des param�etres �ap composantes qui sera suppos�e constant dans cette
section. Le syst�eme (5.48) est lesyst�eme original. Les cas �etudi�es dans le cadre de cet ouvrage sont tels que
d = 3. La dimension m de l'espace reconstruit est choisie �egale �a la dimensiond de l'espace original. Les syst�emes
originaux peuvent par cons�equent s'�ecrire de la mani�ere suivante :

8
>>><

>>>:

_x = f 1(x; y; z)

_y = f 2(x; y; z)

_z = f 3(x; y; z)

(5.49)

Nous nous int�eressons au cas o�u le syst�eme original produit un comportement asymptotique qui s'installe
sur un attracteur AO .

Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent qu'il est possible de d�e�nir un syst�eme standard �a partir d'une variable
donn�ee du syst�eme original. Lorsque seule la s�erie temporelle f x i gN

i =1 est connue, le nombre des �equations (et
des d�eriv�ees) �a introduire au sein du syst�eme standard doit être estim�e par un calcul de dimension de Haussdor�
[2] de la s�erie temporelle. SoitDH la dimension de Haussdorf estim�ee, F. Takens [6] a prouv�e que l'attracteur
reconstruit (ou standard) est g�en�eriquement di��eomorp hiquement �equivalent au syst�eme original lorsque la
dimension m de l'espace de reconstruction v�eri�e le crit�ere m � 2DH + 1.

Toutefois, nous avons vu dans la premi�ere partie de cet ouvrage, que seule l'�equivalence topologique nous
importait r�eellement. Nous avons �egalement montr�e que dans certains cas l'�equivalence topologique �etait assur�ee
pour des dimensions de reconstructionm telle que m = Int (DH ) + 1 o�u Int (DH ) est la partie enti�ere de la
dimension de Haussdor� DH estim�ee �a partir de la s�erie scalaire temporelle. Ainsi, en acceptant de limiter
la g�en�eralit�e de notre �etude, nous pouvons restreindre , avec certaines pr�ecautions, la dimension de l'espace
standard �a celle de l'espace original. Dans la suite de ce chapitre, la dimension de l'espace des phases standard
sera donc toujours �egale �a 3 comme celle du portrait de phase original.

Supposons que l'observable soitx, le syst�eme standard s'�ecrit alors sous la forme suivante:
8
>>>><

>>>>:

_X = _x = Y

_Y = Z

_Z = Fs(X; Y; Z )

(5.50)

Il g�en�ere l'attracteur standard AS d�e�ni sur le syst�eme de coordonn�ees standard (X; Y; Z ), c'est �a dire sur les
d�eriv�ees successives de l'observable (X = x; Y = _x; Z = •x). Lorsque le syst�eme original est connu, il est possible
de d�e�nir une transformation standard � reliant les coordo nn�ees standard (X; Y; Z ) aux coordonn�ees originales
(x; y; z). Elle s'�ecrit (relation (4.16)) :

� �

8
>>>>><

>>>>>:

X = x

Y = f 1(x; y; z)

Z =
@f1
@X

f 1 +
@f1
@Y

f 2 +
@f1
@Z

f 3

(5.51)

L'application de � �a l'attracteur AO permet l'obtention de l'attracteur standard AS associ�e au syst�eme standard.
En principe, la transformation inverse � � 1 peut alors être obtenue. Toutefois, il se peut que les manipulations
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alg�ebriques impliqu�ees rendent di�cile voire impossibl e la d�etermination de � � 1. Lorsque � � 1 est connue,
l'expression analytique de la fonction standardFS (X; Y; Z ) peut alors être d�etermin�ee. Evidemment, lorsque le
syst�eme original est inconnu, la transformation standard �, son inverse � � 1 et la transformation standard FS

ne peuvent être d�etermin�ees.

Toutefois, que le syst�eme original soit connu ou pas, le but�a atteindre est une reconstruction du syst�eme
standard �a partir d'une seule des variables du syst�eme original. Pour cela, il est suppos�e que le physicien
enregistre num�eriquement (ou exp�erimentalement) la s�erie scalaire temporelle �echantillonn�ee f x i gN

i =1 o�u l'entier
i repr�esente le temps discret tel quet = i�t . Les d�eriv�ees successives de l'observablex(t) peuvent être estim�ees
par un sch�ema aux di��erences �nies. Toute l'information s ur le champ de vecteurs originalf est report�ee au sein
de la fonction standard FS . Reconstruire un champ de vecteurs �equivalent �a f n�ecessite donc une estimation
~FS de la fonction FS .

Cette estimation est r�ealis�ee par une d�ecomposition de Fourier sur une base de polynômes multivariables �a
l'aide d'une m�ethode de moindre carr�e. Une telle technique de reconstruction est dite globale car la fonction
standard estim�ee ~FS �a partir de la connaissance des d�eriv�ees de l'observablex, permet de reconstruire l'ensemble
de l'espace des �etats dans lequel est d�e�ni l'attracteur standard AS .

La proc�edure de reconstruction se d�ecompose en di��erentes �etapes qui sont :

� Simultan�ement �a la lecture de la s�erie temporelle f x i gN
i =1 , une s�erie vectorielle temporelle

f X i = x i ; Yi = _x i ; Z i = •x i ; _Z i =
:::
x i g

N q

i =1 est obtenue �a l'aide d'un sch�ema aux di��erences �nies centr�e
d'ordre 2 (voir section 5.2.3). A chaque point de l'ensemblede coordonn�ees standardf X i ; Yi ; Z i g

N q

i =1
est ajout�ee une valeur f _Z i g. En e�et le syst�eme standard (5.50) n�ecessite la connaissance de cette
variable pour l'approximation de la fonction standard Fs .

� Une estimation num�erique de la d�ecomposition de Fourier de la fonction standardFS est r�ealis�ee
sur une base de polynômes multivariables par une techniquede moindre carr�e. Un spectre naturel
est alors calcul�e �a partir des coe�cients de Fourier. Nous poss�edons �a ce stade une approximation
de la fonction standard.

� L'attracteur standard AS peut en�n être obtenu par int�egration du syst�eme standar d recons-
truit.

L'espace fonctionnel sur lequel est d�ecompos�e la fonction standard FS va maintenant être d�evelopp�e.

5.3.3 Approximation de la fonction standard

Choix d'un espace fonctionnel E n

A�n d'�etablir une d�ecomposition robuste de la fonction st andard Fs , nous choisissons de la projeter sur un
espace de HilbertE n de polynômesP. Ces polynômes seront construits �a partir des trois variables X; Y et
Z . Ils seront construits selon l'arrangement des triplets (i; j; k ) correspondants aux puissances respectives des
variables X; Y et Z suivant l'ordre donn�e par (pour plus de d�etails, voir [22] et [27]).

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

000

100 010 001

200 110 101 020 011 002

300 210 201 120 111 102 030 021 012 003

:::

(5.52)



5.3. LES RECONSTRUCTIONS GLOBALES 171

Nous pouvons �etiqueter chaque triplet suivant le même ordre :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

1

2 3 4

5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

:::

(5.53)

Il y a ainsi une correspondance bijective entre les �etiquettes n et les triplets (i; j; k ). Nous utiliserons donc la
notation suivante :

Pn = X i Y j Z k (5.54)

L'espace vectoriel E n sera constitu�e par les combinaisons lin�eaires des polyn^omes P i tels que i � n. Ces
polynômes sont lin�eairement ind�ependants et forment donc la base

�
P i

	
i � n . Nous construisons maintenant une

seconde base par orthonormalisation de la premi�ere.

Construction d'une base orthornorm�ee

La basef � k g est construite par orthonormalisation de Gram-Schmidt suivant la relation :

� k =
� � k

jj � � k jj
(5.55)

o�u les �el�ements � � k sont d�e�nis par
8
<

:

� � 1 = P1

� � k = P k �
P k � 1

� =1

�
P k ; � �

�
� � ; k > 1

(5.56)

et o�u ( ; ) d�esigne le produit scalaire. La condition d'orthonormalisation s'�ecrit :

(� i ; � j ) = � ij (5.57)

o�u � ij est le symbole de Kronecker. Les relations (5.55) et (5.56) impliquent que les � k d�e�nissent une famille
multivariable triangulaire de polynômes donn�ee par :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

� 1 = A1
1

� 2 = A2
1 + A2

2x

� 3 = A3
1 + A3

2x + A3
3Y

� 4 = A4
1 + A4

2x + A4
3Y + A4

4Z

� 5 = A5
1 + A5

2x + A5
3Y + A5

4Z + A5
5x2

(5.58)

La projection d'un monôme P k sur la basef � j g '�ecrit :

P k =
kX

� =1

B k
� � � (5.59)
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Le d�eveloppement des coe�cients B k
� sont alors de la forme :

B k
� =

�
P k ; � � �

(5.60)

Inversement, chaque function� k peut se d�ecomposer sur la base suivant la relation :

� k =
kX

� =1

Ak
� P � (5.61)

Ainsi, les coe�cients B k
j s'�ecrit aussi :

B k
j =

jX

� =1

A j
�

�
P k ; P � �

(5.62)

En ins�erant les relations (5.60) et (5.61) dans la relation(5.56), nous obtenons :

8
>><

>>:

kX

� =1

A � k
� P � = P k �

k � 1X

� =1

B k
�

�X

� =1

A �
� P �

A � k
� = Ak

� jj � � k jj

(5.63)

Avec une permutation sur la double sommation :

k � 1X

� =1

�X

� =1

=
k � 1X

� =1

k � 1X

� = �

(5.64)

nous obtenons
kX

� =1

A � k
� P � = P k �

k � 1X

� =1

0

@
k � 1X

� = �

B k
� A �

�

1

A P � (5.65)

Les coe�cients A � k
� sont alors d�etermin�es par identi�cation entre chaque membre de la relation (5.65). Nous

obtenons la relation de r�ecurrence suivante :
8
>>><

>>>:

A � k
k = 1

A � k
� = �

k � 1X

� = �

B k
� A �

� pour � < k
(5.66)

De mani�ere �a ne conserver qu'une relation sur lesA, nous rempla�cons les coe�cients B k
� par leur expression

suivant la relation (5.62) ; nous obtenons alors :

A � k
� = �

k � 1X

� = �

A �
�

"
�X


 =1

A �



�
P k ; P 
 �

#

(5.67)

Il reste alors �a normaliser chaqueA � k
� comme suit :

Ak
� =

A � k
�

2

4
kX

� =1

kX


 =1

A � k
� A � k




�
P � ; P 
 �

3

5

1=2
(5.68)
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Approximation de Fourier

Nous poss�edons maintenant une base compl�ete den polynômes orthogonaux� k . Nous souhaitons une ap-
proximation ~Fs de la fonction standard connue sur l'ensemble des points :

Fs(X i ; Yi ; Z i ) = _Z i (5.69)

Une telle approximation est donn�ee par :
~Fs =

X

j

c�
j � j (5.70)

o�u les c�
j repr�esentent les coe�cients de Fourier. L'approximation de Fourier ainsi d�e�nie est la meilleure ap-

proximation possible sur la base choisie.
Les coe�cients de Fourier c�

j sont donn�es par :

c�
j = ( Fs ; � j ) (5.71)

Nous avons ainsi

c�
j =

 

_Z i ;
jX

k=1

A j
k P k

!

(5.72)

L'approximation de la fonction dans E n s'�ecrit aussi en fonction desP j :

~Fs =
nX

i =1

iX

j =1

c�
i A i

j P j =
nX

j =1

nX

i = j

c�
i A i

j P j (5.73)

En posant

K p =
nX

i = p

c�
i A i

p (5.74)

nous pouvons r�e�ecrire la relation (5.73) :

~Fs =
nX

p=1

K p Pp (5.75)

Ainsi l'information concernant l'attracteur chaotique (m �etrique plus dynamique) est contenue dans l'ensemble
des coe�cients K p qui forme une signature de l'attracteur. L'ensemble f K pg est appel�e spectre naturel de
l'attracteur.

R�esultats et vecteur pilote

Les spectres de coe�cients reconstruits sont alors �evalu�es. Plusieurs param�etres de reconstruction doivent
être introduits. Dans la suite de ce chapitre, nous nous bornerons �a pr�esenter les meilleurs r�esultats obtenus sur
quelques syst�emes connus. L'in
uence de chacun des param�etres sur la qualit�e de la reconstruction sera �etudi�ee
au chapitre suivant.

Il a �et�e observ�e que la qualit�e de la reconstruction d�ep endait du nombre de pointsNq retenus au sein de la
s�erie scalaire temporelle associ�es �a leurs d�eriv�ees successives, du nombre de pointsNs par pseudo-p�eriodeT0 et
du nombre Np de polynômes retenus pour l'approximation de la fonction standard Fs . Chaque syst�eme ayant
sa propre pseudo-p�eriodeT0, le pas d'int�egration �t de l'algorithme de Runge-Kutta �a pas constant d'ordre 4
[28] doit être choisi en fonction deT0. La reconstruction se fait donc sous unvecteur pilote constitu�e de ces
param�etres ; il est de la forme (�t; N q; Ns; Np).

5.4 Applications

Nous avons d�evelopp�e le principe de notre technique de reconstruction. Elle va être maintenant appliqu�ee
aux deux syst�emes les plus populaires de la dynamique des syst�emes : celui de R•ossler [25] et de Lorenz

[26].
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5.4.1 Le syst�eme de R•ossler

L e syst�eme de R•ossler (�etudi�e aux chapitres 2 et 4) est constitu�e de l'ensemble des trois �equations di��erentielle s
ordinaires coupl�ees suivant : 8

>>><

>>>:

_x = � y � z

_y = x + ay

_z = b+ z(x � c)

(5.76)

dont les param�etres de contrôle sont choisis �egaux �a (a; b; c) = (0 :398; 2; 4) et pour lesquels le mouvement
asymptotique s'installe sur un attracteur �etrange (�g. 5. 3).

Fig. 5.3 { Attracteur AO g�en�er�e par le syst�eme original de R•ossler.

Le syst�eme (5.76) repr�esente le syst�eme original. Il est constitu�e de trois coordonn�ees originales : chaque
coordonn�ee peut être consid�er�ee comme une observable,et par cons�equent, trois cas di��erents peuvent être
�etudi�es comme lors de l'�etude de la transformation stand ard au chapitre pr�ec�edent.

Observable x(t)

Suivant la proc�edure d�evelopp�ee section 5.3.2, le syst�eme standard est de la forme
8
>>>><

>>>>:

_X = Y

_Y = Z

_Z = FSx (x; Y; Z )

(5.77)

La transformation directe standard � x est de la forme (section 4.4.1) :

� x �

8
>>><

>>>:

X = x

Y = � y � z

Z = � b� x � ay + z(c � x)

(5.78)
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Cette transformation peut être invers�ee :

� � 1
x �

8
>>>>>><

>>>>>>:

x = X

y = �
Y(c � X ) + Z + b+ X

a + c � X

z =
Z + b+ X � aY

a + c � X

(5.79)

D�erivant l'expression de Z dans � x et substituant les coordonn�ees originales par leur expression suivant � � 1
x ,

nous obtenons la fonction standardFSx suivante :

FSx = ab� cX + X 2 � aXY + XZ + ( ac � 1)Y + ( a � c)Z �
Y(X + b� aY + Z )

a + c � X
(5.80)

Dans ce cas, la fonction standardFSx pr�esente une singularit�e en X c = a + c de mesure de Lebesgue nulle.
Le syst�eme standard n'est alors int�egrable que par un algorithme de Runge-Kutta �a pas variable [28]. De plus,
en raison du terme rationnel deFSx , celle-ci ne peut avoir une d�ecomposition exacte sur la base de polynômes
choisie (cf. section 5.3.2). La fonctionFSx ne s'identi�e pas �a son approximation de Fourier ~FSx .

Le syst�eme standard exact est repr�esent�e �gure 5.4.a. Bien que la fonction standardFSx soit de la forme
d'une fonction rationnelle, des reconstructions satisfaisantes sont facilement obtenues. Elles sont relativement
robustes, c'est �a dire qu'elles sont peu sensibles �a des modi�cations du vecteur pilote. Par exemple, un syst�eme
standard reconstruit satisfaisant (�g. 5.4.b) est obtenu avec le vecteur de pilotage �egal �a (10� 3; 500; 5; 33), c'est
�a dire avec un syst�eme original �echantillonn�e �a 5 point s par pseudo-p�eriodeT0 sur 100T0 et une approximation
de FSx sur 33 polynômes.

(a) Attracteur standard A S obtenu par application de
� x sur une trajectoire du syst�eme original

(b) Attracteur standard A S obtenu par int�egration du
champ de vecteurs recontruit

Fig. 5.4 { Attracteur standard reconstruit sous un vecteur pilote (10 � 3 ; 500; 5; 33).

Il est possible d'obtenir une reconstruction satisfaisante par un �echantillonnage sur un nombre plus faible
de pseudo-p�eriodes siNq et Ns sont augment�es de mani�ere ad�equate, c'est �a dire par un sur-�echantillonnage.
Remarquons qu'une fonction rationnelle telle queFSx est correctement estim�ee par un polynôme de 33 termes (33
composantes dans le spectre deK p repr�esent�e �gure 5.5.a). Un spectre de K p �a 100 composantes est repr�esent�e
�gure 5.5.b. Il est �evident que l'information essentielle est contenue pourp < 50. L'information contenue au
voisinage dep = 60 est une information parasite car aucune tentative de reconstruction d'un syst�eme standard
avec un vecteur pilote (�t; N q; Ns; 60) n'a pu aboutir. De plus, l'ajout de polynômes suppl�ementaires parasite
�egalement lesK p d'ordre inf�erieur.
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(a) Np = 33 (b) Np = 100

Fig. 5.5 { Spectre de coe�cients sous une reconstruction pilot�ee par le vecteur (10� 3 ; 500; 5; Np ).

Observable y(t)

L'observable est maintenant la variabley(t). Utilisant une permutation circulaire, la proc�edure d�e velopp�ee
section 5.3.2 est appliqu�ee �a la variabley(t). Le syst�eme standard est :

8
>>>><

>>>>:

_Y = Z

_Z = X

_X = FSy (X; Y; Z )

(5.81)

La transformation standard directe � y est la suivante (section 4.4.1) :

� y �

8
>>><

>>>:

X = ax + ( a2 � 1)y � z

Y = y

Z = x + ay

(5.82)

tandis que son inverse �� 1
y est de la forme :

� � 1
y �

8
>>><

>>>:

x = Z � aY

y = Y

z = aZ � X � Y

(5.83)

La fonction standard FSy est alors :

FSy = � b� cY + ( ac � 1)Z + ( a � c)X � aY2 + ( a2 + 1) Y Z � aXY � aZ 2 + XZ (5.84)

C'est un cas tr�es simple o�u la fonction standard FSy est une fonction polynômiale. Nous retrouvons sur cette
variable tous les b�en�e�ces de l'�equivalence di��eomorp hique entre l'attracteur original AO et l'attracteur recons-
truit ASy d�emontr�ee au chapitre pr�ec�edent. La fonction standard FSy �etant une fonction polynômiale de E 9,
elle est �egale �a son approximation de Fourier ~FSy dans E 9 :

~Fsy = K 1 + K 2 Y + K 3 Z + K 4 X + K 5 Y 2 + K 6 Y Z + K 7Y X + K 8 Z 2 + K 9 ZX (5.85)

dont le spectre th�eorique de coe�cients K p peut être connu par identi�cation avec l'expression de FSy . Les
valeurs litt�erales Kp, les valeurs num�eriques th�eoriquesK pth et les valeurs calcul�eesK p sont report�ees dans le
tableau 5.1 pour une reconstruction pilot�ee par le vecteur(10� 3; 100; 10; 10). Nous pouvons d�e�nir une erreur
relative � p de la forme :

� p =
jK pth � K p j

K pth

(5.86)
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L'erreur relative est de l'ordre de 0.001 %. Nous avons ici une tr�es bonne pr�ecision sur le calcul desK p. L'avantage
manifeste d'une telle propri�et�e de la fonction standard est une grande robustesse. Une reconstruction satisfaisante
du syst�eme standard (�g. 5.7.b) est obtenue avec un vecteurpilote �egal �a (10 � 3; 10; 10; 10).

Tab. 5.1 { Coe�cients K p

p Kp K pth K p � p (%)

1 � b -2 -1.9999842 0:8 10� 03

2 � c -4 -3.9999729 0:7 10� 03

3 ac � 1 0.592 0.5919901 0:2 10� 02

4 a � c -3.602 -3.6019751 0:7 10� 03

5 � a -0.398 -0.3979973 0:7 10� 03

6 a2 + 1 1.158404 1.1583972 0:6 10� 03

7 � a -0.398 -0.3979960 1:0 10� 03

8 � a -0.398 -0.3979978 0:6 10� 03

9 1 1 0.9999936 0:6 10� 03

10 0 0 1:1426 10� 06 -

La robustesse se traduit par une reconstruction satisfaisante obtenue sous le vecteur (10� 3; 200; 10; 200).
Le spectre de coe�cients correspondant est propos�e �gure 5.6 : seuls les 9 coe�cients th�eoriquement non nuls
restent di��erents de 0. Une reconstruction de qualit�e est donc obtenue sans aucune di�cult�e : la reconstruction
est tr�es robuste �a partir de cette variable.
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Fig. 5.6 { Spectre de coe�cients sous le vecteur (10� 3 ; 200; 10; 200).

Observable z(t)

Poursuivant la permutation circulaire, seule l'observable z(t) est accessible au physicien. Le syst�eme original
est maintenant : 8

>>>><

>>>>:

_X = Y

_Z = X

_Y = FSz (X; Y; Z )

(5.87)

La transformation standard � z associ�ee est de la forme (section 4.4.1) :

� z �

8
>>><

>>>:

X = b+ z(x � c)

Y = � bc+ bx + c2z � 2cxz � yz � z2 + x2z

Z = z

(5.88)
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(a) Syst�eme standard exact obtenu par application de
� y �a une trajectoire issue du syst�eme original

(b) Syst�eme standard reconstruit : (10 � 3 ; 10; 10; 10)

Fig. 5.7 { Syst�eme standard issu de l'observable y(t).

Son inverse � � 1
z s'�ecrit :

� � 1
z �

8
>>>>><

>>>>>:

x = c +
X � b

Z

y = � Z �
Y
Z

+
X (X � b)

Z 2

z = Z

(5.89)

et la fonction standard FSZ :

FSz = b� (X + c)Z � X + aY + aZ 2 +
1
Z

[(ab+ 3 Y)X � bY � aX 2] +
2X 2

Z 2 (b� X ) (5.90)

Cette fonction est encore une fonction rationnelle laissant apparâ�tre une singularit�e pour Z = 0. L'attracteur
ASz associ�e au syst�eme standard (�g. 5.8) est obtenu par application de la transformation � z �a une trajectoire
issue de l'int�egration du syst�eme original (5.76). Nous pouvons d'ores et d�ej�a constater une forte compression des
trajectoires au voisinage de l'origine de l'espace des phases standard. Cette compression se retrouve directement
sur l'�evolution temporelle de la variable z(t) (voir section 4.4.1). Toutes les tentatives de reconstruction d'un
attracteur chaotique ont �et�e vaines. Seul un cycle limite a pu être reconstruit.

5.4.2 Le syst�eme de Lorenz

Le syst�eme de Lorenz [26] est rendu particuli�erement int�eressant par la pr�esence d'une sym�etrie au sein de
son portrait de phase (chapitre 3). Il poss�ede deux variables �equivariantes,x(t) et y(t), et une variable invariante
z(t). Comme l'ont pr�ecis�e G. P. King et I. Stewart [29], le th�e or�eme de Takens ne s'applique pas aux syst�emes
�equivariants, comme le syst�eme de Lorenz. D'autre part, nous avons vu �a la section 4.4.2 que les attracteurs
standardsASx et ASy poss�edent des propri�et�es de sym�etrie di��erentes de ce lles du syst�eme original : la sym�etrie
axiale originale est rempla�c�ee par une sym�etrie centrale. Il ne peut donc y avoir �equivalence di��eomorphique entr e
l'attracteur AO et les attracteurs ASx et ASy . De plus, en raison de l'invariance de la variablez(t), l'attracteur
standard ASz ne poss�ede aucune propri�et�e de sym�etrie. Si topologiquement cela nous importe peu, du point
de vue du diagramme de bifurcation, la sym�etrie �eventuelle d'un attracteur interdit certaines bifurcations (par
exemple celle du doublement de p�eriode [30]).

A�n de rem�edier �a ces inconv�enients, G. P. King et I. Stewa rt proposent le recours �a deux variables : une
�equivariante et une invariante. Malgr�e tout cela, nous no us bornerons, �a l'instar de beaucoup d'autres, �a l'�etude
de la reconstruction d'un portrait de phase �a partir d'une seule s�erie scalaire temporelle.
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Fig. 5.8 { Syst�eme standard exact obtenu par application de � y �a une trajectoire issue du syst�eme original.

Le syst�eme original est constitu�e de l'ensemble de trois �equations di��erentielles ordinaires suivant (�etudi�e
aux chapitres 3 et 4) :

8
>>><

>>>:

_x = � (y � x)

_y = Rx � y � xz

_z = � bz+ xy

(5.91)

nanti des param�etres de contrôle (R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3) pour lesquels le mouvement asymptotique s'installe sur
un attracteur �etrange sym�etrique (�g. 5.9). Suivant la m^ eme strat�egie que dans la section 4.4.2, nous �etudierons
les trois observablesx(t), y(t) et z(t).

Fig. 5.9 { Attracteur original AO g�en�er�e par le syst�eme de Lorenz ( R; �; b ) = (28 ; 10; 8=3).

Observable x(t)

L'�evolution temporelle de l'observable x(t) est suppos�ee être la seule connaissance que poss�ede le physicien
sur le syst�eme. Il est en pr�esence d'une variable �equivariante. Le syst�eme standard associ�e s'�ecrit de la mani�ere
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suivante : 8
>>>><

>>>>:

_X = Y

_Y = Z

_Z = FSx (X; Y; Z )

(5.92)

La transformation standard � x s'�ecrit :

� x �

8
>>><

>>>:

X = x

Y = � (y � x)

Z = � [(R + � )x � (� + 1) y � xz]

(5.93)

Son inverse � � 1
x s'�ecrit :

� � 1
x �

8
>>>><

>>>>:

x = X

y = X + Y
�

z = ( R � 1) � 1
�X [(� + 1) Y + Z ]

(5.94)

tandis que la fonction standard FSx est de la forme :

FSx = b� (R � 1)X � b(� + 1) Y � (b+ � + 1) Z � X 2Y � �X 3 +
Y [(� + 1) Y + Z ]

X
(5.95)

C'est un nouveau cas o�u la fonction FSx est rationnelle. L'existence d'une singularit�e en X = 0 interdit une
d�ecomposition exacte dans un espace de polynômesE n .

L'int�egration du syst�eme standard (5.92) g�en�ere un att racteur ASx repr�esent�e �gure 5.10.a. Une reconstruc-
tion satisfaisante (�g. 5.10.b) est obtenue pour un vecteurpilote �egal �a (10 � 3; 104; 100; 18). Malheureusement
une telle reconstruction est vraiment peu robuste. De tr�esfaibles variations du vecteur pilote su�sent �a d�etruire
la structure fractale.

(a) Attracteur A Sx obtenu par application de � x �a
une trajectoire g�en�er�ee par le syst�eme original

(b) Attracteur A Sx obtenu par reconstruction du
champ de vecteurs (10 � 3 ; 104 ; 100; 18)

Fig. 5.10 { Attracteur ASx du syst�eme standard.



5.4. APPLICATIONS 181

Observable y(t)

Suivant une permutation circulaire, le physicien n'est cens�e connâ�tre maintenant que l'�evolution temporelle
de l'observabley(t). C'est encore une variable �equivariante. Le syst�eme standard est de la forme :

8
>>>><

>>>>:

_Y = Z

_Z = X

_X = FSy (X; Y; Z )

(5.96)

La transformation standard � y est de la forme (section 4.4.2) :

� y �

8
>>><

>>>:

X = � R(� + 1) x + ( R� + 1) y + ( � + b+ 1) xz � �yz � x2y

Y = y

Z = Rx � y � xz

(5.97)

tandis que son inverse �� 1
y est plutôt di�cile �a obtenir. En posant

8
<

:

A = 1 � R � Rb
B = ( � + b+ 1)( Y + Z ) + X � Y
C = � �Y (Y + Z )

(5.98)

on obtient �nalement (apr�es un peu d'alg�ebre et la r�esolu tion d'une �equation du troisi�eme ordre en x ) :

� � 1
y �

8
>>>>>><

>>>>>>:

x = �X = ( x1 + x2)1=3 + ( x1 � x2)1=3 �
A

3 Y

y = Y

z = �Z =
R �X � Y � Z

�X

(5.99)

o�u
8
>><

>>:

x1 =
AB
6 Y 2 �

C
2 Y

�
A3

27 Y 3

x2 =
1
6

�
4B 3Y � B 2A2 � 18ABCY + 27C2Y 2 + 4 A3C

� 1=2 1
31=2Y 2

(5.100)

La fonction standard FSy peut alors être donn�ee :

FSy = R(1 + R� + � + � 2) �X � (R� (� + 2) + 1) Y

�
�
(1 + b+ � )2 � b� � + 2 R�

� �X �Z + � (� + 2 b+ 2) Y �Z

+(2 + b+ 3 � ) �X 2Y � 3� �XY 2 + �X �Z 2 � R �X 3 + �X 3 �Z

(5.101)

Nous allons tout de même tenter l'approximation de cette fonction FSy plutôt compliqu�ee. Pr�ecisons qu'elle
pr�esente des singularit�es en �X = 0 et Y = 0.

Il n'a pas �et�e tent�e d'int�egration du syst�eme standard (5.96). L'attracteur ASy (�g. 5.11.a) qui lui est associ�e
est obtenu par application de la transformation � y �a une trajectoire issue de l'int�egration du syst�eme orig inal.
L'attracteur ASy est tr�es similaire �a l'attracteur ASx : nous retrouvons la sym�etrie centrale (par rapport �a
l'origine de l'espace des phases standard). Les reconstructions sont peu robustes. La structure fractale est
rapidement d�etruite sous une perturbation du vecteur pilote. Toutefois une reconstruction satisfaisante (�g.
5.11.b) est obtenue pour le vecteur pilote �egal �a (10� 3; 104; 100; 47).



182 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DU CHAMP DE VECTEURS

(a) Attracteur A sy obtenu par application de � y sur
une trajectoire g�en�er�ee par le syst�eme original.

(b) Attracteur A sy obtenu par reconstruction du
champs de vecteurs : (10� 3 ; 104 ; 100; 47)

Fig. 5.11 { Attracteur standard ASy associ�e au syst�eme standard.

Il est tout de même remarquable que la fonction standardFSy , aussi compliqu�ee soit elle, puisse être ap-
proxim�ee par une fonction polynômiale ~Fsy �a 47 termes non-lin�eaires. Le spectre de coe�cients K p est pr�esent�e
�gure 5.12 : aucune information signi�cative n'apparâ�t a pr�es le cinquanti�eme coe�cient.
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Fig. 5.12 { Spectre de coe�cients de la fonction ~Fsy sur E 75 : les coe�cients sont repr�esent�es �a la puissance 1 =4 pour
une meilleure lisibilit�e du spectre.

Observable z(t)

Le physicien a maintenant �a sa disposition l'observable invariante z(t). Le syst�eme standard est de la forme :
8
>>>><

>>>>:

_X = Y

_Z = X

_Y = FSz (X; Y; Z )

(5.102)

La transformation standard � z s'�ecrit de la mani�ere suivante :

� z �

8
>>><

>>>:

X = � bz+ xy

Y = b2z + Rx2 + �y 2 � (b+ � + 1) xy � x2z

Z = z

(5.103)
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Son inverse � � 1
z s'obtient apr�es la r�esolution d'un polynôme en x d'ordre 4 qui se ram�ene �a un polynôme du

second degr�e. En posant :
D = b2Z � (b+ � + 1)( X + bZ) � Y (5.104)

la transformation standard inverse � � 1
z s'�ecrit :

� � 1
z �

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

x = �

"
� D +

�
D 2 � 4(R � Z )� (X + bZ)2

� 1=2

2 (R � Z )

#1=2

= � �X

y = �
X + bZ

�X
= � �Y

z = Z

(5.105)

o�u � = � 1. � reste ind�etermin�e. Il est une signature de l'�equivarian ce du syst�eme de Lorenz : le syst�eme est
invariant sous le changement de variable (x; y; z) ! (� x; � y; z). La fonction standard est de la forme :

FSz = � b3Z � (R + 3 R� � bR) �X 2 � (3� + � 2 + b� ) �Y 2

+
�
(1 + b+ Z )2 � b(� + 1) + 4 R�

� �X �Y

+ [1 + 3 � + 2 b] �X 2Z � 4� �X �Y Z � �X 3 �Y

(5.106)

Ici encore, la fonction standardFSz est plutôt compliqu�ee et pr�esente un ensemble de singularit�es, notamment
pour Z = R.

Comme nous l'avons vu �a la section 4.4.2, l'attracteur standard ASz (�g. 5.13.a) obtenu par application de
la transformation � z sur une trajectoire g�en�er�ee par le syst�eme original (5. 91) est d�epourvu de sym�etrie.

(a) Attracteur A Sz obtenu par application de � z sur
une trajectoire du syst�eme original

(b) Attracteur A Sz obtenu par reconstruction du
champ de vecteurs : (10 � 3 ; 104 ; 100; 46)

Fig. 5.13 { Attracteur ASz associ�e au syst�eme standard.

Malgr�e la complexit�e de la fonction standard FSz , son approximation de Fourier par un polynôme �a 46
coe�cients permet l'obtention d'un attracteur standard ASz reconstruit sous le vecteur (10� 3; 104; 100; 46).
Cette reconstruction est plus robuste que dans les deux cas pr�ec�edents. En accord avec G. Rowland et J. C.
Sprott [14] qui observent une perte accrue de robustesse lorsque les syst�emes sont sym�etriques, la robustesse
de la reconstruction est bien meilleure sur la variablez(t) qui fournit un portrait de phase reconstruit pourvu
d'une structure plus simple (non sym�etrique) que les autres variables.

Nous avons test�e la puissance de notre m�ethode dans plusieurs cas. Si les probl�emes de robustesse se posent
encore et font toujours l'objet de recherches, il est ind�eniable qu'un progr�es a �et�e r�ealis�e par rapport �a la
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technique de d�ecomposition de la fonction standard sur desfonctions rationnelles polynômiales ([18], [20] et
[10]). Il nous reste pourtant �a o�rir une d�emonstration de la puissance d'une telle technique en r�ealisant une
reconstruction �a partir d'orbites p�eriodiques.

5.5 Reconstruction �a partir d'orbites p�eriodiques

Si durant les ann�ees 80, la caract�erisation des attracteurs �etranges se faisait souvent par l'interm�ediaire de
calculs de dimension [2] ou de spectres d'exposants de Lyapunov [3], l'importance des orbites p�eriodiques

au sein d'un syst�eme chaotique a commenc�e �a poindre �a l'aube des ann�ees 90 [31]. En e�et, si l'extraction des
orbites p�eriodiques est d�esormais un probl�eme r�esolu [32], leur extraction d'un syst�eme exp�erimental semble
devenir une r�ealit�e par les techniques de contrôle [33].

A cela s'ajoute l'essor de la caract�erisation topologique[4] qui est bas�ee sur la connaissance de quelques
orbites de faible p�eriode. Nous avons vu aux chapitres 2 et 3, que deux ou trois orbites de faible p�eriode su�saient
�a valider un patron. Une condition sur cette v�eri�cation d emeure pourtant que chaque bande du patron soit
visit�ee par au moins une orbite p�eriodique. N�eanmoins, nous d�emontrerons que la connaissance d'une seule
orbite de p�eriode 1 (qui ne visite donc qu'une seule bande dupatron) peut permettre la reconstruction globale
de l'attracteur ASy .

5.5.1 Le ruban simplement pli�e

Nous commen�cons notre �etude sur le syst�eme de R•ossler (5.76) avec pour vecteur des param�etres de contrôle
(a; b; c) = (0 :43295; 2; 4). Etant donn�e le r�esultat de la section 5.4.1, nous choisissons de travailler sur la

variable y(t) qui pr�esente la plus grande robustesse. Nous savons que levecteur pilote (10� 3; 10; 10; 10) permet
une reconstruction satisfaisante. Nous rappelons que pourle vecteur (a; b; c) choisi, l'attracteur est un ruban
simplement pli�e (cf. chapitre 2). Le patron qui lui est associ�e est repr�esent�e �gure 5.14.

01

(1)

Fig. 5.14 { Patron du ruban simplement pli�e et l'orbite (1) qui lui est a ssoci�ee.

De la population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur, n ous choisissons de tenter une reconstruction �a partir
de l'orbite de p�eriode 1 cod�ee par la s�equence symbolique(1). Cette orbite est construite sur le patron (�g.
5.14). Comme nous pouvons le constater, seule la bande 1 est visit�ee. A priori nous n'avons aucune information
sur la bande 0...

Dans l'espace des phases original, l'orbite (1) est obtenuepar int�egration du syst�eme de R•ossler (5.76) �a
partir des conditions initiales suivantes :

8
<

:

x0 = 0 :2296610494032504
y0 = � 4:11575770590046
z0 = 0 :4500602426204998

(5.107)
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Fig. 5.15 { Orbite de p�eriode 1 cod�ee par la s�equence (1) du ruban simp lement pli�e : ( a; b; c) = (0 :43295; 2; 4).

extraites du tableau 2.2. Elle est repr�esent�ee �gure 5.15. La reconstruction se r�ealise sous le vecteur pilote
(10� 3; 10; 10; 10), c'est �a dire sur une pseudo-p�eriode. Elle conduit au spectre de coe�cients K p regroup�es dans
le tableau 5.2. Les valeurs desK p calcul�ees sont en tr�es bon accord avec les valeurs th�eoriques. La fonction
standard FS est donc correctement estim�ee et l'attracteur AS issu de l'int�egration du syst�eme standard est
�equivalent �a l'attracteur AO ; comme nous l'avons vu au chapitre 2, l'attracteur de R•ossler ne pr�esente plus
de "trou" en son centre pour (a; b; c) = (0 :43295; 2; 4). Ceci est une signature de la pr�esence d'une dynamique
symbolique compl�ete (section 2.3). Cette propri�et�e se retrouve bien sur l'attracteur reconstruit (�g. 5.16). Une
r�evolution sur l'orbite su�t donc �a reconstruire l'attra cteur ASy dans son ensemble (�g. 5.16).

Fig. 5.16 { Attracteur ASy reconstruit �a partir de l'orbite (1) sous le vecteur (10 � 3 ; 10; 10; 10).

Ainsi l'orbite (1) contient su�samment d'information pour permettre une approximation de la fonction
standard FSy et une reconstruction du champ de vecteurs, c'est �a dire qu'elle contient de l'information sur
l'ensemble du portrait de phase standard.

En d'autres termes, l'orbite de p�eriode 1 contient de l'information sur la bande 0 qu'elle ne visite pas
puisqu'elle permet la reconstruction globale de l'attracteur ! Mais poursuivons notre �etude par des variations
des param�etres de contrôle.
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Tab. 5.2 { Coe�cients K p

p Kp K pth K p � p (%)

1 � b -2 -1.999921 0:4 10� 2

2 � c -4 -3.999950 0:1 10� 2

3 ac � 1 0.7318 0.731773 0:4 10� 2

4 a � c -3.56705 -3.566983 0:2 10� 2

5 � a -0.43295 -0.432967 0:4 10� 2

6 a2 + 1 1.187445703 1.187429 0:1 10� 2

7 � a -0.43295 -0.432967 0:4 10� 2

8 � a -0.43295 -0.432944 0:1 10� 2

9 1 1 0.999980 0:2 10� 2

10 0 0 � 0:465 10� 5 -

5.5.2 L'entonnoir

Pour des param�etres �egaux �a (a; b; c) = (0 :523; 2; 4), nous avons vu au chapitre 2 que l'attracteur �etait
caract�eris�e par un patron �a 4 bandes (�g. 5.17).

0123

(1)

Fig. 5.17 { Patron �a 4 bandes associ�e �a l'attracteur g�en�er�e par le syst�eme original pour ( a; b; c) = (0 :523; 2; 4).

Fort de notre succ�es pr�ec�edent, nous tentons maintenant une reconstruction de cet attracteur �a partir de la
même orbite p�eriodique : (1). Ce sont ainsi trois bandes qui ne sont pas visit�ees par l'orbite p�eriodique choisie.
Le vecteur pilote est toujours �egal �a (10 � 3; 10; 10; 10). L'orbite (1) est obtenue par int�egration du syst�eme d e
R•ossler nanti des param�etres de contrôle (a; b; c) = (0 :523; 2; 4) �a partir des conditions initiales suivantes :

8
<

:

x0 = 0 :2812795457084942
y0 = � 3:9379773231553
z0 = 0 :4585986331588

(5.108)

L'orbite p�eriodique est repr�esent�ee �gure 5.18.a.
Du point de vue topologique aucune distinction n'est possible entre l'orbite pour a = 0 :523 et l'orbite
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(a) Orbite de p�eriode 1 cod�ee par la s�equence (1). (b) Attracteur A Sy reconstruit �a partir de l'orbite
(1)

Fig. 5.18 { Reconstruction du syst�eme de R•ossler : ( a; b; c)=(0.523,2,4) �a partir de l'orbite (1).

pour a = 0 :43295. Toutefois la reconstruction est e�ectu�ee avec succ�es (�g. 5.18.b). Les coe�cients K p sont
correctement calcul�es o�rant une estimation satisfaisante de la fonction standard FS sur E 10 (tableau 5.3).

Tab. 5.3 { Coe�cients K p

p Kp K pth K p � p (%)

1 � b -2 -2.000021 0:10 10� 2

2 � c -4 -3.999869 0:32 10� 2

3 ac � 1 1.092 1.091931 0:63 10� 2

4 a � c -3.477 -3.476880 0:34 10� 2

5 � a -0.523 -0.523052 0:99 10� 2

6 a2 + 1 1.273529 1.273502 0:21 10� 2

7 � a -0.523 -0.523082 0:15 10� 1

8 � a -0.523 -0.522953 0:88 10� 2

9 1 1 0.999953 0:46 10� 2

10 0 0 � 0:132 10� 4 -

Ainsi, l'attracteur a encore �et�e reconstruit dans son ensemble par une approximation du champ de vecteurs
standard �a partir d'une orbite de p�eriode 1 (comparez la �g ure 5.18.b avec la �gure 2.19 repr�esentant l'at-
tracteur original pour ces valeurs des param�etres de contr̂ole). En d'autres termes, nous sommes capables de
pr�edire la population d'orbites p�eriodiques d'un attrac teur �a partir de la connaissance d'une seule de ses orbites
p�eriodiques !

5.5.3 Limite de l'�equivalence topologique

Pr�ecisons que si nous ne pr�esentons que deux exemples, l'entreprise a �et�e couronn�ee de succ�es pour di��erents
points de l'espace des param�etres appartenant �a l'ensemble (a; b; c) 2 ([0:380; 0:556]; 2; 4). Notre m�ethode

nous permet donc une caract�erisation des orbites p�eriodiques plus �ne que celle o�erte par la topologie.
En e�et, les deux orbites de p�eriode 1 cod�ees par la s�equence symbolique (1) sont, par d�e�nition de la

dynamique symbolique, topologiquement �equivalentes. Elles ont le même nombre de self-torsions donn�e par
l'�el�ement de matrice du patron M (1; 1). Elles ont même nombre de liaisonsL (1; N ) avec toute orbite p�eriodique
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N pr�esente sur les deux attracteurs (pour a = 0 :43295 et a = 0 :523). Pourtant, nous avons vu qu'elles ne
contiennent pas la même information. Nous devons donc être en mesure de mettre en �evidence une quantit�e qui
distingue ces deux orbites.

Nous avons vu au chapitre 2 que le syst�eme de R•ossler poss�ede deux points �xes F+ et F� de coordonn�ees :
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

x � =
c � (c2 � 4ab)1=2

2

y� = �
c � (c2 � 4ab)1=2

2a

z� =
c � (c2 � 4ab)1=2

2a

(5.109)

L'�evolution de l'attracteur en fonction des param�etres d e contrôle est pilot�ee par l'�evolution des positions
relatives des deux points �xes F+ et F� . Au fur et �a mesure que le param�etre a augmente, le point F+ se
rapproche de l'attracteur ; son in
uence se fait donc de plusen plus sentir. Il modi�e notamment la con�guration
de la vari�et�e au point d'in
�echir notablement la boucle d e l'orbite (1) (cf. �g. 5.15 et �g. 5.18.a).

Par cons�equent la quantit�e repr�esentative de l'attract eur li�ee �a l'orbite (1) doit être reli�ee aux deux points
�xes F+ et F� . Au point �xe F� est associ�ee une vari�et�e instable bidimensionnelle surlaquelle une trajectoire
se d�eveloppe en spirale divergente [34]. La vari�et�e stable est unidimensionnelle. Le second point �xeF+ pr�esente
une vari�et�e instable unidimensionnelle et une vari�et�e stable bidimensionnelle sur laquelle une trajectoire d�ecrit
une spirale convergente [34]. Par cons�equent, nous pouvons associer un vortex �a chacun des points �xes. Chacun
d'eux est caract�eris�e par une vitesse angulairew+ et w� .

En accord avec les travaux de L. P. Sil'nikov [35], les valeurs propres du jacobienJx � en ces points �xesC�

sont respectivement de la forme (section 2.3.2) :
8
<

:

� � + iw �

� � � iw �

� � �

et

8
<

:

� + � iw+

� + + iw+

� +

(5.110)

Les deux vitesses angulaires peuvent donc être d�etermin�ees par calcul des valeurs propres du jacobien (section
2.3.3). Pour (a; b; c) = (0 :43295; 2; 4), les solutions sont enF� :

8
<

:

0:1481087 + i 0:975955
0:1481087� i 0:975955

� 3:63360630
(5.111)

et en F+ : 8
<

:

� 0:08145529� i 3:108388
� 0:08145529 + i 3:108388

0:36619954
(5.112)

D'o�u w� = 0 :975955rad s� 1 et w+ = 3 :108388rad s� 1. Nous pouvons ainsi retrouver un ordre de grandeur de
la pseudo-p�eriode fondamentaleT0 par la relation :

T0 �
2�
w�

= 6 :43 s (5.113)

Etant donn�e que l'attracteur se construit sous l'in
uence de ses deux points �xes, l'orbite (1) est issue de la
combinaison des deux vortex. Poura = 0 :12496:::, � � � 0 et w� � 1 : c'est la bifurcation de Hopf qui donne
naissance au cycle limite g�en�erateur de la cascade de doublements de p�eriode (voir chapitre 1). Juste au del�a,
le cycle limite (1) est uniquement sous l'in
uence du vortex associ�e au point F� : il d�ecrit une ellipse contenue
dans un plan approximativement parall�ele au plan xy (�g. 5.19).

Au fur et �a mesure que le param�etre de contrôle a est augment�e, le second point �xe F+ se rapproche du
point F� . Le vortex qui lui est associ�e prend de l'in
uence sur le cycle limite (1) maintenant d�estabilis�e (�a
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Fig. 5.19 { Evolution de l'orbite (1) sous l'in
uence croissante du poi nt �xe F+ .

partir de a = 0 :3348:::). Le param�etre a augmentant, la distance entre les deux point �xes diminue etl'orbite
(1) se d�ecolle progressivement du plan originel pour s'orienter suivant la direction desz (�g. 5.19). Sa longueur
augmente simultan�ement impliquant une croissance de la p�eriode temporelleT(1).

D'une certaine mani�ere, nous pouvons dire que la p�eriode temporelleT de l'orbite (1) est �egale �a la somme
des contributions du vortex de F� et du vortex de F+ . L'�evolution de la p�eriode temporelle (1) traduit quali-
tativement l'�evolution respective de l'in
uence des vort ex associ�es �a F� et F+ . Par cons�equent, cette p�eriode
temporelle caract�erise l'attracteur dont l'orbite (1) es t issue. Son �evolution en fonction du param�etre a est
repr�esent�ee �gure 5.20.

0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
a

6.20
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T
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) 
(s

)

Fig. 5.20 { L'�evolution de la p�eriode temporelle T de l'orbite (1) comme signature d'un attracteur �etrange. L 'in
uence
croissante du point �xe F+ est caract�eris�ee par une augmentation de la p�eriode T .

Nous avons donc mis en �evidence une quantit�e li�ee �a l'orbite (1) qui caract�erise chaque attracteur. Ainsi
l'information n�ecessaire �a la reconstruction globale de l'espace des phases n'est pas d'ordre topologique. Deux
orbites topologiquement identiques o�rent deux attracteurs reconstruits di��erents. Cette information est conte-
nue dans la structure di��erentielle de la trajectoire, c'e st �a dire dans les gradients de vitesse et d'acc�el�erationde
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la trajectoire. Ainsi de telles possibilit�es sont probablement l'apanage des techniques di��erentielles. Une seule
orbite de faible p�eriode su�t donc �a caract�eriser un attr acteur par l'information contenue dans sa structure
di��erentielle.

5.6 Conclusion

Si les m�ethodes de reconstruction locale ont permis l'�etude g�eom�etrique de l'espace des �etats par l'interm�ediair e
de param�etres tels que la dimension fractale, l'obtentionde mod�eles d'�equations non-lin�eaires pouvant re-

produire le comportement chaotique observ�e est d�esormais une r�ealit�e num�erique. L'approximation du champ
de vecteurs peut être r�ealis�ee sur les d�eriv�ees ou les composantes principales. Nous avons pr�ef�er�e la m�ethode
di��erentielle car si une telle reconstruction existe, l'a ttracteur standard pr�esente toujours un "trou" en son mi-
lieu ; ceci garantit l'existence d'une section de Poincar�eet la construction d'une application de premier retour.
Les propri�et�es topologiques peuvent alors être minutieusement �etudi�ees.

Nous avons d�emontr�e que notre m�ethode ne n�ecessitait la connaissance que d'une seule orbite p�eriodique
pour reconstruire l'ensemble de la population d'orbites p�eriodiques. Les m�ethodes globales se r�ev�elent ainsi des
outils de pr�ediction puissants. Toutefois, nous devons d�eplorer un manque de robustesse qui n'autorise pas encore
une application exp�erimentale syst�ematique, bien qu'un cycle limite observ�e sur l'exp�erience du �l chaud [36]
ait �et�e recontruit [37]. Sur ce plan, notre m�ethode o�re d es r�esultats analogues aux autres techniques utilis�ees :

{ Par exemple, l'analyse en composantes principales pr�esente l'avantage de fournir un �ltre du bruit. Ce-
pendant M. Palus et I. Dvor�ack [13] d�emontrent que le niveau de bruit d�etect�e dans le spectre de valeurs
propres d�epend plus du d�ecalage temporel� utilis�e que de la quantit�e r�eelle de bruit dans les donn�e es
exp�erimentales ; cette technique peut même g�en�erer du bruit ! Les auteurs concluent que l'utilisation de
cette m�ethode comme technique de �ltrage est douteuse et qu'elle peut aussi d�etruire de l'information sur
le syst�eme dynamique au lieu du bruit.

{ G. Rowland et J. C. Sprott [14] utilisent, eux aussi, l'analyse en composantes principales pour choisir les
variables d�ependantes appropri�ees �a la reconstruction d'un espace des �etats. Ils constatent une simpli�-
cation de la dynamique (due �a l'application de l'analyse encomposantes principales �a une s�erie bruit�ee).
Ils sont �egalement confront�es �a des probl�emes de robustesse : 90 % de leurs solutions sont instables. Ils
�etablissent en�n une corr�elation entre le nombre de termes autoris�es par l'approximation de leur fonction
et le nombre de solutions instables. Les probl�emes de robustesse sont particuli�erement pr�esents dans le
cas de syst�emes sym�etriques.

A ce point, il est di�cile d'�etablir laquelle de ces m�ethod es est la plus e�cace : certaines o�rent des reconstruc-
tions de qualit�e dans tel cas et des solutions divergentes dans d'autres, et vice versa. La grande faiblesse des
d�eriv�ees r�eside dans leur comportement face au bruit : pourtant nous montrerons dans le chapitre suivant que
l�a n'est pas l'essentiel du probl�eme !

L'implantation de nouvelles techniques pour l'estimation des d�eriv�ees est en cours de r�ealisation. Ainsi
les polynômes de Legendre vont être test�es pour l'estimation d'une quantit�e proportionnelle aux d�eriv�ees.
D'incessantes recherches sont poursuivies pour am�eliorer la robustesse de l'approximation de la fonction standard
FS .
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Chapitre 6

Reconstruction en pr�esence de bruit

6.1 Introduction

L'�etude des syst�emes dynamiques se fait couramment par l'interm�ediaire d'une s�erie temporelle. En e�et, il
est rare que la mesure simultan�ee de deux quantit�es soit possible. Toutefois cette s�erie temporelle, d'apr�es le
principe de redondance de l'information au sein d'un syst�eme dynamique, contient toute l'information n�ecessaire
�a la compl�ete connaissance du syst�eme. Pour acc�eder �a cette information, il su�t de construire un jeu de variables
ind�ependantes �a partir de cette s�erie temporelle. L'espace reconstruit sur la base de ces variables peut alors
permettre de d�e�nir de mani�ere unique les �etats du syst�e me.

Au chapitre pr�ec�edent, nous avons test�e notre technique de reconstruction dans le cas d'une s�erie de donn�ees
exempte de toute perturbation. Cependant, avant de l'appliquer �a des syst�emes exp�erimentaux, nous avons
confront�e la m�ethode aux complications du monde r�eel : le bruit.

Si le th�eor�eme de Takens [1] fournit une justi�cation rigo ureuse des techniques de reconstruction, il ne
fournit qu'un guide sur la reconstruction d'espace des �etats du monde r�eel �a partir de donn�ees bruit�ees. En
e�et, la s�erie temporelle x(t) du th�eor�eme est arbitrairement pr�ecise, r�esultant d' �etats arbitrairement pr�ecis. La
cons�equence de cela est que le d�ecalage temporel� peut prendre n'importe quelle valeur sans a�ecter la qualit�e
des reconstructions (nous concevons toutefois que pour un cycle limite le d�ecalage temporel ne peut être un
multiple de la p�eriode). En pratique les conditions du th�e or�eme de Takens ne sont pas satisfaites : les s�eries
temporelles exp�erimentales sont restreintes en r�esolution et en quantit�e. A cela s'ajoute la pr�esence de bruit
dans les donn�ees exp�erimentales qui perturbe les �etats et rend critique le choix d'un bon d�ecalage temporel.

Plusieurs sources de bruit compliquent le probl�eme des reconstructions �a partir de s�eries exp�erimentales [2] :

le bruit observationnel : dû aux instruments de mesures ; la s�erie temporelle r�eellement observ�ee est de la
forme

x(t) = ~x(t) + � (t) (6.1)

o�u ~x(t) est la s�erie temporelle exacte et� (t) la variable al�eatoire repr�esentant le bruit. Le bruit � (t) perturbe
la s�erie ~x(t) autour de sa valeur mais n'en modi�e pas profond�ement l'�evolution. Le bruit est additionnel.

le bruit dynamique : dû aux in
uences ext�erieures qui perturbent l'�evolutio n du syst�eme ; le syst�eme �etudi�e
n'est plus strictement d�eterministe et comporte une composante stochastique. Il peut être �ecrit sous la
forme

_x (t) = f (x (t) + � (t)) (6.2)

o�u f est le champ de vecteurs exact du syst�eme et� (t) la composante stochastique. Ce type de bruit im-
plique une perturbation profonde du comportement dynamique assimilable �a une variation des param�etres
de contrôle du syst�eme (section 6.2.2).

l'erreur d'estimation : Le champ de vecteurf et le 
ot � t ne sont pas connus. Nous pouvons estimer la
dynamique dans l'espace des �etats reconstruit, mais avec une quantit�e �nie de donn�ees, cette approximation
n'est jamais parfaite.
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Pour �etudier l'in
uence du bruit sur la qualit�e de la recon struction d'un syst�eme dynamique, on utilise
la variable y(t) du syst�eme propos�e par O. R•ossler [3] en raison de la grande robustesse de la technique de
reconstruction �a partir de cette variable (chapitre 5). Ra ppelons que le syst�eme standard associ�e �a cette variable
est de la forme : 8

<

:

_Y = Z
_Z = X
_X = FS (X; Y; Z )

(6.3)

o�u FS est la fonction standard exacte dont l'expression analytique, d�eduite du syst�eme original, est

FS (X; Y; Z ) = � b � cY + ( ac � 1)Z + ( a � c)X � aY2

+ ( a2 + 1) Y Z + aXY � aZ 2 + XZ
(6.4)

La m�ethode de reconstruction utilis�ee projette la foncti on standard sur une base de polynomes multivariables :
on obtient alors une fonction estim�ee ~FS (X; Y; Z ) qui s'�ecrit

~FS (Y; Z; X ) = K 1 + K 2 Y + K 3 Z + K 4 X + K 5 Y 2

+ K 6 Y Z + K 7 Y X + K 8 Z 2 + K 9 ZX + :::
(6.5)

o�u l'ensemble f K pg d�e�nit le spectre naturel de l'attracteur reconstruit. Da ns le cas consid�er�e, la fonction
standard exacteFs ne pr�esente pas de singularit�es. Ainsi les coe�cients K p peuvent être connus th�eoriquement.
Leur expression analytique et leur valeur num�erique sont donn�ees dans le tableau 6.1.

Tab. 6.1 { Expressions analytiques et num�eriques des coe�cients K p pour : (a; b; c) = (0 :398; 2; 4).

K p Expression analytique Expression num�erique

1 -b -2
2 -c -4
3 ac - 1 0.592
4 a - c -3.602
5 -a - 0.398
6 a2 + 1 1.158404
7 a 0.398
8 -a -0.398
9 1 1
10 0 0

La d�ecomposition de la fonction standard FS sur la base de polynômes multivariables choisie est donc
exacte. De ce fait, elle pr�esente une grande robustesse et reste satisfaisante avec une d�ecomposition sur plus de
200 termes [4]. Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent que la fonction standard FSy du syst�eme de R•ossler est
constitu�ee de 9 termes qui correspondent aux 9 premiers �el�ements de la base desP i . Ainsi, seuls les 9 premiers
coe�cients de la d�ecomposition sont di��erents de 0.

Chaque reconstruction est caract�eris�ee par unvecteur pilote constitu�e des variables suivantes :

h �echantillonnage de la s�erie temporelle

Nq nombre total de points retenus avec leurs d�eriv�ees successives pour l'approximation de la fonction standard
FS

Ns nombre de points retenus avec leurs d�eriv�ees successivespar pseudo-p�eriodeT0

Np nombre de termes sur lesquels l'approximation est r�ealis�ee (nombre de coe�cients K p) : il d�etermine la
dimension de l'espace sur lequelFS est projet�ee
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Ainsi la s�erie temporelle utilis�ee doit être �echantill onn�ee �a la fr�equence minimale f = 1 =h et constitu�ee d'un
nombre minimum de points N d�e�ni par :

N = fT (6.6)

o�u T est la dur�ee de la mesure. Evidemment nous devons avoir la relation N > N s, le calcul des d�eriv�ees
n�ecessitent de conn̂�tre les voisins des points retenus. Toute cette �etude sera men�ee avec des donn�ees compatibles
avec l'exp�erience. La fr�equence de l'�echantillonnage sera donc limit�ee �a 10000H z (h = 10 � 4s) et le nombre N
de points �a 5:106 environ (compatible avec les possibilit�es d'acquisitiond'une station de travail).

(a) Attracteur standard reconstruit. (b) Application de pr emier retour de la section
Ps �a elle-même et distribution de probabilit�e
de visite exprim�ee en pourcentage.

Fig. 6.1 { Attracteur reconstruit par int�egration du syst�eme stand ard apr�es approximation de la fonction standard
exacte.

Une reconstruction satisfaisante peut être obtenue [4] avec un vecteur pilote de (h; Nq; Ns; Np) = (10 � 3; 10; 10; 10).
L'attracteur obtenu par int�egration du syst�eme standard reconstruit (6.3) est pr�esent�e �gure 6.1. Il est accom-
pagn�e de son application de premier retour dans la section de Poincar�e PS d�e�nie par

PS =
�

(X; Y; Z ) 2 R3jZ = 0 ;
@�0
@Y

> 0
�

(6.7)

o�u � t est le 
ot associ�e au syst�eme standard reconstruit. Par la suite, lorsqu'une application de premier retour
sera pr�esent�ee, elle sera toujours obtenue �a partir de cette section de Poincar�e. En particulier, la fr�equence de
visite d'un intervalle donn�e de la section de Poincar�e peut être modi��ee sans que cela apparaisse sur l'application
de premier retour. En e�et, ceci r�esulte de la r�esolution g raphique, aussi nous ferons appel �a la densit�e invariante
naturelle � (Z ) [5]. La densit�e invariante � (Z ) est obtenue par d�ecomposition de la section de Poincar�ePS en
une centaine d'intervalles. La probabilit�e de visite de ces intervalles est alors extraite sur 10000 intersections
avec la sectionPS et utilis�ee comme approximation de la densit�e invariante � (Z ). Evidemment, plus petits sont
les intervalles et plus grand est le nombre d'intersectionsavecPS , meilleure est l'approximation [5]. Rappelons
qu'une trajectoire chaotique est vue comme circulant au voisinage d'un squelette d'orbites p�eriodiques [6], c'est
�a dire qu'elle est sans cesse attir�ee et repouss�ee sur lesvari�et�es stable et instable des objets hyperboliques que
sont les orbites p�eriodiques. Ainsi la densit�e invariante � (Z ) est intimement reli�ee �a la population d'orbites
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p�eriodiques de l'attracteur standard As . La densit�e � (Z ) est donc une signature de l'attracteur. En e�et, la
densit�e invariante � (Z ) poss�ede la particularit�e de pr�esenter des singularit�es localis�ees sur les it�er�es du point
critique. Elle renseigne donc sur la derni�ere orbite p�eriodique apparue au sein de l'attracteur. Elle permet ainsi
de d�etecter les plus faibles variations des param�etres decontrôle.

De mani�ere �a traiter une s�erie temporelle r�ealiste du po int de vue exp�erimental, du bruit simulant les
incertitudes de mesure doit être ajout�e. Il sera choisi gaussien et son amplitude sera d�e�nie relativement aux
variations de la s�erie num�erique par le rapport signal/br uit Sb qui constituera une variable composante au
vecteur pilote. Le calcul des d�eriv�ees par di��erences �n ies �etant tr�es sensible aux moindres 
uctuations, un
lissage devra être introduit. Le vecteur pilote contiendra une sixi�eme composante relative �a ce lissage : il s'agit
d'une fr�equence de coupuref c au del�a de laquelle le spectre de puissance est coup�e. Le vecteur pilote est alors
de la forme (h; Nq; Ns; Np; Sb; f c).

6.2 Le bruit

6.2.1 Bruitage

La confrontation avec des donn�ees exp�erimentales est toujours sujette �a des controverses : est-ce du chaos
ou est-ce du bruit ? Pourtant, l�a n'est pas toujours la question ! Du point de vue exp�erimental, le bruit et le
chaos ne sont pas deux cat�egories mais deux extrêmes [7] : rarement les syst�emes rencontr�es sont entierement
d�eterministes ou purement al�eatoires, c'est toujours un m�elange des deux. Aussi avons-nous �a ajouter une
composante al�eatoire � (t) �a la s�erie num�erique extraite de l'int�egration du syst �eme de R•ossler.

La composante al�eatoire � (t) est r�egie par une distribution gaussienne de variance� 2 = 2 [8] et �ecrêt�e au-
dessus de� . A�n de quanti�er les e�ets secondaires dûs au bruit de mesure et �a la mauvaise r�eaction �eventuelle
de la technique de reconstruction, le bruit ne sera pas ins�er�e dans le champ de vecteurs (relation 6.2) car il
impose alors une modi�cation de l'espace des param�etres qui ne peut être �evalu�ee avec pr�ecision, tant du point
de vue exp�erimental que num�erique (voir section 6.2.2). Seul le bruit observationnel sera pris en compte. De ce
fait nous choisissons de bruiter la s�erie num�erique de mani�ere additive :

y(t) = ~y(t) + � � (t) (6.8)

o�u ~y(t) est la s�erie temporelle num�erique issue de l'int�egrati on du syst�eme de R•ossler et� un coe�cient multi-
plicatif d�eterminant l'amplitude du bruit. Le rapport sig nal/bruit Sb est d�e�ni par :

Sb = 10 log

 
� 2

signal

� 2
bruit

!

(6.9)

et exprim�e en dB. De cette mani�ere, une s�erie num�erique bruit�ee repr�es entative d'un signal exp�erimental est
obtenue. Pour un �echantillonnage �a 100 Hz et un rapport signal/bruit Sb � 27dB la s�erie scalaire bruit�ee y(t)
est repr�esent�ee �gure 6.2. Lorsque la s�erie num�erique n'est pas bruit�ee, le rapport signal/bruit est dit in�ni et
sera not�e Sb = 1 .

0 10 20 30
temps (s)

±6

±2

2

y(
t)

Fig. 6.2 { S�erie temporelle �echantillonn�ee �a 100 Hz et bruit�ee av ec un rapport signal/bruit Sb � 27dB .
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6.2.2 Modi�cation de l'espace des param�etres

Une reconstruction de l'attracteur de R•ossler est donc tent�ee en pr�esence de bruit. D�es les plus grands
rapports signal/bruit (de l'ordre de 138 dB), la reconstruction pilot�ee par le vecteur (10 � 3; 10; 10; 10; 138; 0)
�echoue. L'adjonction de bruit, même tr�es faible, a forte ment augment�e le degr�e d'instabilit�e du syst�eme :
l'ensemble attracteur est d�etruit et la trajectoire est �e ject�ee �a l'in�ni. La technique de reconstruction nantie
d'un tel vecteur pilote est e�ectivement tr�es sensible �a t oute perturbation. Un faible bruit introduit une disparit� e
des donn�ees (tout particuli�erement sur les d�eriv�ees qu i lui sont tr�es sensibles) telle que la coh�esion n�ecessaire �a
l'obtention d'un ensemble attracteur n'est plus atteinte.

Nous avons observ�e que le taux d'information (le nombre de points Nq) doit être augment�e avec l'amplitude
des perturbations apport�ees. D'une certaine mani�ere, lecaract�ere al�eatoire du bruit est absorb�e par l'approxi-
mation (proche d'une technique de moindre carr�e) de l'�echantillon alors redondant. Ainsi une augmentation du
nombre Nq de points permet de r�ecup�erer un ensemble attracteur (Fig. 6.3). Si un cycle limite de p�eriode 1
contient plus d'information qu'une trajectoire divergent e, sa dynamique n'en demeure pas moins tr�es pauvre.

(a) Attracteur standard reconstruit (b) Spectre de coe�cients

Fig. 6.3 { Syst�eme standard reconstruit avec le vecteur pilote (10 � 3 ; 100; 10; 10; 138; 0).

Le nombre de pointsNq de l'�echantillon est encore augment�e de mani�ere �a am�el iorer la statistique sur les
coe�cients K p. L'attracteur pr�esente alors une structure plus riche (Fi g. 6.4.a). Il poss�ede d�esormais une appli-
cation de premier retour continue caract�eristique d'un r�egime chaotique. Toutefois, deux branches monotones
suppl�ementaires sont apparues (Fig. 6.4.b). La dynamiquede l'attracteur s'est donc enrichie de deux lettres.
La coh�erence (un attracteur est dit coh�erent lorsque les 
 uctuations de sa p�eriode de r�evolution sur l'attracteur
par rapport �a sa pseudo-p�eriode sont faibles [9]) est alors d�etruite (comparer le spectre de puissance de la �gure
6.4.c et celui de la �gure 6.1). Il existe en e�et une forte corr�elation entre la perte de coh�erence et l'apparition
d'une troisi�eme lettre [10]. Les propri�et�es dynamiques de cet attracteur reconstruit sont donc tr�es di��erentes d e
celles du syst�eme original. Le bruit a d�estabilis�e la dyn amique : il y a translation dans l'espace des param�etres.

Cependant cette modi�cation n'est pas sp�eci�que �a la tech nique de reconstruction utilis�ee. En e�et, de par
leur structure, les attracteurs �etranges ont un comportement particulier vis �a vis du bruit. " Les op�erations
d'�etirement et de repliement des attracteurs �etranges suppriment les informations initiales et les remplacent
par d'autres : l'op�eration d'�etirement augmente les ince rtitudes �a petite �echelle et l'op�eration de repliement,
en rapprochant des trajectoires initialement tr�es �eloig n�ees l'une de l'autre, supprime toutes les informations �a
grande �echelle" [11]. De cette mani�ere toute 
uctuation microscopique du e au bruit est ampli��ee jusqu'�a devenir
une variation macroscopique. Les attracteurs �etranges jouent donc le rôle d'un ampli�cateur de bruit. " Il existe
cependant une di��erence fondamentale entre un attracteur�etrange et un banal ampli�cateur de bruit : du fait de
la r�ep�etition ininterrompue des op�erations d'�etireme nt et de repliement, ce sont des 
uctuations d'importance
minime qui dominent �nalement le syst�eme tout entier" [11]. Ainsi, un syst�eme chaotique g�en�ere son propre bruit
dans la mesure o�u la connaissance d'un �etat ne peut être in�niment pr�ecise. Suivant cette id�ee, une augmentation
du bruit introduit une transition vers le chaos. Toutefois, au lieu de d�estabiliser le mouvement chaotique dans
l'espace des phases, le bruit �etend le chaos tandis qu'il d�etruit les cycles limites [12]. Ceci a �et�e observ�e sur un
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(a) Attracteur standard reconstruit (b) Application de premier retour

(c) Spectre de puissance (d) Spectre de coe�cients

Fig. 6.4 { a) Syst�eme standard reconstruit �a l'aide du vecteur de pil otage (10� 3 ; 650; 10; 10; 170; 0) accompagn�e de son
spectre de puissance, b) son application de premier retour et c) son spectre de coe�cients

cycle limite de p�eriode 2 du syst�eme de R•ossler pour un vecteur de controle (a; b; c) = (0 :340; 2; 4). Le champ
de vecteurs a �et�e bruit�e (et non la s�erie temporelle comm e c'�etait le cas pr�ec�edemment) de la mani�ere suivante :

8
>>><

>>>:

_x = � y � z + � � 1

_y = x + ay + � � 2

_z = b+ z(x � c) + � � 3

(6.10)

o�u � 1; � 2 et � 3 sont trois nombres al�eatoires de distribution gaussienne. Pour un rapport signal/bruit Sb de
l'ordre de 44dB, le cycle limite de p�eriode 2 a perdu son aspect p�eriodiquepour laisser place �a une trajectoire
ap�eriodique (voir Fig. 6.5).

Le spectre de puissance ne pr�esente plus le pic correspondant �a la fr�equence f 0=2 (tous les spectres, sauf
remarques contraires, sont donn�es en fr�equences adimensionnalis�ees par rapport �a la fr�equence f 0 de la pseudo-
p�eriode). Seule la fr�equence associ�ee �a la pseudo-p�eriode de l'attracteur reste �evidente. La large bande accom-
pagn�ee d'un pic en fait un spectre caract�eristique d'un r�egime chaotique. Le bruit d�etruit la stabilit�e du cycle
limite et joue le role d�estabilisateur �a l'origine du r�eg ime chaotique. Au passage d'un cycle limite de p�eriode 2 de
la cascade de doublements de p�eriode �a un attracteur chaotique est associ�ee une cr�eation d'orbites p�eriodiques
instables (voir chapitre 2). Le bruit se comporte donc commeun g�en�erateur d'orbites p�eriodiques. En d'autres
termes, "les 
uctuations agissent comme un champ d�esorganisateur sur la dynamique d�eterministe" [12] et aug-
mentent l'observabilit�e du chaos. De ce fait, il se produit une modi�cation de l'espace des param�etres dans la
mesure o�u certaines bifurcations sont estomp�ees par le bruit (exp�erimentalement la cascade de doublements de
p�eriode ne peut être suivie au del�a de quelques bifurcations). Cette modi�cation de l'espace des param�etres en
pr�esence de bruit est �etudi�ee de mani�ere d�etaill�ee pa r S. J. Ling et M. L•ucke [13].

L'�evolution d'un syst�eme est plus ou moins perturb�ee par les in
uences ext�erieures suivant sa capacit�e �a
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(c) Cycle limite de p�eriode 2 (d) Restitution d'un attracteur chaotique apr�es introduc -
tion de bruit dans le champ de vecteurs ( Sb � 44 dB)

Fig. 6.5 { Cycle limite de p�eriode 2 et son spectre de puissance (syst�eme de R•ossler (a; b; c) = (0 :340; 2; 4)) modi��e par
perturbation du champ de vecteurs.

ampli�er le bruit. Ceci peut être qualitativement illustr �e sur les �equations du syst�eme de R•ossler :

8
>>>>><

>>>>>:

_x = � y � z

_y = x + ay

_z = b+ z(x � c)

(6.11)

Suposons que nous observonsy. Puisque _y ne d�epend pas directement dez, l'information sur z d�epend du 
ot
d'information �a travers x ; lorsque z varie cela induit un changement de _x et par l�a-même une variation de x.
Imaginons une perturbation sur la variable x. Elle sera r�epercut�ee imm�ediatement sur _y et _z. Etant donn�e la
lin�earit�e de _y avecx, cette perturbation ne sera pas particuli�erement ampli��ee. Par contre, en raison du couplage
xz au sein de _z, lorsque z est grand, cette perturbation sera ampli��ee et r�einject� ee dans _y via l'observable x
avec un retard. Plus les propri�et�es d'�etirement du syst�eme seront �elev�ees (exposant de Lyapunov important)
plus le bruit sera ampli��e. C'est de cette mani�ere qu'un fa ible bruit ( Sb � 44dB) peut être exponentiellement
ampli��e au sein d'un syst�eme jusqu'�a en modi�er de mani�e re signi�cative le comportement dynamique [2].

Le bruit d�eveloppe le chaos (d�estabilisation) et entrâ� ne l'apparition de lettres suppl�ementaires, toujours
associ�ee �a une destruction de la coh�erence de l'attracteur. Du point de vue de la reconstruction, augmenter le
nombre de pointsNq de l'�echantillon permet de transmettre plus d'informatio n sur le syst�eme et de passer d'un
syst�eme standard reconstruit divergent �a un cycle limite (Fig. 6.3) et, �nalement, �a un attracteur poss�edant
les propri�et�es fractales requises (Fig. 6.4). Toutefois, cette augmentation de Nq s'associe �a un enrichissement
de la dynamique, c'est �a dire �a l'apparition de lettres suppl�ementaires. Même si la structure fractale a ten-
dance �a s'enrichir, des fenêtres de divergence apparaissent entre des fenêtres de comportements chaotiques : ce
ph�enom�ene reste inexpliqu�e.
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En�n, le nombre de points Ns par pseudo-p�eriode ne doit pas être trop �elev�e. En e�et, l'approximation se
r�ealise d'autant plus mal que les points sont rapproch�es.Ceci peut se comprendre dans la mesure o�u, dans le cas
de fortes concentrations de points, la m�ethode est confront�ee �a de brusques variations sur de petits voisinages :
l'approximation ne peut alors se faire sans trop de contraintes.

6.2.3 Augmentation de la dimension

La modi�cation de l'espace des param�etres implique une variation des invariants g�eom�etriques qui ca-
ract�erisent habituellement un attracteur comme sa dimension et ses exposants de Lyapunov. Perturber un
syst�eme dynamique par une composante al�eatoire� (t) (due au bruit observationnel par exemple) augmente sa
dimension [14]. Ceci est particuli�erement sensible d�es que nous travaillons dans un espace reconstruit. En e�et,
l'impr�ecision de notre connaissance sur les �etats du syst�eme ne permet plus de distinguer certains �etats qui de-
vraient l'être. L'un des crit�eres de qualit�e des m�ethod es de reconstruction est bas�e sur l'absence d'intersections
de la trajectoire avec elle-même (respect du principe du d�eterminisme) ; aussi l'adjonction de bruit impose une
augmentation de l'espace reconstruit pour pallier �a cet e�et. Ceci peut être compris de la mani�ere suivante :

Soit un �etat reconstruit y inscrit sur la sous-vari�et�e �( M ) de l'espace reconstruit de dimension
m o�u � d�e�nit un plongement. Supposons que la mesure soit ent ach�ee de bruit � (t) de distribution
gaussienne de variance� . L'�etat est d�e�ni �a l'int�erieur d'une boule de rayon � centr�e sur y : c'est une
gaussienne isotrope centr�ee sury = �( x); x 2 M . Lorsque la sous-vari�et�e �( M ) se comporte bien,
l'�etat reconstruit permet de remonter �a l'�etat vrai par l a transformation � � 1 (Fig. 6.6.a). Par contre
si la sous-vari�et�e �( M ) est telle que la boule de rayon� centr�ee sur y poss�ede plusieurs intersections
avec �( M ), alors il devient impossible de remonter �a l'�etat vrai x sans ambiguit�e (Fig. 6.6.b). Tout se
passe comme si � n'�etait plus un plongement. La dimension m doit être augment�ee pour pallier aux
self-intersections intempestives de la sous-vari�et�e �( M ). La dimension de l'espace des �etats original
sera alors surestim�ee. De cette mani�ere, la dimension de l'attracteur a �et�e augment�ee par la pr�esence
du bruit.
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Fig. 6.6 { In
uence de l'amplitude du bruit sur la qualit�e de la recons truction : a) amplitude su�sament faible pour
interdire les self-intersections de la sous-vari�et�e �( M ) et b) amplitude importante du bruit entrainant une violati on du
d�eterminisme.
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La d�etermination d'une dynamique reconstruite s'av�ere d onc d�elicate en raison de la di�cult�e �a distinguer
certains �etats en pr�esence de bruit. Ainsi pour des param�etres de contrôle donn�es, le bruit contribue �a d�evelopper
le chaos : le comportement observ�e est alors celui que le syst�eme g�en�ere pour des valeurs di��erentes des pa-
ram�etres de contrôle. La modi�cation de l'espace des param�etres observ�ee en pr�esence de composante al�eatoire
trouve ainsi une justi�cation (il existe en e�et une corr�el ation entre une dimension sup�erieure et un chaos plus
developp�e).

6.3 Le lissage

6.3.1 Les techniques

Nous avons vu que de tr�es faibles 
uctuations sur la s�erie scalaire temporelle su�saient �a perturber signi-
�cativement la reconstruction. La moindre perturbation su r la s�erie temporelle engendre une d�eriv�ee troisi�eme
_X (t) =

:::
y (t) tr�es impr�ecise (Fig. 6.7).
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Fig. 6.7 { a) S�erie temporelle perturb�ee avec un important rapport s ignal/bruit ( Sb � 138 dB) et ses d�eriv�ees b)
premi�ere, c) seconde et d) troisi�eme et, e) d�eriv�ee troi si�eme exempte de toutes perturbations.

Si les variablesY (t); Z (t) et X (t) ne semblent pas a�ect�ees par un faible bruit (Sb � 138 dB), la d�eriv�ee
troisi�eme _X (t) est noy�ee dans un nuage de points. Les d�eriv�ees, lorsqu'elles sont estim�ees par un sch�ema aux
di��erences �nies (voir chapitre 5), se comportent comme des ampli�cateurs de bruit. Il est donc n�ecessaire de
rem�edier �a toute perturbation, aussi minime soit-elle. A insi avant toute analyse, les e�ets du bruit doivent être
�elimin�es ou au moins minimis�es.

La technique de lissage utilis�ee est bas�ee sur un �ltrage passe-bas utilisant la transform�ee de Fourier discr�ete
[8]. Elle permet le lissage d'un tableau d'ordonn�ees (la s�erie temporelle) rang�ees par abscisses croissantes (le
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temps). Le lissage est dit semi-param�etrique dans le sens o�u les abscisses ne sont pas utilis�ees et qu'elles doivent
être incr�ement�ees de mani�ere constante. Cette proc�edure est e�cace lorsque le spectre de puissance du processus
d�ecroit rapidement vers z�ero [15]. Dans ce cas un �ltre de Wiener peut être appliqu�e et la fr�equence de coupuref c

ais�ement d�etermin�ee [8]. Malheureusement lorsque le spectre n'est pas monotone et pr�esente des pics distribu�es
sur une large bande, le probl�eme est plus compliqu�e. La distinction entre les �el�ements signi�catifs du spectre et
les autres est rendue al�eatoire par l'adjonction du bruit ; la d�etermination de la fr�equence de coupure est alors
une tâche ardue.

La technique de lissage par transform�ee de Fourier peut sembler, il est vrai, quelque peu rustre. Il existe
d'autres m�ethodes telles que celle propos�ee par T. Sauer [16] qui est bas�ee sur une reconstruction de l'espace
des phases par d�ecalages temporels �a partir de coordonn�ees issues d'un �ltre passe-bas local ; il utilise ensuite
une d�ecomposition en valeurs singuli�eres [17] pour distinguer la dynamique du bruit. Malheureusement P.
Grassbergeret al [18] montrent que la d�ecomposition en valeurs singuli�eres se comporte comme un �ltre de
Wiener et pr�esente les mêmes d�efauts qu'un lissage par transform�ee de Fourier. Une autre m�ethode, celle de T.
Schreiber et P. Grassberger [19] semble n'être r�eellement e�cace que pour les applications discr�etes [18].

En tout �etat de cause, l'ensemble des m�ethodes o�re de bonnes performances lorsque la s�erie temporelle est
sur-�echantillonn�ee [18]. Ainsi, nous utiliserons la m�e thode par transform�ee de Fourier [8]. Le taux de lissage est
grossi�erement reli�e au nombre de voisins sur lesquels un point est liss�e. Dans l'espace de Fourier, ce taux est
directement reli�e �a une fr�equence de coupure. Ainsi une s�erie �echantillonn�ee �a la fr�equence f liss�ee en tenant

compte den voisins voit son spectre de puissance coup�e �a la fr�equence f c �
f
n

(cette fr�equence de coupure est

donn�ee en Hz).

6.3.2 Simpli�cation de la dynamique

La compr�ehension des e�ets secondaires du lissage va êtretent�ee. Un lissage est appliqu�e �a une s�erie scalaire
num�erique y(t) du syst�eme de R•ossler exempte de toute perturbation. Lespremi�eres modi�cations signi�catives
surviennent pour une fr�equence de coupure de l'ordre de 3:33 Hz. L'attracteur reconstruit pr�esente un chaos plus
d�evelopp�e que celui de la con�guration originale (Fig. 6.8.a). En e�et la premi�ere branche de son application de
premier retour (Fig. 6.8.b) s'est d�evelopp�ee par rapport �a celle pr�esent�ee �gure 6.1.b. Cela correspond notamment
�a une autorisation des s�equences (00) au sein d'une trajectoire alors qu'elles �etaient interdites sur l'attracteur
original.

Ce comportement est relativement surprenant dans la mesureo�u l'image st�er�eotyp�ee d'un lissage est plutôt
celle d'un r�educteur d'information. En e�et un lissage, qu el qu'il soit, a tendance �a �ecr�eter les maxima des
oscillations d'une s�erie (Fig. 6.9). Ces e�ets secondaires agissent un peu �a la mani�ere d'un contrôle et ram�enent
la trajectoire dans des zones interdites sur l'attracteur original, c'est �a dire hors du ruban d�e�ni par l'attracteur .
Ainsi, pour des fenêtres de lissage assez importantes (f c � 3:33H z), la d�eriv�ee troisi�eme ( _X (t) dans la notation
choisie) est �ecrêt�ee (Fig. 6.9).

Remarquons qu'avec une fr�equence de coupure �a 3:33 Hz,f c se situe tr�es au del�a des fr�equences pr�epond�erantes
dans le spectre de puissances (Fig. 6.10).

Ainsi le lissage peut être vu comme une censure de l'information puisqu'il a la fâcheuse tendance �a transfor-
mer des attracteurs en cycles limites. Pour une telle valeur, le lissage a donc modi��e l'attracteur en d�epla�cant
des points vers le c�ur de l'attracteur. Cependant l'e�et r� educteur du lissage n'a pas encore agi car ces points
g�en�erateurs d'information viennent en compl�ement des p oints non perturb�es. Globalement, l'attracteur s'est
enrichi par des visites de la r�egion lacunaire centrale. Ceci provient du choix des points : seulement dix points
par pseudo-p�eriodes sont retenus. Ces points se r�epartissent sur l'attracteur avec une distribution respectant la
mesure naturelle. Ainsi, les points des portions non perturb�ees du vecteur reconstruit (dans le cas pr�ec�edent,
les r�egions de fortes pentes de la variable_X (t)) sont assimil�es �a de l'information dynamique sur l'attr acteur
original alors que les zones perturb�ees (les crêtes des oscillations) o�rent de l'information sur de la dynamique
qui n'est pas obligatoirement inscrite dans l'attracteur original (au voisinage du point �xe central). Par exemple,
l'amplitude �ecrêt�ee d'une oscillation peut g�en�erer u n point en dehors de la bande chaotique. Ce point autorisera
un comportement dynamique interdit sur l'attracteur origi nal : par exemple une s�equence (00). Ainsi, une tech-
nique de lissage peut, sous certaines conditions, se comporter comme un g�en�erateur d'instabilit�es ! Un r�esultat
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(a) Attracteur standard reconstruit (b) Application de premier retour

(c) Spectre de puissance (d) Spectre de ce�cients

Fig. 6.8 { (a) Attracteur reconstruit sous un vecteur pilote (10 � 3 ; 10; 10; 10; 1 ; 3:33), (b) son application de premier
retour, (c) son spectre de puissances et (d) son spectre de coe�cients.
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Fig. 6.9 { Perturbations de la s�erie _X (t) issues d'un lissage par Transform�ee de Fourier discr�ete : f c = 2 Hz.

analogue a �et�e observ�e par A. I. Mees et K. Judd [20] pour de faibles it�erations d'un �ltre g�eom�etrique (qui
utilise les propri�et�es spatiales de la dynamique dans un espace reconstruit) : ils observent alors une augmenta-
tion de la dimension de leur signal. Lorsqu'ils augmentent le nombre d'it�erations de leur �ltre, la dimension du
signal d�ecrô�t en accord avec la simpli�cation de la dynamique que nous sommes en mesure d'attendre d'une
technique de lissage. W. F. Lawkinset al [21] observent des r�esultats analogues.

Lorsque le taux de lissage est augment�e, l'attracteur continue de se d�evelopper : ainsi, pour un vecteur pilote
de (10� 3; 10; 10; 10; 1 ; 1:8) un attracteur �a trois lettres (trois branches monotones sur l'application de premier
retour) est obtenu (Figs. 6.11.a et 6.11.b). Au del�a, la destruction de l'information intervient et pour le vecteur
(10� 3; 10; 10; 10; 1 ; 1:3) seul un cycle limite peut être obtenu. Remarquons qu'alors la fr�equence de coupure
avoisine la fr�equence seuil au del�a de laquelle le spectrene pr�esente plus qu'une large bande de bruit (Fig. 6.10).

Cette restriction de l'information provient des modi�cati ons importantes qui interviennent aux extrema des
oscillations. Ceci est d'autant plus regrettable que c'estpar ses variations d'amplitude qu'un signal peut se
r�ev�eler chaotique (la p�eriode est peu di��erente de la ps eudo-p�eriode de l'attracteur et n'est pas a�ect�ee par
le lissage). Toutefois cette r�eduction d'information est heureusement oppos�ee �a l'augmentation d'information
observ�ee lors de l'adjonction de bruit. Les deux aspects pourront donc se compenser !...
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Fig. 6.10 { Spectre de puissance de la s�eriey(t) du syst�eme de R•ossler : les fr�equences sont donn�ees en Hz.

(a) Attracteur reconstruit (10 � 3 ; 10; 10; 10; 1 ; 1:8) (b) Application de premier retour (10 � 3 ; 10; 10; 10; 1 ; 1:8)

(c) Cycle limite reconstruit de p�eriode 1 cod�e par la
s�equence (1) (10 � 3 ; 10; 10; 10; 1 ; 1:3)

Fig. 6.11 { In
uence de la fr�equence de coupure du �ltre sur la dynamiqu e des attracteurs standards reconstruits.
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6.4 In
uence du taux d'information

6.4.1 Bruit et Estimation

Il existe plusieurs raisons pour lesquelles l'approximation de la fonction standardFs est plus ou moins pr�ecise.
La premi�ere est directement li�ee �a l'amplitude du bruit ; plus la composante al�eatoire� (t) a de poids vis �a vis de la
s�erie temporelle, plus les �etats du syst�eme sont connus de mani�ere di�use. Les propri�et�es de variations du syst�e me
tendent �a s'estomper avec l'augmentation de la composanteal�eatoire. Le deuxi�eme facteur est l'�echantillonnage
de la s�erie temporelle. Un sous-�echantillonnage ne permet plus de restituer correctement l'�evolution dynamique
du syst�eme : il y a erreur d'estimation du syst�eme. La di��e rence entre l'amplitude du bruit et l'erreur de
l'estimation est illustr�ee �gure 6.12. L'amplitude du bru it est reli�ee �a l'�epaisseur de la distribution des points .

L'erreur de l'estimation est associ�ee au degr�e d'irr�egularit�e de la s�erie temporelle. Sur la �gure 6.12.a l'am-
plitude du bruit est grande alors qu'elle est faible �gure 6.12.b. Cependant l'erreur de l'estimation peut être plus
importante dans le cas b) que dans le cas a). En e�et la quantit�e d'information et la r�esolution (l'�echantillonnage)
de la s�erie temporelle peuvent permettre de compenser une amplitude importante de bruit �a l'aide d'une tech-
nique de lissage.
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(a) Grande amplitude de bruit d'une s�erie temporelle sur-
�echantillonn�ee �a 1000 Hz et liss�ee ( f c = 2 H z ) : l'estimation
poss�ede une bonne r�egularit�e
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(b) Faible amplitude de bruit d'une s�erie temporelle sous-
�echantillonn�ee �a 10 Hz et liss�ee ( f c = 2 H z ) : la s�erie estim�ee
ne poss�ede pas les propri�et�es de r�egularit�e requise

Fig. 6.12 { Distinction entre amplitude du bruit et erreur de l'estimat ion d'une s�erie temporelle.

6.4.2 La quantit�e d'information

Le taux d'information extrait de l'attracteur original par l'interm�ediaire de la s�erie scalaire temporelle utilis�ee
par notre m�ethode de reconstruction est estim�e par le nombre Nq de points retenus pour l'approximation de
la fonction standard sur la base de polynômes multivariables. A ce taux d'information est associ�e le degr�e
d'instabilit�e de l'attracteur reconstruit. Nous avons ob serv�e qu'augmenter le nombreNq de points est �equivalent
�a augmenter les 
uctuations dues au bruit de la trajectoire et, par cons�equent, �a accrô�tre la probabilit�e de visit e
de zones non visit�ees par le syst�eme original. Ainsi une reconstruction pilot�ee par (5 :10� 4; 80; 10; 10; 28; 1:33)
g�en�ere un cycle limite de p�eriode 6 cod�e par la s�equence (100101) (Fig. 6.13) o�u la syllabe 00 est pr�esente alors
qu'elle ne l'est pas sur l'attracteur original (voir le tabl eau 2.1 au chapitre 2).

Augmenter le nombre de pointsNq �a 90 permet de r�ecup�erer une structure chaotique lacunaire (Fig. 6.14.a).
La distribution de probabilit�e de visite d'un point de coor donn�ee x de la section de Poincar�e r�ev�ele une trajectoire
fortement con�n�ee au voisinage d'un cycle limite de p�erio de 3 (3 pics) (Fig. 6.14.b). Il semble que la population
d'orbites p�eriodiques soit fortement �elagu�ee au del�a d u voisinage de ce cycle limite. Pousser le taux d'information
�a Nq = 105, permet la reconstruction d'un attracteur chaotique moins lacunaire (Fig. 6.14.c) pourvu d'une
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Fig. 6.13 { Cycle limite de p�eriode 6 cod�e par la s�equence (100101) issu d'une reconstruction pilot�ee par le vecteur
(5:10� 4 ; 80; 10; 10; 28; 1:33).

application de premier retour relativement uniforme (Fig. 6.15.d). Elle est toutefois l�eg�erement plus d�evelopp�ee
que sur l'attracteur original (Fig. 6.1.b). Nous pouvons d�ej�a constater que l'augmentation du nombre de points
Nq est associ�ee �a une augmentation de la population d'orbites p�eriodiques instables de l'attracteur.

Suivant le taux d'information, nous observons alternativement des fenêtres chaotiques et des fenêtres p�eriodiques.
Ainsi, le nombre Nq de points retenus peut être assimil�e �a un param�etre de contrôle et une action sur lui peut
permettre de retrouver di��erents comportements observables sur une ligne de l'espace des param�etres. Ainsi, le
cycle limite de p�eriode 3 (Nq = 200, Fig. 6.15.a) se situe entre deux fenêtres chaotiques(Nq = 105, Fig. 6.14.c)
et (Nq = 400, Fig. 6.15.b) �a l'image de sa situation sur un diagramme de bifurcation. La robustesse d'une telle
reconstruction �a partir d'une s�erie temporelle bruit�ee semble donc associ�ee �a la largeur de la fenêtre de l'espace
des param�etres correspondant �a l'attracteur original.

Dans certains cas, de tr�es faibles variations du taux d'information peuvent induire des modi�cations non
n�egligeables. Ainsi, pour un vecteur de pilotage (10� 3; Nq; 10; 10; 28; 5) passer le taux d'information de 96 �a 100
provoque l'apparition d'une troisi�eme lettre sur l'attra cteur (Fig. 6.16).

Le taux d'information sur l'attracteur original (nombre de points Nq retenus pour l'approximation de la
fonction standard) devra être augment�e si l'ensemble attracteur est un cycle limite et diminu�e si l'application
de premier retour de l'attracteur reconstruit est plus d�ev elopp�ee que sur l'application originale. Il existe des
situations o�u le taux d'information n'est pas un param�etr e su�sant pour r�ecup�erer la structure souhait�ee.
D'autres param�etres du vecteur pilote doivent alors être utilis�es.

6.4.3 In
uence de l'�echantillonnage

L'�echantillonnage peut être assimil�e �a l'�etendue du v oisinage sur lequel l'approximation lin�eaire se r�ev�ele
e�cace. Aussi, il pilote la con�guration de l'espace tangent (d�e�ni par les d�eriv�ees temporelles) en un point.
Rappelons qu'il existe une relation entre les d�ecalages temporels et les d�eriv�ees : le param�etre � dans la m�ethode
des d�ecalages joue le même rôle que l'�echantillonnage�t dans notre m�ethode (voir chapitre 5). Il existe trois cas
de �gures :

{ celui d'un sous-�echantillonnage : le sch�ema aux di��ere nces �nies prend en compte de l'information qui
d�epasse le cadre de l'approximation lin�eaire (Fig. 6.17.a). Il ne pr�esente plus les propri�et�es de tangence
requises pour une bonne description locale des d�eriv�ees.Il y a tendance �a la d�ecorr�elation.

{ celui d'un �echantillonnage id�eal : le sch�ema aux di��er ences �nies respecte le cadre de l'approximation
lin�eaire. Dans ce cas, l'estimation des d�eriv�ees se r�ealise parfaitement. Une bonne connaissance de la
dynamique est obtenue (Fig. 6.17.b).
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(a) (5 :10� 4 ; 90; 10; 10; 28; 1:33) lacunaire (b) Application de premier retour

(c) (5 :10� 4 ; 105; 10; 10; 28; 1:33) lacunaire (d) Application de premier retour

Fig. 6.14 { In
uence sur le syst�eme reconstruit de la quantit�e d'info rmation concernant le syst�eme original : augmen-
tation de la population d'orbites p�eriodiques.
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(a) Cycle limite de p�eriode 3 : (5:10� 4; 200; 10; 10; 28; 1:33)
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(b) (5 :10� 4; 400; 10; 10; 28; 1:33) (c) Application de premier retour

Fig. 6.15 { In
uence de la quantit�e d'information concernant le syst� eme original sur le syst�eme reconstruit.
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(a) Attracteur d�ecrit par une dynamique symbolique
�a deux lettres : (10 � 3; 96; 10; 10; 50; 5)

(b) Application de premier retour

(c) Attracteur d�ecrit par une dynamique symbolique
�a trois lettres : (10 � 3; 100; 10; 10; 50; 5)

(d) Application de premier retour

Fig. 6.16 { In
uence de la quantit�e d'information concernant le syst� eme original sur le syst�eme reconstruit : apparition
de lettres suppl�ementaires dans la dynamique symbolique.
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{ celui d'un sur-�echantillonnage : le sch�ema aux di��eren ces �nies est restreint �a un voisinage tel que les
variations de la s�erie ne sont plus correctement per�cues.Il y a tendance �a la lin�earit�e (Fig. 6.17.c).

(a) Sous-�echantillonnage : tendance �a la d�ecorr�elatio n de la
structure de la s�erie

(b) �echantillonnage correct : bonne estimation de la struc -
ture de la s�erie : la courbe pointill�ee est confondue avec l a
courbe continue

(c) sur-�echantillonnage : tendance �a la lin�earisation d e la
structure de la s�erie

Fig. 6.17 { In
uence de l'�echantillonnage de la s�erie sur l'estimati on de ses d�eriv�ees. La courbe pointill�ee est une
repr�esentation sch�ematique de l'information di��erent ielle contenue dans une s�erie suivant son �echantillonnage. Un sous-
�echantillonnage ne permet pas d'obtenir une bonne continu it�e sur la s�erie des d�eriv�ees ( Z dans le syst�eme standard) et
a tendance �a compliquer la structure de la s�erie. Le sur-�e chantillonnage att�enue les gradients et a tendance �a lin� eariser
la structure de la s�erie. Lorsque l'�echantillonnage est c orrect, la connaissance de la s�erie temporelle est "parfaite".

Ainsi, un sur-�echantillonnage (petit pas de temps) est l'�equivalent d'un d�ecalage trop faible lors d'une
reconstruction par d�ecalage temporel : la dynamique est simpli��ee. Nous retrouvons ici les r�esultats classiques de
l'in
uence du d�ecalage temporel sur la qualit�e de la reconstruction (section 5.2.1). Ainsi, le sous-�echantillonnage
(d�ecalage trop grand) produit une d�ecorr�elation et le su r-�echantillonnage (d�ecalage trop petit) une lin�earisa tion
du comportement dynamique. L'�equivalence des di��erents syst�emes de coordonn�ees se retrouve ici. Pour le
vecteur pilote (3:510� 5; 10; 10; 10; 0; 0), seul un cycle limite de p�eriode 2 est reconstruit (Fig. 6.18).

Tout se passe comme si le param�etre de contrôlea avait �et�e abaiss�e de mani�ere �a ce qu'il soit contenu dan s
l'intervalle a 2 [0:34:::; 0:36:::] (plage d'existence du cycle limite de p�eriode 2 de la cascade de doublements de
p�eriode. Dans le cas d'un sous-�echantillonnage, �equivalent �a de grands d�ecalages, la dynamique a tendance �a
être d�ecorr�el�ee. Pour un pas de temps �t �egal �a 5 :9 10� 2, c'est maintenant un cycle limite de p�eriode 3 qui est
reconstruit (Fig. 6.19).

Tout se passe comme si le param�etre de contrôlea avait �et�e augment�e jusqu'au voisinage de a � 0:420
(fenêtre du cycle limite de p�eriode 3). Le sous-�echantillonnage a tendance �a correspondre �a une augmentation du
param�etre de contrôle a. Toutefois ceci n'est qu'une tendance car on peut �egalement observer des comportements
associ�es �a des diminutions du param�etre a :

{ �t = 5 :994 10� 2s : cycle limite de p�eriode 4
{ �t = 5 :995 10� 2s : chaos assez proche d'une dynamique symbolique binaire compl�ete (voir Fig. 6.20)
{ �t = 5 :997 10� 2s : cycle limite de p�eriode 1.
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Fig. 6.18 { Simpli�cation de la dynamique par pas de
temps trop faible : seul un cycle limite de p�eriode 2 est
reconstruit.

Fig. 6.19 { D�eveloppement de la dynamique par un pas de
temps trop grand : un cycle limite de p�eriode 3 est reconstru it
(la fenêtre de p�eriode 3 intervient pour a � 0:420, c'est �a dire
apr�es le chaos observ�e pour a = 0 :398 : la "dynamique s'est
donc d�evelopp�ee.

Ainsi pr�es de la divergence �a l'in�ni (pour �t = 6 10� 2s), l'estimation de la dynamique ne se r�ealise plus tr�es
bien et une oscillation entre une simpli�cation et une complexi�cation est observ�ee.
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(a) Attracteur reconstruit sous le vecteur pilote
(5:995 10� 2; 10; 10; 10; 0; 0)

(b) Application de premier retour

Fig. 6.20 { In
uence de l'�echantillonnage sur la dynamique du syst�em e reconstruit.

L'�echantillonnage se r�ev�ele donc être, lui aussi, un param�etre pouvant être assimil�e �a un param�etre de
contrôle. Bien que disposant d'une plage d'�evolution plus faible, il se comporte de mani�ere analogue au lis-
sage lorsqu'il est trop important et au bruit lorsqu'il est t rop faible. Dans le cas du syst�eme de R•ossler,
un �echantillonnage correct se situe approximativement entre 5:10� 5 et 10� 2 (la divergence apparâ�t lorsque
�t < 3:5 10� 5s et �t > 5:6 10� 2s. La plage de variation de ce param�etre est r�eduite car, tr�es vite, les limites
informatiques (temps de calcul trop long) et �electroniques (limites de la châ�ne d'acquisition au sein d'une
exp�erience) se font sentir.
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6.5 Nombre de coe�cients

Une augmentation du nombre de coe�cients in
uence la reconstruction. Ajouter des �el�ements �a la base de
polynômes utilis�ee lors de l'approximation revient �a o� rir des degr�es de libert�e suppl�ementaires au syst�eme.
Ces degr�es sont sans in
uence lors d'une reconstruction �apartir d'une s�erie d�epourvue de toute 
uctuation
(particuli�erement dans le cas o�u la fonction standard exacte est un polynôme multivariable non-lin�eaire) car la
s�erie temporelle ne contient qu'un nombre tr�es limit�e de degr�es de libert�e. Il en est tout autrement lorsque la
s�erie est bruit�ee. En e�et, le bruit a tendance �a augmente r la dimension d'un syst�eme [14]. Ainsi, de nombreux
termes sont o�erts �a l'approximation de la fonction standa rd exacte ; la solution "s'�etale" sur toute la base
(Fig. 6.21 b) et non plus sur une dizaine de coe�cients correspondant aux termes de degr�es les plus faibles (Fig.
6.21 a).

Fig. 6.21 { Spectre de coe�cients correspondant �a une reconstruction �a partir d'une s�erie a) exempte de bruit et b)
perturb�ee avec un rapport bruit/signal de l'ordre de 28 dB .

Si la base de polynômes multivariables construite pour l'approximation de la fonction standard exacte o�re
un crit�ere de convergence dans le cas de s�eries non bruit�ees [4], il n'existe plus aucune propri�et�e de ce genre
lorsqu'une s�erie perturb�ee est utilis�ee. J. L. Breeden et A. H•ubler [30] a�rment qu'il n'existe aucune garantie
quant �a la convergence d'une reconstruction d'un attracteur �a partir de signaux bruit�es (c'est �a dire de toute
s�erie exp�erimentale) et que le th�eor�eme de Takens ne s'applique plus dans ce cas. D'autre part leur m�ethode
de reconstruction des variables cach�ees ne peut plus distinguer la meilleure solution en pr�esence d'un bruit
su�samment �elev�e (rapport signal/bruit inf�erieur �a 56 dB). Ils expliquent ceci de la mani�ere suivante :

La sensibilit�e croissante de notre m�ethode au bruit est due au fait que le bruitage d'une dynamique
augmente l'information disponible et produit une dynamique dont le portrait dans l'espace des phases
est de dimension sup�erieure ; il y a donc une perte d'information.

L'information sur la dynamique est donc estomp�ee par l'information relative au bruit. Des r�esultats analogues
ont �et�e observ�es par G. Rowlands et J. C. Sprott [31].

Toutefois, une reconstruction d'un ensemble attracteur chaotique a �et�e obtenue pour un vecteur pilote
(8:10� 4; 600; 10; 30; 28; 1:05). L'application de premier retour o�re quelques lacunesqui se retrouve sur la densit�e
invariante � (Z ) qui pr�esente de nombreux pics, signature de l'in
uence tr�es forte d'une orbite p�eriodique (Fig.
6.22.b). Par rapport �a l'attracteur original, les pics de l a distribution sont plus accentu�es sur cette reconstruction.
Le spectre de coe�cients o�re un certain �etalement.

Poursuivre l'augmentation du nombre deK p entraine la perte du caract�ere fractal de l'ensemble attracteur.
Un cycle limite de p�eriode 4 cod�e par la s�equence (1011) (Fig. 6.23.a) est obtenu. Le spectre de coe�cients est
d�ej�a relativement �etal�e (Fig. 6.23.b). Au del�a, aucun ensemble fractal ne peut être reconstruit.
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(a) Attracteur reconstruit sous un vecteur pilote de
(8:10� 4; 600; 10; 30; 28; 1:05)

(b) Application de premier retour

(c) Spectre de coe�cients

Fig. 6.22 { Syst�eme standard reconstruit.

(a) Cycle limite de p�eriode 4 cod�e par la s�equence
(1011)

(b) Spectre de coe�cients

Fig. 6.23 { Augmentation du nombre de K p entrainant une r�eduction de la dynamique : un cycle limite d e p�eriode 4.
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6.6 Conclusion

La m�ethode de reconstruction utilis�ee permet l'obtentio n d'un champ de vecteurs reconstruit pour des
rapports signal/bruit de l'ordre de 28 dB. L'ensemble des attracteurs reconstruits o�re la particularit�e d'être
facilement identi�able. C'est un des grands avantages de lam�ethode utilis�ee qui permet une caract�erisation
topologique ais�ee. Aussi, malgr�e les modi�cations de l'espace des param�etres qui peuvent survenir, une connais-
sance tr�es pr�ecise sur le syst�eme peut être obtenue ; elle peut ne pas correspondre tout �a fait au r�egime �etudi�e
mais est g�en�eralement relative �a un comportement observ�e dans l'espace des param�etres original. Les cycles
limites observ�es correspondent tous �a des cycles limitesdu syst�eme original.

Le niveau de bruit atteint est relativement confortable et laisse envisager l'application exp�erimentale. Toute-
fois, la perte de robustesse des reconstructions obtenues se r�ev�ele être un handicap dans la mesure o�u la plupart
des composantes du vecteur pilote se comportent comme des param�etres de contrôle vis �a vis du syst�eme. Ainsi,
l'unicit�e de la reconstruction est perdue et aucune certitude n'existe quant �a la �d�elit�e de celle-ci.

La technique de lissage utilis�ee est peu sophistiqu�ee et une am�elioration de ce cot�e devrait permettre un
regain de robustesse de la m�ethode. Le grand nombre de param�etres du vecteur pilote permet d'approcher une
reconstruction quasi-parfaite. Cependant une telle reconstruction, si elle existe, peu demander un grand nombre
d'essais (du fait des multiples combinaisons possibles entre les param�etres). Une robustesse accrue rendrait la
situation plus confortable et ouvrirait les portes vers un processus automatique de reconstruction. A l'instar
de la m�ethode des d�ecalages temporels pour laquelle le choix du d�ecalage � a o�ert une litt�erature proli�que,
la m�ethode des d�eriv�ees temporelles pose, elle aussi, leprobl�eme du choix des param�etres de reconstruction.
Si dans le cas du syst�eme de R•ossler, une validation peut être r�ealis�ee sans ambiguit�e, la reconstruction de
portraits de phases de syst�emes exp�erimentaux laissera le probl�eme relativement ouvert.

Des travaux r�ecents permettent une d�etermination des param�etres de reconstruction par l'utilisation de
fonctions d'estimation d'erreurs [32, 33]. D'autre part, l'utilisation d'une base de polynômes de Legendre pour
l'estimation des d�eriv�ees devrait permettre une am�elio ration de la robustesse face au bruit.
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Chapitre 7

Topologie de syst�emes physiques

7.1 Introduction

Nous l'avons vu dans la premi�ere partie, un attracteur �etr ange se construit sur un squelette d'orbites
p�eriodiques instables [1]. Il a �et�e montr�e au d�ebut de c e m�emoire que les propri�e�t�es topologiques de ces or-
bites p�eriodiques caract�erisaient des classes de comportements dynamiques. Ces classi�cations, parce qu'elles
sont bas�ees sur des invariants topologiques sont persistentes lorsque les param�etres de contrôle du syst�eme sont
chang�es. Ainsi lorsque le comportement dynamique passe d'un cycle limite �a un comportement quasip�eriodique
et/ou au chaos, la classi�cation par les nombres de liaisons(des entiers) reste la même d�es lors que les couples
d'orbites p�eriodiques consid�er�ees ne sont pas impliqu�es dans une bifurcation (par contre une seule orbite de la
paire consid�er�ee peut être impliqu�ee dans une bifurcation). Les propri�et�es topologiques sont donc plus robustes
�a toute perturbation du syst�eme que les propri�et�es g�eo m�etriques (dimensions, exposants de Lyapunov, ...) qui
d�ependent des param�etres de contrôle.

De ce fait, si nous sommes capables d'extraire ces invariants topologiques des mesures exp�erimentales, ils
peuvent être utilis�es pour valider un mod�ele ou d�e�nir d es classes d'�equivalence de comportement dynamique.
La caract�erisation topologique se r�ev�ele alors un outil crucial pour la s�election des champs de vecteurs qui
peuvent d�ecrire les observations. Elle se r�ev�ele donc être tr�es compl�ementaire des techniques de reconstruction
globale.

La caract�erisation topologique n�ecessite l'utilisatio n d'un espace reconstruit tridimensionel. Pour cela, la tr�es
populaire m�ethode des d�ecalages peut être utilis�ee. Comme nous le verrons au cours de ce chapitre des change-
ments de variables plus sophistiqu�es peuvent être utilis�es a�n d'obtenir un portrait de phase bien d�evelopp�e. Par
"bien d�evelopp�e", nous entendons qu'en chaque r�egion del'attracteur, les portions de trajectoire se d�eveloppent
sur une vari�et�e bien �etendue. Ainsi, l'introduction d'u n changement de variable sert �a "d�eplier" les orbites
p�eriodiques de mani�ere �a faciliter l'�etude topologiqu e.

La caract�erisation topologique est plutôt robuste face �a la contamination du bruit puisque ce dernier com-
mence par d�etruire les orbites de hautes p�eriodes et que seules les orbites de faibles p�eriodes sont n�ecessaires et
su�santes �a la caract�erisation. Ainsi, G. B. Mindlin et al [2] montrent que, malgr�e un niveau de bruit de l'ordre
de 60 % par rapport au signal, l'identi�cation des orbites de faibles p�eriodes est encore possible.

Nous verrons, au cours de ce chapitre, quelques applications de la caract�erisation topologique �a des syst�emes
physiques tels que des syst�emes laser ou les r�eactions chimiques.

7.2 Les syst�emes laser

Parmi les syst�emes exp�erimentaux couramment �etudi�es avec les outils de la dynamique des syst�emes, les
lasers occupent une place de choix. Plusieurs types de lasersont �etudi�es : le laser CO2 �a fr�equence modul�ee [3],
le laser �a r�esonance magn�etique nucl�eaire (RMN) [4, 5] et le laser contenant un absorbant saturable [6]. Nous
pr�esenterons bri�evement quelques r�esultats sur ces lasers.
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7.2.1 Laser CO 2

Le laser CO2 �a modulation interne est connu pour pr�esenter une cascadede doublements de p�eriode comme
route vers le chaos [3]. En raison de la classe d'�equivalence d�e�nie par la cascade de doublements de p�eriode [7]-[8],
nous savons d'ores et d�ej�a que l'attracteur chaotique g�en�er�e par le laser CO 2 sera caract�eris�e par une application
de premier retour �a deux branches monotones : une croissante et une d�ecroissante. Le patron caract�eristique de
l'attracteur sera alors constitu�e d'une bande de torsion locale paire et d'une bande de torsion locale impaire.

Le grandeur physique mesur�ee est l'intensit�e I (t) du rayonnement �emis. Toutefois, M. Lefranc et P. Glorieux
[9] ont montr�e que ce n'�etait pas la variable la plus adapt�ee �a la caract�erisation de ce syst�eme. En e�et, l'�evolut ion
temporelle de l'intensit�e du rayonnement �emis pr�esente de nombreuses s�equences l�ethargiques, o�u l'intensit�eest
tr�es voisine de z�ero. Les attracteurs reconstruits pr�esentent alors des zones o�u les trajectoires sont tr�es fortement
con�n�ees, rendant d�elicate l'�etude des propri�et�es au ssi bien topologiques que g�eom�etriques [9].

Ainsi �a l'aide de l'algorithme de P. Grassberger et I. Procaccia [10], M. Lefranc et P. Glorieux ont montr�e
que le logarithme de l'intensit�e, ou, exp�erimentalement, une fonction approch�ee fournie par un ampli�cateur
logarithmique, permettait la reconstruction d'un attract eur plus homog�ene. De plus, ils notent que LogI apparâ�t
comme une variable naturelle au sein des �equations d�ecrivant leur syst�eme laser [9]. Ils utilisent alors la s�erie
temporelle Log(I (t) + I 0), o�u I 0 est une tr�es petite constante qui peut être ajust�ee pour obtenir un portrait de
phase reconstruit par la m�ethode des d�ecalages correctement d�epli�e.

Comme leur syst�eme est p�eriodiquement forc�e, ils utilisent les coordonn�eesf X (t); X (t + � ); � g, o�u X (t) =
Log(I (t) + I 0) et � est un d�ecalage temporel et � = !t mod2� est la phase de la modulation ext�erieure.
L'attracteur �etrange ainsi obtenu est repr�esent�e Fig. 7 .1.a (d'apr�es [9]).

(a) Attracteur reconstruit dans l'espace (b) Application d e premier retour
f X (t); X (t + � ); � g

Fig. 7.1 { Comportement du laser CO2 forc�e �a 382 :5 kHz . La pr�esence de deux branches monotones (une croissante et
une d�ecroissante) implique un patron �a deux bandes (une pa ire et une impaire).

Ils obtiennent une application de premier retour (Fig. 7.1.b), similaire �a celle obtenue pour le syst�eme de
R•ossler (chapitre 2), caract�eristique de la cascade de doublements de p�eriode. Ils proposent le patron (repr�esent�e
Fig. 7.2) d�e�ni par la matrice de liaisons suivante :

M CO2
�

�
0 � 1

� 1 � 1

�
(7.1)

Ce patron est valid�e par le calcul du nombre de liaisons obtenu sur une projection des orbites p�eriodiques sur
le plan (t=T0 mod 1; X (t)) o�u T0 = 2�

! est la p�eriode de for�cage (Fig. 7.3).
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-1

-1

Fig. 7.2 { Patron repr�esentatif de l'attracteur g�en�er�e
par le laser CO2 forc�e �a 382 :5 kHz. La paire d'orbites
p�eriodiques (1,10) est construite sur le patron : L (1; 10) =
� 1.

(10)

(1)

(t/T  )  mod 10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1

-1

Fig. 7.3 { Projection de la paire d'orbites p�eriodiques
(1,10) sur le plan (t=T0mod 1; X (t)). Le nombre de liai-
sons L (1; 10) est �egal �a � 1. Le patron est valid�e. L'at-
tracteur est donc associ�e �a une dynamique type "R•ossler
�a deux bandes".

7.2.2 Laser RMN

L'activit�e laser RMN est fournie par le spin nucl�eaire de l 'aluminium 27Al dans un cristal de rubis plac�e �a
la temp�erature de 2:4 K au sein d'un champ magn�etiqueB0 d'amplitude 1:1 T esla. La magn�etisation nucl�eaire
totale M = ( M x ; M y ; M z) pr�ecesse �a la fr�equence � a = 12:3 MHz . L'inversion de la population est obtenue
�a l'aide d'une pompe micro-onde et la r�esonance par con�nement de l'activit�e dans une cavit�e. L'intensit�e du
rayonnement est proportionnelle �a l'amplitude de la magn�etisation nucl�eaire transverse M T = ( M 2

x + M 2
y )1=2.

Le mod�ele �etendu de Bloch-Birko� d�ecrit correctement le s observations exp�erimentales. Il s'�ecrit [5] :
8
>>>><

>>>>:

_x = �
�
y �

x
f (� )

�

_y = Rx � y(1 + ay) � xz

_z = � bz+ xy

(7.2)

o�u x est proportionnel au champ magn�etique transverseBT , y �a la magn�etisation longitudinale M z et z �a
la magn�etisation de la pompe M e. Les param�etres de contrôle (R; �; b ) = (4 :875; 1:807; 2:10� 4) d�ependent de
variables physiques. La fonctionf (� ) = 1 + A cos(!� ) d�ecrit la modulation �a la fr�equence ! 2 [0:014; 0:034] et
� est un temps normalis�e. Le syst�eme d'�equations (7.2) se r�eduit au syst�eme de Lorenz [11] lorsquea = A = 0.
Sous ces conditions, l'attracteur asymptotique est le point �xe de coordonn�ees

8
>>>><

>>>>:

x =
p

b(R � 1)

y =
p

b(R � 1)

z = R � 1

(7.3)

La brisure de sym�etrie induite par l'adjonction du terme ay implique que seul un point �xe est obtenu (au lieu
de deux pour le syst�eme de Lorenz).

La di��erence entre ce mod�ele et le mod�ele conventionnel de Bloch-Birko� consiste en la pr�esence du terme
� ay2, ou a � 0:261 d�ecrit un amortissement nonlin�eaire de la magn�etisation transverse y. La n�ecessit�e de ce
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terme a �et�e montr�ee par L. Flepp et al [5] �a l'aide d'une �etude minutieuse des orbites p�eriodiques dans l'espace
des param�etres ! � A. La confrontation de l'organisation des orbites p�eriodiques de l'exp�erience avec celles du
mod�ele a donc permis de peau�ner le mod�ele et de le valider.

N. B. Tu�llaro et al [4] ont caract�eris�e topologiquement l'attracteur g�en� er�e par ce syst�eme. L'extraction des
orbites p�eriodiques est r�ealis�ee �a partir de l'enregis trement de la magn�etisation transverseM T (t). Une projection
d'une paire de ces orbites est donn�ee Fig. 7.4. L'application de premier retour permet de d�e�nir une partition
et de coder ces deux orbites par les s�equences respectives (1) et (10). Leur nombre de liaisonsL (1; 10) est �egal
+1 (voir Fig. 7.4).

(1)

(10)

+1

+1

Fig. 7.4 { Projection de la paire d'orbites p�eriodiques (1,10) extra ite de l'attracteur g�en�er�e par le laser RMN (d'apr�es
N. B. Tu�llaro et al). Le nombre de liaisons L(1,10) est �egal �a +1.

Le patron associ�e �a un tel comportement est un simple patron �a deux bandes du type "R•ossler �a deux
bandes" (voir chapitre 2). Il est d�e�ni par la matrice de lia isons suivante :

M RMN �
�

0 0
0 +1

�
(7.4)

et est repr�esent�e avec les deux orbites p�eriodiques (1) et (10) Fig. 7.5.
Une fois encore, la dynamique du laser RMN est compatible avec la dynamique type "R•ossler �a deux

bandes". Les torsions sont ici positives alors qu'elles �etaient n�egatives pour le laser CO2. Un r�esultat analogue
a �et�e obtenu par F. Pappo� et al [6] sur un laser CO2 pourvu d'un absorbant saturable. Ainsi, l'ensemble des
syst�emes laser �etudi�es dans la litt�erature pr�esente d es patrons compatibles avec une dynamique du type "R•ossler
�a deux bandes". Bien que les syst�emes exp�erimentaux di��erent, la dynamique est semblable, au moins quant �a
l'organisation des orbites p�eriodiques contenues dans les attracteurs �etudi�es.

7.3 Les r�eactions chimiques

La compr�ehension des r�eactions chimiques se r�ev�ele être un enjeu important pour l'optimisation de la pro-
duction de tout produit chimique. Au d�ebut des ann�ees 80, J. C. Roux et H. Swinney [12] ont montr�e la nature
nonlin�eaire des cin�etiques chimiques dans des milieux homog�enes. Ainsi, lorsqu'elles sont maintenues loin de
l'�equilibre, les r�eactions chimiques peuvent pr�esenter un comportement chaotique coh�erent [12]. La plus c�el�ebre
de ces r�eactions est la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii qui o�re la plupart des sc�enarii vers le chaos comme le
doublement de p�eriode, les intermittences, les accrochages de fr�equences, ... Une revue historique sur la r�eaction
de Belousov-Zhabotinskii est donn�ee par A. Arn�eodo et al [13].
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(1)

(10)

+1

+1

Fig. 7.5 { Patron associ�e au comportement du laser RMN. Le couple d'or bites p�eriodiques (1,10) est construit :
L(1,10)=+1. (d'apr�es N. B. Tu�llaro et al.)

Cette r�eaction peut être d�ecrite par le m�ecanisme r�eac tionnel suivant [13] :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

BrO �
3 + Br � + 2H + k1! HOBr + HBrO 2

HBrO 2 + Br � + H + k2! 2HOBr

HOBr + Br � + H + k3! Br2 + H 2O

BrO �
3 + HBrO 2 + H +

k4$
k � 4

2BrO2 + H 2O

2HBrO2
k5! HOBr + BrO �

3 + H +

BrO2 + Ce3+ + H + k6! Ce4+ + HBrO 2

HOBr + AM
k7! BrAM + H 2O

BrAM + Ce 4+ k8! Br � + R + Ce 3+ + H +

R + Ce4+ k9! Ce3+ + P

(7.5)

o�u

{ AM est l'acide malonique
{ BrAM l'acide bromomalonique
{ R un d�eriv�e oxyd�e de l'acide malonique

tandis que le bromine et P ne sont pas pris en compte au sein de la cin�etique. Suivant ce syst�eme, apr�es une
successions de r�eactions o�u le bromide est consomm�e, desr�eactions fournissent un processus de r�etroaction
dans la production de bromide quand le catalyseur m�etallique Ce, dans son �etat oxyd�e, r�eagit avec l'acide
bromomalonique. Ce syst�eme est r�eduit en tenant compte du fait que les composants tels que le bromate,
l'acide sulfurique, l'acide malonique et le catalyseur m�etallique Ce(iii ) sont en grande concentration qui varie
peu. Ces concentrations sont alors prises constantes sans modi�cations des r�esultats [13].
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Le syst�eme d'�equations di��erentielles suivant est alor s obtenu :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x1 = � a1x1 � a2x1x2 � a3x1x3 + k8x5x6 + k0(x0
1 � x1)

_x2 = a1x1 � a2x1x2 � a4x2 + a5x2
4 � 2k5x2

2 + a6x4 � k0x2

_x3 = a1x1 + 2 a2x1x2 � a3x1x3 + k5x2
2 + a7x3 � k0x3

_x4 = 2 a4x2 � 2a5x2
4 � a6x4 � k0x4

_x5 = a6x4 � k8x5x6 � k9x5x6 � k0x5

_x6 = a7x3 � k8x5x6 � k0x6

_x7 = k8x5x6 � k9x5x7 � k0x7

(7.6)

o�u les variablesx i et les param�etresai sont report�es dans le tableau ci-dessous. Puisque la r�eaction est maintenue
hors �equilibre dans un r�eacteur ouvert, le terme k0x0

i est ajout�e au sein du syst�eme (7.6) ; il repr�esente l'addition
de l'esp�ece [Br � ]. Les termes� k0x i repr�esentent le 
ux des esp�eces sortant du r�eacteur. F. Argoul, A. Arn�eodo
et P. Richetti [14] ont utilis�e ce syst�eme pour mod�eliser pr�ecis�ement un r�egime de la r�eaction de Belousov-
Zhabotinskii observ�e par J. C. Roux,, R. H. Sinoyi et H. L. Swinney [15].

i x i ai

1 [Br� ] k1 [BrO �
3 ][H+ ]2

2 [HBrO2] k2 [H+ ]

3 [HOBr] k3 [H+ ]

4 [BrO2] k4 [BrO �
3 H+ ]

5 [Ce4+ ] k� 4 [H2O]

6 [BrAM] k6 [Ce3+ ][H+ ]

7 [R] k7 [AM]

La r�eaction de Belousov-Zhabotinskii est l'une des r�eactions chimiques les plus �etudi�ees dans le contexte
de la dynamique des syst�emes nonlin�eaires. Nous pr�esenterons ici deux �etudes : celle d'un chaos faiblement
d�evelopp�e r�ealis�ee par G. B. Mindlin et al [2] et celle d'un chaos pr�es d'une situation homocline men�ee par A.
Arn�eodo et al [13].

7.3.1 Un chaos faiblement d�evelopp�e

Nous avons vu que la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii pouvait être mod�elis�ee par un syst�eme de 7 �equations
di��erentielles ordinaires. Malgr�e cela, nous allons construire un 
ot tridimensionel �a partir de l'�evolution de l 'une
des grandeurs physiques du syst�eme. Les donn�ees �etudi�ees par G. B. Mindlin et al [2] ont �et�e obtenues par un
groupe Texan et d�ecrites par P. Richetti et al [16].

A�n de r�ecup�erer une projection du portrait de phase �a par tir de la s�erie temporelle mesur�ee, une m�ethode
de reconstruction doit être utilis�ee (voir partie II ). Dans le cas pr�esent, l'application d'une m�ethode de recons-
truction par d�ecalages temporels ou d�eriv�ees se r�ev�el e infructueuse car l'ensemble des intersections apparait
dans une tr�es petite r�egion de l'attracteur, ce qui rend di �cile la caract�erisation topologique. A�n d'obtenir
une reconstruction plus ad�equate, G. B. Mindlin et al [2] utilisent un syst�eme de coordonn�ees constitu�e de la
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variable mesur�ee x(i ) et de deux �ltres intr�egrateurs. Il est de la forme
8
>>>>>><

>>>>>>:

X =
iX

j =1

2

4x(j ) e

� (i � j )
�

3

5

Y = x(i )

Z = x(i ) � x(i � 1)

(7.7)

o�u � est un d�ecalage temporel.
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]

Fig. 7.6 { Projection dans le plan XY de l'attracteur reconstruit �a pa rtir de la mesure d'une grandeur physique de la
r�eaction de Belousov-Zhabotinskii (d'apr�es Mindlin et a l).

Une projection dans le plan XY de l'attracteur reconstruit ( Fig. 7.6) o�re une bonne r�esolution des intersec-
tions et permet la caract�erisation topologique. L'application de premier retour de cet attracteur pr�esente deux
branches monotones, une croissante et une d�ecroissante [2]. En accord avec cela, le patron propos�e par G. B.
Mindlin et al est un simple patron constitu�e de deux bandes, une paire et une impaire. Ce patron est repr�esent�e
Fig. 7.7. Il est caract�eris�e par la matrice de liaisons suivante :

M BZ �
�

0 0
0 +1

�
: (7.8)

Une projection de la paire d'orbites p�eriodiques (10,101)est r�ealis�ee dans le plan XY (Fig. 7.8). Le nombre de
liaisons L (10; 101) est identique �a celui obtenu sur le patron : le patron est valid�e.

7.3.2 Un chaos un peu plus d�evelopp�e

F. Argoul, A. Arn�eodo et P. Richetti [14] ont �etudi�e la r�e action de Belousov-Zhabotinskii sur un r�egime
chaotique plus d�evelopp�e que celui �etudi�e par G. B. Mind lin et al. Ils se sont int�eress�es au cas o�u le 
ot
s'inscrit sur un attracteur �etrange qui provient des inter actions entre une bifurcation de Hopf surcritique et une
bifurcation homocline globale. Dans ce cas, le th�eor�eme de Sil'nikov (pr�esent�e bri�evement au chapitre 2) est
applicable et garantit le chaos.

La r�eaction de Belousov-Zhabotinskii est �etudi�ee par la mesure de la concentration en [Ce4+ ]. L'�evolution
temporelle de la concentration C(t) est repr�esent�ee Fig. 7.9. Le portrait de phase est reconstruit par une
m�ethode de d�ecalage temporel. L'attracteur ainsi obtenu est report�e Fig. 7.10. Il est repr�esent�e dans le plan
C = C(t); C0 = C(t + � ); C" = C(t + 2 � ) o�u � est le d�ecalage temporel �egal �a 12s.
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+2

+1
+1

(10)

(101)

Fig. 7.7 { Patron de l'attracteur de la r�eaction de
Belousov-Zhabotinskii. La paire d'orbites p�eriodiques
(10,101) est construite : L(10,101)=+2.
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+
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Fig. 7.8 { Projection des orbites p�eriodiques (10) et
(101) dans le plan XY. Le nombre de liaisons L(10,101)
est de +2.
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Fig. 7.9 { Evolution de la concentration en Ce 4+ �etudi�ee par F. Argoul et al.

A�n d'obtenir un mod�ele d'une interaction entre une bifurc ation de Hopf et une bifurcation homocline, F.
Argoul, A. Arn�eodo et P. Richetti utilisent le syst�eme de t rois �equations di��erentielles ordinaires suivant [14] :

8
>>>><

>>>>:

_X = Y

_Y = Z

_Z = � �Z � �Y � �X � k1X 2 � k2Y 2 � k3XY � k4XZ � k5X 2Z

(7.9)

Ce syst�eme poss�ede deux points �xes de coordonn�ees

F0 �

8
<

:

0
0
0

et F �

8
>><

>>:

�
�
k1

0
0

L'origine pr�esente une bifurcation de Hopf lorsque � = �� pour � et � positifs. Les param�etres de contrôle ont
�et�e choisis par F. Argoul, A. Arn�eodo et P. Richetti de man i�ere �a ce qu'il existe une orbite biasymptotique �a
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Fig. 7.10 { Attracteur reconstruit �a partir de l'�evolution de la conc entration en Ce4+ �etudi�ee par F. Argoul et al.

l'origine. Les param�etres retenus sont report�es dans le tableau 7.1. L'�evolution temporelle de la variable X (t)
est repr�esent�ee Fig. 7.11.

Tab. 7.1 { Coe�cients du mod�ele de la r�eaction de Belousov-Zhabotin skii : les coe�cients ont �et�e choisis de mani�ere �a
ce que le syst�eme pr�esente une orbite biasymptotique �a l' origine (d'apr�es F. Argoul et al).

� � � k 1 k2 k3 k4 k5

1 1.3 1.38 -1 1.425 0 -0.2 0.01

0 100 200 300 400 500
t (s)

1

±4

±9

±14

±19

±24

C
(t

)

Fig. 7.11 { Evolution temporelle de la variable X (t) du mod�ele de la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii.

La s�erie temporelle X (t) peut être compar�ee tr�es favorablement �a celle de la concentration C(t) en [Ce4+ ]
(Fig. 7.11). Il en est de même pour l'attracteur g�en�er�e p ar le mod�ele (7.9) repr�esent�e Fig. 7.12 dans le planXY .

A�n de connâ�tre un peu mieux cet attracteur, nous construisons une section de Poincar�eP0 (Fig. 7.13.a)
d�e�nie par l'ensemble

P0 �
�

(X; Y 2 IR j Y = 0 ;
@�0(X; Y; Z )

@Y
> 0

�
(7.10)

o�u � t est le 
ot associ�e au champ de vecteurs d�e�ni par le syst�eme (7.9). L'application de premier retour
de la section de Poincar�eP0 �a elle-même �a l'aide de la variable X (t) est repr�esent�ee Fig. 7.13.b. Elle pr�esente
quatre branches monotones : une croissante et trois d�ecroissantes. Le d�edoublement des deux premi�eres branches



228 CHAPITRE 7. TOPOLOGIE DE SYST �EMES PHYSIQUES
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Fig. 7.12 { Attracteur produit par le mod�ele de la r�eaction de Belouso v-Zhabotinskii. Sa con�guration est tr�es semblable
�a celle de l'attracteur reconstruit �a partir de l'�evolut ion de la concentration en [Ce4+ ].
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(a) Section de Poincar�e (b) Application de premier retour

Fig. 7.13 { Section de Poincar�e P0 et l'application de premier retour qui lui est associ�ee. Qu atre branches monotones
cod�ees respectivement 0, 1, 3 et 5 sont obtenues.

provient de la structure en �epis de l'extr�emit�e de la sect ion de Poincar�e (Fig. 7.13.a). Il n'est pas essentiel pour
notre �etude.

Sur les quatre branches monotones, nous pouvons d�e�nir unedynamique symbolique �a quatre lettres : une
paire et trois impaires. Nous les choisissons comme indiqu�e sur la �gure 7.13.b. La dynamique symbolique est
donc d�e�nie par : 8

>><

>>:

0 si X > � 4:26
1 si � 4:26 > X > � 11:74
3 si � 11:74 > X > � 19:88
5 si � 19:88 > X

(7.11)

La population d'orbites p�eriodiques est alors extraite de cet attracteur. Elle est report�ee dans le tableau 7.2.
Nous constatons qu'aucune orbite de p�eriode inf�erieure �a 6 ne comporte de lettre "5". Seules deux orbites de
p�eriode 6 en comportent une. Un �elagage est pr�esent sur les orbites dont les s�equences contiennent les lettres
"1". Par exemple, les orbites cod�ees par des s�equences de la forme (10n ) et (10n � 11) ont disparu de l'attracteur.
Pr�ecisons que toutes les orbites p�eriodiques de l'attracteur ont pu être cod�ees sur cette dynamique symbolique :
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la partition choisie est donc g�en�eratrice.
Comme le montrent A. Arn�eodo et al [13], ce syst�eme est tr�es semblable au syst�eme de R•ossler [17] �etudi�e

au chapitre 2 de ce m�emoire. De ce fait, nous gageons que le patron de ce syst�eme est constitu�e des bandes 0,
1, 3 et 5 du syst�eme de R•ossler. Suivant la matrice de liaisons propos�ee section 2.4.3, la matrice de liaisons du
patron de l'attracteur repr�esent�e Fig. 7.12 est alors :

M mod �

2

6
6
4

0 � 1 � 1 � 1
� 1 � 1 � 2 � 2
� 1 � 2 � 3 � 4
� 1 � 2 � 4 � 5

3

7
7
5 (7.12)

Le patron est repr�esent�e Fig. 7.14.

0 1 3 5

Fig. 7.14 { Patron de l'attracteur g�en�er�e par le mod�ele de la r�eact ion de Belousov-Zhabotinskii.

Commen�cons par valider les trois premi�eres bandes du patron. Pour cela, nous choisirons les couples d'orbites
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Tab. 7.2 { Population d'orbites p�eriodiques de l'attracteur du mod� ele de la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii.

p�eriode nombre coordonn�ee enx coordonn�ee enz s�equence

1 1 -6.593684014826576 12.778730925251143 1
2 2 -13.215111721260056 28.767316803539149 30

-9.776943542966405 20.545458826767785 10
3 3 -15.376778488899028 33.613166341447567 300

-14.669091976115080 32.061612560909786 301
-11.587219764043109 24.933932394038848 101

4 6 -16.934946862717322 36.897605721754672 3000
-16.508054277406579 36.016409449861918 3001
-14.011004662562279 30.587515451913923 3011
-13.711377312712454 29.906911143374710 3010
-13.358845643431444 29.098908699548172 3031
-10.699132319184518 22.793070126313715 1011

5 11 -18.199424262123785 39.422048266344959 30000
-17.903999391883474 38.843838107503984 30001
-15.981815330674948 34.910617635102426 30011
-15.832214135498482 34.592350256393686 30010
-15.564662445822798 34.019020093014227 30031
-15.494379078309988 33.867484676003087 30030
-14.606822512600969 31.923402268256599 30130
-14.549219452130712 31.795285480034160 30131
-14.383815054389876 31.426207386762734 30110
-14.267566238981905 31.165684749238306 30111
-11.359561477440707 24.387931669833371 10110
-11.029546556152017 23.592846663594582 10111

6 24 -20.258773322538698 43.252721522059929 500000
-20.097498248472380 42.965360470663541 500001
-19.289316782402800 41.493021367190678 300000
-19.073114729807703 41.089992655243734 300001
-17.441952227226835 37.925307793274143 300011
-17.350767153979572 37.742009715601981 300010
-17.123183421349971 37.281542270001523 300031
-17.078719971162126 37.191101996281311 300030
-16.413043333506895 35.818336255379130 300130
-16.379964237895713 35.749380356708066 300131
-16.248271123049062 35.473217018648235 300110
-16.186878172191484 35.344066420088453 300111
-15.408069081131185 33.680960417532148 300301
-14.163073090116796 30.930740460894764 301111
-14.115501192412825 30.823520472640187 301110
-14.050758319670681 30.677391892595089 301131
-14.025666577325016 30.620677549920003 301130
-13.698688401833799 29.877959190694686 301030
-13.661503689712667 29.793067020771243 301031
-13.567982171134368 29.579170788009726 301010
-13.489461711473158 29.399190688427090 301011
-13.360119651762009 29.101853528721438 301130
-10.892914681486943 23.262553154537816 101111
-10.751836541413608 22.920928881078193 101110
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p�eriodiques (10,1) et (301,300). Des projections de ces paires donnent des nombres de liaisons respectivement
�egaux �a : �

L (10; 1) = � 1
L (301; 300) = � 4

(7.13)

Ces nombres doivent être �egaux �a ceux donn�es par la relation :

L (N1; N2) =
1
2

2

4
p1X

i =1

p2X

j =1

M (� i ; � j ) + N ins (N1; N2)

3

5 (7.14)

o�u les N i d�esignent les orbites de p�eriode pi consid�er�ees. M (� i ; � j ) repr�esentent les �el�ements de la matrice de
liaisons o�u � i et � j sont les lettres des s�equences symboliques des orbites consid�er�ees. N ins (N1; N2) est le nombre
d'intersections positives compt�ees sur le graphe d'insertion (pr�esent�e au chapitre 2). Les graphes sont construits
Fig. 7.16. Nous obtenons alors :

8
>><

>>:

L (10; 1) = 1
2 [M (1; 1) + M (1; 0) + N ins (10; 1)] = 1

2 [� 1 � 1 + 0] = � 1

L (301; 300) = 1
2 [M (3; 3) + 3 M (3; 0) + M (3; 1) + 2 M (1; 0) + M (0; 0)
+ N ins (301; 300)] = 1

2 [� 3 � 3 � 2 � 2 + 0 + 2] = � 4

(7.15)

Les trois premi�eres bandes sont donc valid�ees. A�n de valider la bande 5, il nous faut maintenant une orbite de
p�eriode 6 dont la s�equence symbolique contient un "5". Prenons le couple (500000,1). Une projection de cette
paire (Fig. 7.17) o�re un nombre de liaisonsL (500000; 1) �egal �a � 1. Le nombre d'insertion est trouv�e �egal �a +5.
La relation alg�ebrique (7.14) nous donne :

L (500000; 1) = 1
2 [M (5; 1) + 5 M (1; 0) + N ins (500000; 1)]

= 1
2 [ � 2 � 5 + 5] = � 1

(7.16)

Le patron est maintenant compl�etement valid�e.
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(a) Projection de la paire (10,1) : L(10,1)=-1 (b) Projectio n de la paire (301,300) : L(301,300)=-4

Fig. 7.15 { D�etermination des nombres de liaisons par d�ecompte des in tersections orient�ees sur une projection r�eguli�ere.

Remarquons que les deux premi�eres bandes de ce patron induisent une organisation des orbites p�eriodiques
identique �a celle induite par le patron obtenu par G. B. Mind lin et al, au signe pr�es. En e�et, les torsions locales
sont positives sur le patron propos�e par G. B. Mindlin et al alors qu'elles sont n�egatives sur le patron du mod�ele
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(7.9). Nous ne savons pas �a l'heure actuelle quel est le rôle du signe des torsions sur un syst�eme dynamique. Nous
pouvons juste dire que les lois d'apparition des orbites p�eriodiques sont identiques et que leurs organisations
sont identiques au sein des deux syst�emes.

Il pourrait être int�eressant de valider ce mod�ele par rap port aux donn�ees exp�erimentales utilis�ees par F.
Argoul, A. Arn�eodo et P. Richetti [14]. Malheureusement, nous ne poss�edons pas encore les enregistrements de
ces s�eries temporelles.

7.4 Conclusion

Nous avons �etabli une br�eve revue des applications de la topologie �a des syst�emes exp�erimentaux. Pour
l'ensemble de ces dynamiques, except�e le mod�ele de la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii, nous avons obtenu
des dynamiques type "R•ossler �a deux bandes" (au signe pr�es), et ce, bien que les attracteurs aient des aspects
tr�es di��erents. Ce r�esultat met en �evidence une propri� et�e synth�etique de la caract�erisation topologique : le p atron
obtenu ne tient compte que de la somme des contributions des di��erentes torsions locales que subit l'attracteur.
L'organisation globale des orbites p�eriodiques peut être ainsi mise en �evidence et leur ordre d'apparition plus
facilement formalis�e. Du point de vue local, dans une section de Poincar�e par exemple, les dynamiques de tous
les syst�emes sont identiques : l'application de premier retour pr�esente un unique maximum di��erentiable.

Par contre, si nous envisageons d'utiliser la caract�erisation topologique pour �etablir des classes d'�equivalence
de syst�emes dynamiques, nous sommes en droit de nous interroger sur la pertinence de ne pas distinguer la
dynamique g�en�er�ee par le laser CO2 de celles des autres syst�emes laser. Le laser CO2 avec absorbant saturable
et le laser RMN ont, quant �a eux, des dynamiques tr�es semblables �a celle observ�ee par G. B. Mindlin et al sur
la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii (le cas est di��erent pour celle �etudi�ee par F. Argoul, A. Arn�eodo et P.
Richetti puisqu'elle correspond �a un chaos plus d�evelopp�e). Il est probable que chaque torsion locale devra être
repr�esent�ee sur le patron de mani�ere �a am�eliorer les possibilit�es de la caract�erisation topologique.
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(a) Graphe d'insertion de la paire (10,1). La base
inf�erieure est construite sur l'ordre naturel. La
base sup�erieure est obtenue en inversant les points
p�eriodiques de la bande 1 et en permutant en bloc les
deux groupes de points de chacune des deux bandes
car M(1,0) est impair. On obtient N ins (10; 1) = 0.

(b) Graphe d'insertion de la paire (301,300). La
base inf�erieure est construite sur l'ordre naturel. La
base sup�erieure est obtenue en inversant les points
p�eriodiques de la bande 3 (de parit�e impaire) et en
permutant en bloc les points des bandes 1 et 3 avec
ceux de la bande 0 car M(1,0) et M(3,0) sont impairs.
On obtient N ins (301; 300) = 2.

Fig. 7.16 { Graphe d'insertion pour les deux couples d'orbites p�eriod iques �etudi�ees.
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Fig. 7.17 { Projection de la paire (500000,1) : L(500000,1)=-1.
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Chapitre 8

Du chaos dans les �etoiles

8.1 Introduction

S'il est certain que des variations de la brillance de certaines �etoiles ont �et�e observ�ees vers le XVI e si�ecle,
il semble qu'elles n'ont pas �echapp�e aux astronomes de l'Antiquit�e. Ainsi, les Assyriologistes avancent que les
textes babyloniens annoncent la d�ecouverte de variationsstellaires il y a environ 2000 ou 3000 ans. L'hypoth�ese
des variations de la brillance des �etoiles r�eapparâ�t dans la premi�ere moiti�e du XVI e si�ecle. Il semble que la
principale raison de cette occultation provienne de la pens�ee Aristot�elicienne : la nature divine, imp�erissable
et inalt�erable de la mati�ere dont sont faits les corps c�el estes interdit toute �evolution des �etoiles. De telles
observations �etaient ignor�ees sur le compte du manque des�erieux observationnel [1].

La premi�ere observation de la brillance d'un corps c�eleste variant p�eriodiquement date donc de la �n du
XVI e si�ecle. Elle serait dûe �a David Fabricius. Dans son ouvrageDe Stella Nova, Kepler date cette d�ecouverte
au 13 Août 1596. Au d�ebut du XIX e si�ecle, la communaut�e scienti�que explique ces variations �a l'aide de de la
th�eorie de l'�eclipse bas�ee sur la m�ecanique c�eleste. Il faut attendre la �n du XIX e si�ecle pour que les variations
de la luminosit�e soient expliqu�ees en termes de gravitation et de transport de chaleur. Jusqu'au d�ebut des ann�ees
80, l'�evolution des �etoiles, dites pulsantes lorsqu'elles pr�esentent des variations temporelles de leur luminosit�e et
de leur vitesse radiale, a �et�e pens�ee en termes de comportements plus ou moins p�eriodiques. Avec la pr�ecision
croissante des observations et de l'augmentation du temps d'acquisition, plusieurs �etoiles ont �et�e identi��ees
comme multip�eriodiques ou irr�eguli�eres.

La description de comportements tr�es complexes par des syst�emes dynamiques non-lin�eaires �a quelques
degr�es de libert�e a conduit les astrophysiciens �a mod�eliser les �etoiles par de tels syst�emes. C'est pourquoi la
pr�esence du chaos fut tout d'abord observ�ee sur des mod�eles num�eriques. Ainsi, J. R. Buchler, G. Kova�cs et M.
J. Goupil [2] pr�esentent des attracteurs du type "R•ossler �a deux bandes" g�en�er�es par un mod�ele hydrodynamique
en description lagrangienne unidimensionnelle. Le m�ecanisme de transport de chaleur est la di�usion radiative.
L'�etoile est discr�etis�ee en 60 couches d�e�nies chacune par un rayon, une vitesse et une entropie (ou une autre
variable thermodynamique). La dimension de l'espace des phases est alors de 180. Pourtant, la dimension de
l'attracteur, estim�ee �a l'aide de l'algorithme de P. Gras sberger et I. Procaccia [3], est voisine de 2.5 ! Ainsi, la
repr�esentation de l'attracteur peut être correctement r �ealis�ee dans un espace �a trois dimensions. Les param�etres
du mod�ele (la masse, la luminosit�e, la composition et la temp�erature e�ective) correspondent �a des �etoiles du
type W Vir, RV Tauri ou de celles qui peuplent les C�epheides froides.

Sur ce mod�ele, J. R. Buchler, G. Kova�cs et M. J. Goupil [4] observent un doublement de p�eriode et une
intermittence [5]. Par ailleurs, la plupart des routes versle chaos ont �et�e observ�ees sur des mod�eles rudimentaires
des oscillations stellaires (pour une revue d�etaill�ee, consulter [1]).

Malgr�e une connaissance des �etoiles sans cesse approfondie, la physique pr�ecise des �etoiles demeure inconnue.
Aussi, il est important de distinguer des familles g�en�eriques parmi les comportements temporels des �etoiles. Etant
donn�ee l'�evolution �a long terme des comportements stellaires, ces classes de comportements devront survivre
aux variations des param�etres de contrôle [1]. De plus, latechnique d'analyse devra être robuste au bruit
observationnel qui reste la principale source de di�cult�e s dans l'analyse des donn�ees stellaires [6].
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Il existe deux types de quantit�es pour caract�eriser un att racteur : les quantit�es g�eom�etriques et les quantit�es
topologiques. Les quantit�es g�eom�etriques telles que ladimension ou les exposants de Lyapunov, sont bas�ees sur
la notion de distance dans l'espace des phases. Ce sont des r�eels et ces quantit�es sont particuli�erement sensibles
au bruit (les distances �etant rapidement perturb�ees par l e bruit). De plus, elles sont sensibles aux variations
des param�etres de contrôle et il n'est pas �etabli pr�ecis�ement dans quelle mesure elles caract�erisent un syst�eme.
Par contre, les quantit�es topologiques sont une signaturede l'organisation relative des orbites p�eriodiques. Ces
quantit�es sont peu sensibles au bruit car seule la connaissance de quelques orbites de faible p�eriode, que le
bruit a�ecte peu, est requise [7]. Ainsi, G. B. Mindlin et al [8] ont pu caract�eriser la topologie d'un attracteur
�a partir d'une s�erie exp�erimentale bruit�ee �a 60 %. L'�e norme avantage des invariants topologiques est qu'ils sont
pr�eserv�es sous des variations des param�etres de contrôle du syst�eme. De ce fait, la caract�erisation topologique
correspond pleinement �a l'outil recherch�e par J. Perdang [1] pour distinguer di��erentes familles stellaires.

Aussi, nous appliquerons la caract�erisation topologique�a un mod�ele simple repr�esentant les pulsations stel-
laires radiales. Ce mod�ele est dû �a M. Auvergne et A. Baglin [9]. Il g�en�ere un attracteur chaotique pourvu de
sym�etrie centrale [10] qui n�ecessitera de g�en�eraliser un peu plus la proc�edure d�evelopp�ee aux chapitres 3 et 5.

8.2 Un mod�ele d'�etoile pulsante

M. Auvergne et A. Baglin [9] montrent que les variations relatives du rayon (x = �r
�r ) d'une zone de l'�etoile,

o�u �r est le rayon de la zone �a l'�equilibre, ob�eissent �a la loi :
:::
x +•x + �

�
1 + �x 2�

_x + �x = 0 (8.1)

o�u les coe�cients �; � et � sont respectivement d�e�nis par :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� =

 2(1 + 
 1)2


 1

� =
B
A

1
A2K 2

� =

 1

A2K 2

(8.2)

o�u 
 1 est une fonction de l'exposant adiabatique qui gouverne le degr�e d'instabilit�e, 
 2 une fonction de l'abon-
dance en nombre d'�el�ements ionis�es et de� = �

kT o�u � est le potentiel d'ionisation. Le terme A2K 2 quanti�e
l'�ecart �a l'adiabacit�e et B=A est le terme de source de l'�etoile. Le terme _x repr�esente la d�eriv�ee par rapport au
temps adimensionel� �egal �a AK! 0t o�u ! 2

0 = GM
r 3 (G est la constante gravitationnelle,M la masse de la couche

�etudi�ee de l'�etoile et r le rayon de cette couche). Il repr�esente le rapport du tempssur le temps thermique
t th = 1 =AK! 0 de l'�etoile. Suivant M. Auvergne et A. Baglin [9], ces coe�c ients seront �x�es �a

8
><

>:


 1 = � 0:3

 2 = 25:0

A2K 2 = 10 � 2

(8.3)

Le terme de sourceB=A est choisi comme param�etre de contrôle du syst�eme. Nous l'avons �x�e �a 0.12066.
Ce choix a �et�e guid�e par l'application de premier retour. Le param�etre choisi correspond �a une application de
premier retour dont les deux branches monotones se jouxtentau niveau du point critique (voir Fig. 8.7, section
suivante).

De mani�ere �a ramener le syst�eme (8.1) �a un syst�eme d'�eq uations di��erentielles ordinaires, nous devons
e�ectuer le changement de variables suivant : 8

>>><

>>>:

x = x

y = _x

z = •x

(8.4)
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Nous obtenons alors le syst�eme tridimensionnel suivant :
8
>>>><

>>>>:

_x = y

_y = z

_z = �
�
z + �

�
1 + �x 2�

y + �x
�

(8.5)

Fig. 8.1 { Attracteur repr�esentatif du comportement de l'�etoile pu lsante.

L'attracteur g�en�er�e par ce syst�eme est repr�esent�e su r la Fig. 8.1. Remarquons que ce syst�eme est �equivariant,
c'est �a dire qu'il satisfait �a la propri�et�e suivante :

f (� ; 
 x (t)) = 
 f (� ; x (t)) (8.6)

o�u x est le vecteur de composantes (x; y; z), � est un vecteur de l'espace des param�etres etf repr�esente le
champ de vecteur du syst�eme (8.5).
 est une matrice carr�ee, 3� 3, qui d�e�nit l'�equivariance. La sym�etrie �etant
centrale, 
 s'�ecrit


 �

2

4
� 1 0 0
0 � 1 0
0 0 � 1

3

5 (8.7)

Cette sym�etrie se retrouve sur l'attracteur de la �gure 8.1 . La proc�edure de caract�erisation topologique devra
donc être analogue �a celle d�evelopp�ee sur le syst�eme deLorenz [11, 12].

8.2.1 Construction du patron

Nous avons vu au cours de la premi�ere partie de ce m�emoire leprincipe de la caract�erisation topologique.
Elle consiste �a assimiler l'attracteur �a un ruban sur lequ el se d�eveloppe les trajectoires. En divisant le ruban
en r�egions dont les propri�et�es topologiques sont distinctes, nous pouvons alors sch�ematiser l'attracteur par un
patron.

Ceci est r�ealis�e �a partir de la projection de l'attracteu r (Fig. 8.2) et d'un logiciel de visualisation tridimen-
sionnelle1. Avant d'obtenir le patron d�e�nitif, une succession d'�et apes interm�ediaires est requise. Une traduction
directe en terme de ruban de la projection de l'attracteur (Fig. 8.2) est repr�esent�ee Fig. 8.3.

1Advanced Visual Systems Inc. 300 Fifth Ave. Waltham, MA 0215 4
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Fig. 8.2 { Projection de l'attracteur solution du mod�ele simple d'un e �etoile pulsante : l'attracteur est �a sym�etrie centrale
qui provient de la sym�etrie sph�erique du mod�ele.
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Fig. 8.3 { Repr�esentation en terme de ruban de la projection dans le pl an (x; _x) de l'attracteur. A�n de simpli�er la
repr�esentation, la boucle en gris fonc�e subit une rotatio n de � � suivant l'axe d�e�ni par les points A et B. Chaque torsion
locale du ruban est sign�ee : une rotation de + � a pour image par rapport �a l'origine une rotation de � � .
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Nous remarquons qu'�a chaque torsion du ruban est associ�eeune torsion sym�etrique de signe oppos�e. En
e�et, une sym�etrie centrale inverse les rotations [12] ; cette propri�et�e aura des cons�equences fondamentales sur
la d�etermination du patron. Nous devons auparavant, achever l'extraction du patron. Pour cela, nous devons
simpli�er la structure du ruban. Deux torsions locales apparaissent sur la boucle en gris clair : elles sont oppos�ees
et s'annulent donc. Il en est de même pour les deux torsions locales de la boucle en gris fonc�e. Nous imposons
maintenant une rotation de � � suivant l'axe AB de la boucle en gris clair (Fig. 8.3). Cette rotation induit
deux torsions locales oppos�ees qui s'annulent donc. Une rotation sym�etrique (donc de + � ) est impos�ee suivant
le même principe �a la boucle en gris fonc�e. Nous aboutissons alors �a une con�guration beaucoup plus simple
repr�esent�ee Fig. 8.4.

+p

-p

Fig. 8.4 { Les rotations oppos�ees ont �et�e annihil�ees : les deux ail es ont �et�e repli�ees sur elles-mêmes. Il ne reste que les
deux repliements : le rotation � � correspond au repliement de la boucle en gris fonc�e sur la boucle gris clair. La rotation
+ � , sym�etrique de la premi�ere, correspond au repliement de l a boucle gris clair sur la boucle gris fonc�e. Cette derni�er e
rotation n'est pas tr�es visible sur la �gure car elle est mas qu�ee par la boucle en gris fonc�e.

La structure obtenue est alors repr�esent�ee sous la forme d'un double patron (Fig. 8.5). Chaque patron
correspond au domaine fondamental (ou une de ses copies) qui, par copies successives, permet la restitution
compl�ete du portrait de phases. Dans le cas pr�esent, le domaine fondamental est copi�e une fois. La sym�etrie �etant
centrale, une copie pr�esente des rotations de signes oppos�es aux rotations pr�esentes sur le domaine fondamental.

P. Cvitanovi�c et B. Eckardt [13] ont montr�e que la descript ion dynamique doit se faire uniquement sur le
domaine fondamental. Comme pour le syst�eme de Lorenz (chapitre 3), le double patron (Fig. 8.5) est alors
divis�e en deux patrons (Fig. 8.6) : ils sont oppos�es l'un del'autre, v�eritable signature de la sym�etrie centrale. Le
premier (Fig. 8.6.a) pr�esente une bande pourvue d'une torsion locale de +� . Au contraire, le second (Fig. 8.6.b)
est constitu�e d'une bande de torsion locale de� � . Dans les deux cas, une seconde bande d�epourvue de torsion
locale est pr�esente. Toutefois, le second patron (Fig. 8.6.b) n'est pas en accord avec la convention d'insertion
standard [14]. Un croisement suppl�ementaire entre les deux bandes doit donc être ajout�e de mani�ere �a ce que
les bandes soit repr�esent�ees de l'arri�ere vers l'avant et de la gauche vers la droite.

L'attracteur g�en�er�e par le mod�ele de l'�etoile pulsant e est alors caract�eris�e indi��eremment par ses deux
patrons. Il persiste une ind�etermination sur le signe de larotation, v�eritable signature de la sym�etrie centrale
du mod�ele.

8.2.2 Validation par les orbites p�eriodiques

Comme nous l'avons vu au chapitre 3, la construction d'une application de premier retour d'un syst�eme
�equivariant doit se construire sur le domaine fondamental, c'est �a dire qu'un ensemble de Poincar�e �, constitu�e
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+p

-p

Fig. 8.5 { Double patron sym�etrique par rapport �a l'origine de l'att racteur du mod�ele de l'�etoile pulsante.

-p-p

b)

 

a)

Insertion standard Insertion non-standard Insertion standard

+p

c)

Fig. 8.6 { Les deux patrons issus du double patron sont ici repr�esent�es : la torsion locale apparaissant sur la bande
ext�erieure est n�egative (a) ou positive (b). La conventio n d'insertion n'est pas respect�ee sur la repr�esentation ( b) : un
croisement entre les bandes doit être introduit (c).
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Tab. 8.1 { Population d'orbites p�eriodiques instables de l'attract eur repr�esentatif de l'�etoile pulsante.

p�eriode nombre coordonn�ee enx coordonn�ee eny s�equence

1 1 0.280685391937022 1.464763514002338 1

2 1 0.282075651265174 1.491807868312381 10

3 0

4 1 0.282338705009153 1.496595893436384 1011

5 0

6 2 0.282482667303333 1.499398362313127 101110
0.282534874219053 1.500340931658411 101111

de deux sections de Poincar�e �+ et � � , doit être utilis�e. Les deux sections � � sont respectivement d�e�nies par

� + �
�

(x; y) 2 IR 2 j z = 0 ; x > 0:27
	

et
� � �

�
(x; y) 2 IR 2 j z = 0 ; x < 0:27

	

Ces deux sections ne doivent pas être distingu�ees par la variable utilis�ee pour la construction de l'application
de premier retour [11]. Aussi la valeur absolue de la variable x est utilis�ee (Fig. 8.7).

0,278 0,279 0,280 0,281 0,282
|xn|

0,278

0,279

0,280

0,281

0,282

|x
n+

1|

0 1

Fig. 8.7 { Application de premier retour de l'ensemble de Poincar�e � � a lui-même : deux branches monotones sont
pr�esentes, une croissante et une d�ecroissante.

Deux branches monotones sont obtenues (Fig. 8.7) : une croissante et une d�ecroissante. Ceci est bien en
accord avec la bande paire (sans torsion locale) et la bande impaire (torsion de � � ) obtenues sur le patron
(Fig. 8.6). Assignons respectivement �a ces deux bandes leschi�res 0 et 1 a�n de coder la population d'orbites
p�eriodiques. La population pr�esente au sein de l'attracteur est report�ee dans le tableau 8.1.

Comme le laissait pr�esager l'application de premier retour, la population d'orbites p�eriodiques est fortement
�elagu�ee. Aucune orbite de p�eriode 3 et 5 ne sont apparues.Rappelons que ces p�eriodes sont les derni�eres �a
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apparâ�tre selon le th�eor�eme de Sarkovskii [15, 16]. De plus, les s�equences symboliques obtenues sont en parfait
accord avec l'ordre d'apparition donn�e par la dynamique symbolique (voir chapitre 2).

Nous prenons le couple d'orbites (1,10) a�n de valider le patron. La projection de ces orbites (Fig. 8.8) et
une consultation de la troisi�eme coordonn�ee permet la d�etermination du nombre de liaisonsL (1; 10). Ce nombre
ne peut être sign�e en raison des propri�et�es des sym�etries centrales. Le nombre de liaisons est compt�e sur le
domaine fondamental qui correspond au ruban gris fonc�e (ouclair) Fig. 8.3. Pratiquement, ceci se r�ealise en
ne tenant compte que de la moiti�e gauche (ou de la moiti�e droite) de la projection (Fig. 8.8). Nous choisissons
arbitrairement le ruban gris fonc�e comme r�ef�erence (ou comme domaine fondamental). Des complications vont
apparâ�tre car sur ce demi-plan, le domaine fondamental n'est pas pr�esent dans son ensemble alors qu'une partie
de sa copie l'est. De ce fait, nous devons tenir compte des intersections entre le domaine fondamental (gris fonc�e)
et sa copie (gris clair). Ceci peut être vu sur la �gure 8.2 o�u nous pouvons ais�ement voir une intersection entre
la boucle gris clair et la boucle gris fonc�e. Trois types d'intersections sont alors �a distinguer :

� les intersections entre les deux orbites au sein du domaine fondamental : le signe est conserv�e (groupeA,
Fig. 8.8),

� les intersections entre les deux orbites, l'une �etant sur le domaine fondamental et l'autre sur sa copie : le
signe doit être invers�e car l'e�et de la sym�etrie est impl iqu�e (groupe B , Fig. 8.8),

� les intersections entre les deux orbites au sein de la copie :le signe doit être invers�e (goupeC et D , Fig.
8.8).

Ainsi, �etant donn�e que la sym�etrie centrale inverse le signe des rotations, et donc celui des intersections, toute
intersection mettant en jeu le ruban gris clair (le sym�etri que du ruban gris fonc�e) doit être invers�ee. Le d�ecompte
est le suivant :

L (1; 10) =
1
2

[(+2) A � (+4) B � (� 2)C � (+2) D ] = +1

Une construction du couple d'orbites sur le patron (Fig. 8.9) pr�esente un nombre de liaisons de +1 (le patron
Fig. 8.6.a a �et�e choisi ; le second patron aurait donn�e L (1; 10) = � 1). Le signe du nombre de liaisons �etant ici
ind�etermin�e, les deux patrons sont valid�es.
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D B=+4

A=+2

D=+2
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(a) Projection de la paire (1,10) (b) Agrandissement

Fig. 8.8 { Projection du couple d'orbites p�eriodiques (1,10). L (1; 10) = +1.

Cette proc�edure est v�eri��ee sur le couple d'orbites p�er iodiques (1,1011). Le nombre de liaisonsL (1; 1011)
obtenu sur la projection (Fig. 8.10 est �egal �a :

L (1; 10) =
1
2

[(+4) A � (+8) B � (� 4)C � (+4) D ] = +2

Ce nombre peut être ais�ement retrouv�e par une construction des orbites sur le patron de la �gure 8.9.
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(10)

(1)

+1

+1

Fig. 8.9 { Construction des orbites p�eriodiques sur le patron pourvu de torsions n�egatives. Le nombre de liaisons est
de L (1; 10) = 1

2 [+2] = +1.
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(a) Projection de la paire (1,1011) (b) Agrandissement

Fig. 8.10 { Projection de la paire d'orbite p�eriodiques : L(1,1011)=+ 2.
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8.3 Analyse en fr�equence

Nous avons vu que le syst�eme �etait �equivariant. Ceci impl ique que toute analyse doit être faite sur le
domaine fondamental �a l'aide d'une variable invariante. Comme pour le syst�eme de Lorenz (chapitre 3), une
telle analyse peut être r�ealis�ee �a l'aide d'une valeur absolue sur l'une des variables du syst�eme. En e�et, les
variables du syst�eme sont �equivariantes. De ce fait, par simple action de la matrice 
 sur un �etat x 0 du domaine
fondamental, cet �etat est projet�e sur la copie du domaine fondamental. L'action de la matrice 
 transforme les
coordonn�ees par une simple inversion de signe. Aussi prendre la valeur absolue d'une variable, c'est la rendre
invariante sous l'action de la matrice 
 . En d'autres termes, elle ne distingue plus le domaine fondamental et sa
copie. L'analyse dynamique peut alors être e�ectu�ee en toute con�ance.

Une telle proc�edure s'applique aussi lors du calcul d'un spectre de puissance. Le spectre de puissance de
l'�etoile est r�ealis�e �a partir de la valeur absolue de la v ariable x sur 32768 points �echantillonn�es sur le pas de
temps � = 0 :05. Le spectre est repr�esent�e Fig. 8.11.

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
Frequence (Hz)

-150

-100

-50

0
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)

Fig. 8.11 { Spectre de puissance de l'�evolution de l'�etoile.

La fr�equence fondamentalef 0 est de 0:75. La p�eriode des pulsations radiales de l'�etoile est donc de l'ordre du
temps thermique. Nous retrouvons sur le spectre les fr�equencesf 0=2 et f 0=4 encore tr�es pr�esentes, v�eritable signa-
ture d'une cascade de doublements de p�eriode. Comme nous l'avons vu sur la population d'orbites p�eriodiques
(Tableau 8.1), le chaos est faiblement d�evelopp�e.

8.4 Conclusion

Par l'interm�ediaire de la topologie de l'attracteur, nous avons construit un patron repr�esentatif de l'organi-
sation des orbites p�eriodiques. Il constitue une v�eritable "carte d'identit�e" de la dynamique de l'�etoile. D'autr e
part, nous avons mis en �evidence un domaine fondamental surlequel toute analyse doit être e�ectu�ee. Ainsi,
l'analyse en fr�equence est men�ee sur ce domaine par l'interm�ediaire de la valeur absolue de la variable.

De par sa robustesse au bruit et de sa faible d�ependance vis �a vis des param�etres de contrôle, la caract�erisation
topologique apparâ�t comme l'approche id�eale pour la classi�cation des �etoiles.
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Chapitre 9

Le chaos en electro-chimie.

9.1 Introduction

R. J. Field, E. Kor•os et R. M. Noyes [1] ont publi�e en 1972 une analyse du comportement oscillant de
la r�eaction de Belousov-Zhabotinskii. Depuis, de nombreuses �equipes ont largement �etudi�e la nature de ces
oscillations [2, 3]. Une revue compl�ete sur cette r�eaction est donn�ee par A. Arn�eodo et al [4]. La d�emonstration
d'un comportement chaotique d�eterministe n'est maintenant plus �a faire et la structure de l'attracteur pr�esent�e
par cette r�eaction est bien connue [5].

Des oscillations apparaissent aussi durant des r�eactions�electrochimiques. Ces r�eactions incluent les �electrolyses
[6]. De nombreuses �etudes ont �et�e r�ealis�ees r�ecemment sur des r�eactions chimiques o�u l'existence de structures
chaotiques a �et�e mise en �evidence [7, 8]. L'�electrolysedu cuivre dans de l'acide phosphorique (H3PO4) a aussi
�et�e �etudi�ee par F. Albahadily et M. Schell [9]. La route v ers le chaos de cette r�eaction provient d'une bifurcation
de Hopf suivie d'un doublement de p�eriode. Pr�ecisons que ce scenario est celui suivi par le syst�eme de R•ossler
[10] qui a �et�e con�cu pour mod�eliser les trajectoires dans l'espace des phases de r�eactions chimiques. L'objet de ce
chapitre est la caract�erisation topologique d'attracteurs exp�erimentaux issus des donn�ees fournies par l'�equipe
de J. L. Hudson1.

9.2 Electrolyse du Cuivre

L'exp�erience est bas�ee sur un disque de cuivre de 8 mm de diam�etre et plong�e dans une solution d'acide
phosphorique �a 85:7 % (pourcentage massique). Le disque est anim�e d'une rotation de 73.34 ts� 1 et joue le
rôle d'�electrode. Une tension statique de 689 mV est appliqu�ee �a cette �electrode. Le courant I (t), exprim�e en
milliamp�ere, est mesur�e en fonction du temps �a la fr�eque nce de 1500 Hz (Fig. 9.1).

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
 Time   (s)

30

40

50

60

I(
t)

   
(m

A
)

Fig. 9.1 { Evolution de l'intensit�e du courant traversant l'�electr ode en fonction du temps.

1University of Virginia, Depertment of Chemical Engineerin g, Thornton Hall, Charlottesville, VA 22901, USA.

249



250 CHAPITRE 9. LE CHAOS EN ELECTRO-CHIMIE.

9.2.1 Quelques propri�et�es de l'attracteur

Le comportement asymptotique s'installe sur un attracteur �etrange repr�esent�e dans un espace reconstruit
par la m�ethode des d�ecalages (Fig. 9.2) : le d�ecalage temporel � est �egal �a 0.01 s. L'attracteur est alors repr�esent�e
dans l'espace euclidienR3 d�e�ni par les variables suivantes :

8
<

:

X = i (t)
Y = i (t + � )
Z = i (t + 2 � )

(9.1)

o�u � = 0 :08 s.
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Y

Fig. 9.2 { Projection de l'attracteur reconstruit repr�esentatif de l'�evolution de l'intensit�e du courant en fonction du
temps dans le plan XY.

Le spectre de puissance est calcul�e sur 32768 points et laisse apparâ�tre une fr�equence principale �a 9.76 Hz
(Fig. 9.3). La pseudo-p�eriodeT0 de cet attracteur est donc de l'ordre de 102 ms. Le d�ecalage temporel repr�esente
environ 10 % de la pseudo-p�eriodeT0 : le d�ecalage est donc compris dans l'intervalle [0; T0=2] propos�e par Th.
Buzug et G. P�ster [11]. La dimension de corr�elation D2, estim�ee �a l'aide de l'algorithme de P. Grassberger et
I. Procaccia [12], est de 2:3 � 0:2.
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Fig. 9.3 { Spectre de puissance des variations du courant :f 0 � 9:76 Hz.

La dimension est donc inf�erieure �a trois. Le syst�eme peut être d�ecrit par un syst�eme de trois �equations
nonlin�eaires. Une repr�esentation dans un espace des �etats tridimensionnel su�t donc. Toutefois, les techniques
de reconstruction n'o�rent qu'une projection de cet espacedans un espace euclidienRm o�u m est la dimension
de reconstruction. Suivant le th�eor�eme de Takens [13], unespace de dimension au moins �egale �a 2D2 + 1 est
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requis a�n de se pr�emunir d'�eventuelles self-intersections des trajectoires. Cependant, nous avons montr�e qu'un
espace de dimension �egale �a celle de l'espace original pouvait, sous certaines conditions, être su�sante [14].

Ceci est le cas de l'attracteur �etudi�e ici : aucune self-intersection de la trajectoire violant le principe du
d�eterminisme n'apparâ�t. L'attracteur peut être d�ecr it en terme de ruban simplement pli�e comme l'attrac-
teur g�en�er�e par le syst�eme de R•ossler. L'attracteur pr �esente une zone centrale non visit�ee par la trajectoire
ap�eriodique : une section de Poincar�e peut alors être facilement construite. Elle est d�e�nie selon la relation
suivante :

P �
�

(Yn ; Zn ) 2 R2jX n = 44;
@X
@Y

< 0
�

(9.2)

44 42 40 38
Y(i)

44

42

40

38

Y
(i+

1)

Fig. 9.4 { Application de premier retour �a la section de Poincar�e P . Le point critique se situe au voisinage de 40.5.

L'application de premier retour de la section de Poincar�e P �a elle-même est constitu�ee de deux branches
monotones, une croissante et une d�ecroissante, et pr�esente un maximum di��erentiable (Fig. 9.4). Cette propri�et�e
de l'application de premier retour permet d'a�rmer que la ro ute vers le chaos de ce syst�eme est le scenario de
doublements de p�eriode mis en �evidence ind�ependamment par P. Coullet et C. Tresser [15], d'une part, et M. J.
Feigenbaum [16], d'autre part. Nous retrouvons l�a con�rmation des observations de F. Albahadily et M. Schell
[9].

Le point critique de l'application de premier retour permet la d�e�nition d'une partition sur laquelle est
construite une dynamique symbolique. Les orbites p�eriodiques vont ainsi pouvoir être cod�ees suivant la partition
suivante : �

0 si Y > 40:6
1 si Y < 40:6

(9.3)

9.2.2 Les orbites p�eriodiques

La population d'orbites p�eriodiques est extraite de cet attracteur �a partir de la s�erie scalaire temporelle
f xn g50000

n =1 o�u n est le temps discr�etis�e sur le pas de temps�t = 0 :67 ms. L'algorithme utilis�e est dû �a P. Dutertre
[17]. Il est bas�e sur une reconstruction de l'espace des phases par la m�ethode des d�ecalages et travaille dans une
section de Poincar�e de l'attracteur ainsi reconstruit. Lorsque l'application de premier retour est correctement
d�e�nie, c'est �a dire qu'elle poss�ede des branches monotones bien �evidentes, le codage des orbites �a l'aide d'une
dynamique symbolique est r�ealis�ee automatiquement. La population d'orbites p�eriodiques est report�ee dans le
tableau (9.1).

Une orbite p�eriodique � , ou plus exactement la portion de trajectoire ap�eriodique qui �evolue au voisinage
d'une orbite p�eriodique, est rep�er�ee au sein de la s�erie f xn g50000

n =1 de la mani�ere suivante :

� = f xn j n 2 [n1; n2]g
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Tab. 9.1 { Population d'orbites p�eriodiques extraite �a partir d'un e s�erie exp�erimentale de l'�evolution de l'intensit�e du
courant traversant l'�electrode de cuivre. Les orbites cod �ees par une s�equence contenant la syllabe 000 ne sont pas encore
apparues. L'apparition de cette syllabe est �eminente car l 'orbite (1001) qui, selon la dynamique symbolique, apparâ�t
avec l'orbite (1000) est correctement approch�ee par la tra jectoire chaotique.

P�eriode coordonn�ees enY coordonn�ees enZ S�equence instant n1 instant n2

1 41.311704 39.302285 1 45971 46117

2 40.908966 38.542939 10 14109 14412

3 40.922534 38.477819 101 10786 11282
40.876406 38.371998 100 26991 27508

4 40.894382 38.516484 1011 1796 2407
40.849273 38.380137 1001 280 983

5 40.854700 38.461538 10111 21857 22643
40.882174 38.443224 10110 7589 8385
40.876406 38.371998 10010 26991 27813
40.830278 38.363856 10011 38380 39198

6 40.927957 38.534796 101110 23741 24665
40.816714 38.453397 101111 5755 6673
40.824176 38.400488 100111 47581 48578
40.854700 38.388277 100110 13409 14412
40.835708 38.371998 101100 41211 42206

L'orbite est ainsi facilement retrouv�ee au sein de la s�erie temporelle.
L'extraction des orbites p�eriodiques est particuli�erem ent utile pour la caract�erisation des attracteurs. Ainsi

N. B. Tu�llaro [18] a montr�e que le nombre de liaisons L (N1; N2) entre deux orbites N1 et N2 su�sait �a valider
un patron, vision sch�ematique de la topologie de l'attracteur. Le nombre de liaisons est d�e�ni suivant la relation :

L (N1; N2) =
1
2

X

p

� 12(p) (9.4)

o�u p d�esigne une intersection entre l'orbite N1 et l'orbite N2 dans une projection plane r�eguli�ere (qui ne pr�esente
pas d'intersection entre plus de deux segments d'orbites) ;les self-intersections ne sont pas prises en compte.
� 12(p) est �egal �a � 1 suivant la convention standard d'intersection repr�esent�ee Fig. 9.5 [19].

a) b)

Fig. 9.5 { Convention standard d'intersection : a) croisement positi f, b) croisement n�egatif.

Le nombre de liaisons est estim�e avec le couple d'orbites (1,10) repr�esent�e Fig. 9.6. Deux intersections
positives sont trouv�ees par consultation de la troisi�eme coordonn�ee (a�n de statuer sur la profondeur respective
des orbites). Le nombre de liaisonsL (1; 10) est donc �egal �a +1.
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Fig. 9.6 { Projection du couple d'orbites (1,10) : L (1; 10) = 1
2 (+2) = +1.

9.2.3 Le patron

Le patron associ�e �a l'attracteur �etudi�e doit r�epondre aux conditions suivantes :
{ être pourvu de deux bandes (une pour chaque branche monotone) de torsion locale respectivement paire

(branche monotone croissante) et impaire (branche monotone d�ecroissante),
{ induire un nombre de liaisons L (1; 10) �egal �a +1.

Une inspection de l'attracteur dans l'espaceIR 3 permet la construction d'un ruban sur lequel s'inscrit l'at trac-
teur. Nous obtenons alors le ruban repr�esent�e Fig. 9.7. Aucune intersection entre les deux bandes n'est �a noter.
Le patron est donc le plus simple qui puisse être ; il est repr�esent�e Fig. 9.8. Il v�eri�e bien la premi�ere condition
�enonc�ee pr�ec�edemment.

Bande 1 (face superieure)

Bande 1 (face inferieure)

Bande 0

Rotation de +p

Plan de Poincare utilise

Fig. 9.7 { Ruban mod�elisant l'attracteur de l'�electrolyse du cuivr e dans l'acide phosphorique : une bande 0 sans torsion
locale et une bande 1 pourvue d'une torsion locale de +� sont mises en �evidence.

Ce patron peut être d�ecrit alg�ebriquement par la matrice de liaisons suivante :

M �
�

0 0
0 � 1

�
(9.5)
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10

Fig. 9.8 { Patron de l'attracteur de l'�electrolyse du cuivre.

o�u les �el�ements de la matrice sont d�e�nis comme suit :

M �
�

M (i; i ) repr�esente la torsion locale de la bandei
M (i; j ) repr�esente les intersections entre la bandei et la bande j

Le patron n'est valid�e que s'il pr�edit correctement le nom bre de liaisons du couple (1; 10) (par exemple).

9.2.4 Validation alg�ebrique

Il existe une relation alg�ebrique permettant une telle v�e ri�cation [20]. Soient deux orbites N1 et N2 de
p�eriodes respectivesp1 et p2 telles que

�
N1 � (� 1; � 2; :::; � p1 )
N2 � (� 1; � 2; :::; � p2 )

o�u � i et � j repr�esentent les symboles de la s�equence symbolique des orbites consid�er�ees. Ainsi, pour l'orbite
(10), nous avons :

(10) �
�

� 1 = 1
� 2 = 0

Le nombre de liaisonsL (N1; N2) est d�e�ni �a l'aide de la relation suivante :

L (N1; N2) =
1
2

2

4
p1X

i =1

p2X

j =1

M (� i ; � j ) + N ins (N1; N2)

3

5 (9.6)

o�u N ins (N1; N2) est le nombre d'insertion d�etermin�e �a l'aide du graphe r epr�esent�e Fig. 9.9 [20].
Nous avons donc :

L (1; 10) =
1
2

[ M (1; 1) + 2 M (1; 0) + M (0; 0) + 1]

=
1
2

[ 1 + 0 + 0 + 1 ]

= +1

Ce nombre de liaisons est �egal �a celui obtenu Fig. 9.6. Le patron est valid�e. Nous avons un attracteur dont la
structure topologique est celle d'un ruban simplement pli�e comme l'avait d�e�ni O. E. R•ossler [10] en vue de
mod�eliser le chaos chimique. Toutefois, le repliement estpositif (+ � ) au lieu d'être n�egatif sur le syst�eme de
R•ossler [21].
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Fig. 9.9 { Graphe d'insertion entre les orbites (1) et (10). La base inf �erieure est obtenue suivant l'ordre naturel des
points p�eriodiques. La base sup�erieure est obtenue en permutant les points p�eriodiques de la bande 1 (dont la s�equen ce
symbolique commence par un 1) car la bande 1 est pourvue d'unetorsion locale impaire. Si un nombre d'intersections
M(1,0) impair aparaissait entre la bande 0 et la bande 1, les points p�eriodiques de la bande 1 auraient dû être permut�e s
avec ceux de la bande 0.N ins (1; 10) = +1.

9.3 Electrolyse du Fer

L'analyse de l'�electrolyse du fer est r�ealis�ee selon la proc�edure pr�ec�edente. L'exp�erience est bas�ee sur un
disque de fer de 2:04 mm de diam�etre et plong�e dans une solution d'acide sulfurique molaire. Le disque est
anim�e d'une rotation de 16:67 ts � 1 et joue le rôle d'�electrode. Une tension statique de� 300 mV est appliqu�ee
�a cette �electrode. Le courant i (t), exprim�e en milliamp�ere, est mesur�e en fonction du temp s �a la fr�equence de
5000Hz (Fig. 9.10).

Fig. 9.10 { Evolution de l'intensit�e du courant traversant l'�electr ode en fonction du temps.

L'attracteur est repr�esent�e Fig. 9.11. Il pr�esente une c on�guration plus complexe que celui de l'�electrolyse
du cuivre. Le ruban sur lequel il s'inscrit subit plus de torsions locales.

Le spectre de puissance de l'�evolution temporelle de l'intensit�e est calcul�e avec 32768 points �echantillonn�es
�a la fr�equence de 1250 Hz. La fr�equence fondamentale se situe autour de 35 Hz (Fig. 9.12). La pseudo-p�eriode
T0 de l'attracteur est donc de 28.5 ms. Le pic est beaucoup plus �etal�e que sur le spectre de l'�electrolyse du
cuivre (Fig. 9.3). L'�epaisseur du pic de fr�equence �etant reli�ee aux propri�et�es de coh�erence de l'attracteur [22 ],
la coh�erence de l'attracteur de l'�electrolyse du fer est donc moins �evidente que celle de l'�electrolyse du cuivre.
L'origine de cette perte de coh�erence provient des multiples torsions locales que subit l'attracteur. En e�et,
chaque torsion locale introduit un l�eger d�ephasage entreles di��erentes r�egions de l'attracteur.

Pr�ecisons en�n que le d�ecalage temporel utilis�e lors de la reconstruction de l'espace des �etats est de 1.6 ms
soit de l'ordre de 6 % de la pseudo-p�eriodeT0.

Etant donn�e la con�guration tr�es pliss�ee de l'attracteu r et l'absence de zone centrale non visit�ee, il est di�cile
de construire une section de Poincar�e. La section la plus repr�esentative du syst�eme a �et�e obtenue suivant la
relation

P �
�

(X n ; Yn ) 2 R2 jX n = Y;
@Y
@X

< 0
�

(9.7)

L'application de premier retour de la section de Poincar�e P �a elle-même pr�esente deux branches monotones,
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Fig. 9.11 { Attracteur repr�esentatif de l'�evolution de l'intensit� e du courant �a travers l'�electrode de fer.

Fig. 9.12 { Spectre de puissance de l'�evolution de l'intensit�e du cou rant : f 0 � 35 Hz.

une croissante et une d�ecroissante (Fig. 9.13). Le patron de l'attracteur est donc constitu�e de deux bandes, une
de torsion locale paire et une de torsion locale impaire. L�aencore, cette application de premier retour permet
d'a�rmer qu'il existe une cascade de doublements de p�eriode permettant l'acc�es au chaos. Le point critique est
situ�e au voisinage de 33.5. Les orbites p�eriodiques vont ainsi pouvoir être cod�ees sur une dynamique symbolique
binaire.

L'attracteur peut donc être d�ecompos�e en deux bandes : une de torsion locale paire, cod�ee par le chi�re
0, et une de torsion locale impaire, cod�ee par le chi�re 1. Ces deux bandes sont repr�esent�ees sur la Fig. 9.14.
Alors que la bande 0 ne subit pas de torsion locale, la bande 1 subit successivement une torsion locale de +�
et deux de � � : la somme des torsions locales est donc de� � . Aucune rotation relative entre les bandes n'est
�a remarquer.

Le patron est donc constitu�e d'une bande de torsion nulle etune de torsion locale �egale �a� � . En raison de
la convention standard d'insertion dûe �a P. Melvin et N. B. Tu�llaro [19], une permutation des bandes doit être
ajout�ee. Le patron ainsi obtenu est repr�esent�e Fig. 9.16. Ce patron est repr�esent�e alg�ebriquement par la matrice
de liaisons suivante :

M I �
�

0 � 1
� 1 � 1

�
(9.8)

La v�eri�cation de ce patron est r�ealis�ee �a l'aide d'une p rojection d'un couple d'orbites p�eriodiques (Fig. 9.15).
Le nombre de liaisonsL (1; 10) est de -1. La v�eri�cation alg�ebrique donne :

L (1; 10) = 1
2 [M (1; 1) + M (1; 0) + N ins (1; 10)]

= 1
2 [� 1 � 1 + 0] = � 1

(9.9)
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Fig. 9.13 { Application de premier retour �a la section de Poincar�e P : deux branches monotones apparaissent et
d�e�nissent deux bandes sur le patron de l'attracteur.

o�u le graphe d'insertion est identique �a celui repr�esent�e Fig. 9.9. Le patron est donc valid�e. Il est identique �a
celui de l'attracteur de R•ossler pour les valeurs usuellesdes param�etres de contrôle [21].

9.4 Validation d'un mod�ele

L'extraction d'un patron est souvent utilis�ee pour valide r un mod�ele comme ceci a �et�e r�ealis�e par L. Flepp et
al [23] dans le cas d'un Laser-RMN et par F. Papo�et al [24]. La caract�erisation topologique a aussi �et�e r�eali s�ee
�a partir de donn�ees exp�erimentales d'une r�eaction de Belousov-Zhabotinskii [25]. Le patron ainsi extrait pourra
être utilis�e pour valider un mod�ele de cette exp�erience. Dans des cas particuliers tels que celui �etudi�e par F.
Argoul et al [26], d'autres crit�eres peuvent être utilis�es : dans l'exemple de F. Argoul ce sont les propri�et�es du
chaos au voisinage d'une trajectoire homocline qui sont utilis�ees pour valider le mod�ele.

Nous souhaitons maintenant confronter les patrons obtenusavec le syst�eme de R•ossler [10]. En e�et, les
syst�emes chimiques hors �equilibre sont souvent gouvern�es par des r�eactions �a plusieurs composantes dont les
�echelles de temps s'�echelonnent sur plusieurs ordres de grandeur. Ces di��erentes �echelles de temps impliquent
des vari�et�es lentes dans l'espace des �etats o�u les trajectoires sont asymptotiquement con�n�ees. En 1976, O. E.
R•ossler sugg�ere une interpr�etation intuitive pour expl iquer le chaos chimique. Il pensait que le 
ot, �a travers
une vari�et�e lente pliss�ee, pouvait être continuellement r�einject�e dans un petit voisinage d'un point �xe instab le.
Il construit alors le syst�eme de trois �equations di��eren tielles ordinaires suivant :

8
>>><

>>>:

_x = � y � z

_y = x + ay

_z = b+ z(x � c)

(9.10)

o�u ( a; b; c) sont trois param�etres de contrôle. Lorsque (a; b; c) = (0 :398; 2; 4), le comportement asymptotique de
ce syst�eme s'installe sur un attracteur �etrange repr�esent�e Fig. 9.17.

La topologie de l'attracteur de R•ossler est bien connue [18, 21]. En e�et, cet attracteur peut être d�ecrit par
un ruban simplement pli�e, c'est �a dire qu'il est constitu� e d'une simple bande d�epourvue de torsion locale et
d'une bande subissant une torsion locale de� � . A chacune de ces bandes nous pouvons associer respectivement
l'�etirement et le repliement, ingr�edients n�ecessaires au chaos. Le patron de cet attracteur est identique au patron
repr�esentatif de l'�electrolyse de fer (Fig. 9.16).



258 CHAPITRE 9. LE CHAOS EN ELECTRO-CHIMIE.

-p

+p

-p

Bande 1Bande 0
Fig. 9.14 { Extraction des deux bandes de l'attracteur de l'�electroly se du fer.

Si une vision globale de l'attracteur de R•ossler �a travers le patron ne permet pas de le distinguer de l'at-
tracteur de l'electrolyse de fer, nous avons vu que des torsions locales oppos�ees �etaient pr�esentes sur ce dernier.
Ces torsions locales, absentes sur l'attracteur de R•ossler, ne permettent pas au syst�eme de R•ossler d'être utilis�e
comme mod�ele de cet exp�erience, et ce, bien que l'organisation des orbites p�eriodiques soient identiques sur les
deux attracteurs.

Au contraire, bien que les signes des rotation soient oppos�es entre l'attracteur de l'�electrolyse du cuivre
et l'attracteur de R•ossler, l'absence de torsions localessuppl�ementaires permet de consid�erer le mod�ele de
R•ossler comme un mod�ele valable de l'�electrolyse du cuivre. La vision synth�etique de l'attracteur r�ealis�ee par l e
patron n'est pas su�sante pour statuer sur la validit�e d'un mod�ele. Le patron permet de connâ�tre pr�ecis�ement
l'organisation des orbites p�eriodiques et, par cons�equent, la mise en �evidence d'un ordre d'apparition des orbites
p�eriodiques. Pr�ecisons que ceci est un enjeu de premi�ereimportance [27, 29] car la connaissance de l'ordre
d'apparition des orbites p�eriodiques devrait permettre de statuer sur l'�evolution de l'attracteur sous variation
d'un param�etre de contrôle. Une version plus d�etaill�ee du patron, prenant en compte l'ensemble des torsions,
semble plus propice �a la validation d'un mod�ele. En e�et, l '�evolution d'une variable ne sera pas identique selon
qu'elle induit des torsions locales ou non (comparez l'�evolution de la variable y du syst�eme de R•ossler, Fig. 9.18,
avec celle de l'�electrolyse du fer, Fig. 9.10).

La con�guration de l'attracteur de l'�electrolyse du cuivr e est plus proche de celle du syst�eme de R•ossler.
Notamment, la con�guration laisse pr�esager d'une situation homocline lorsque le chaos est l�eg�erement plus
d�evelopp�e. Une analyse �a la "Sil'nikov" [4] permettrait alors de valider compl�etement le mod�ele de R•ossler pour
cette exp�erience.

Comme en pr�esence de sym�etrie centrale qui renverse le signe des rotations [30], le signe des rotations
n'apparâ�t pas être de premi�ere importance pour la validation d'un mod�ele.

9.5 Conclusion

La caract�erisation topologique de deux �electrolyses a �et�e r�ealis�ee. Nous avons montr�e que le patron ne pouvait
su�re �a valider un mod�ele, au moins dans sa version synth�e tique : une version �etendue pourrait être envisag�ee.
Les torsions locales oppos�ees, qui s'annulent donc sur le patron, doivent être prises en compte car elles jouent
un rôle pr�epond�erant dans l'�evolution de variables sur lesquelles est d�ecrit l'attracteur. Une connection reste
�a �etablir entre l'�evolution d'un attracteur sous variat ion d'un param�etre de contrôle et la pr�esence ou non de
torsions locales oppos�ees.
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Fig. 9.15 { Projection d'une paire d'orbites p�eriodiques de l'at-
tracteur de l'�electrolyse du fer : L (1; 10) = � 1.

Fig. 9.16 { Patron de l'attracteur de l'�electrolyse
du fer.

Fig. 9.17 { Attracteur de R•ossler : ( a; b; c) = (0 :398; 2; 4).
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Fig. 9.18 { Evolution temporelle de la variable y du syst�eme de R•ossler.
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Chapitre 10

Conclusion

Au cours de cet ouvrage, nous avons largement utilis�e les propri�et�es topologiques des attracteurs ; non seule-
ment dans leur caract�erisation mais aussi dans la d�etermination de l'�equivalence entre un attracteur reconstruit
et un attracteur original. Ainsi, nous avons �etudi�e les m�ecanismes de croissance de l'attracteur de R•ossler. Ce
type d'�etude se r�ev�ele d'un int�erêt tout particulier d ans la mesure o�u, �a l'instar des routes vers le chaos, elle
permet une certaine pr�ediction des comportements possibles du syst�eme �etudi�e sous des variations de ses pa-
ram�etres de contrôle. Par exemple, si un physicien retrouve un attracteur du type de celui g�en�er�e par le syst�eme
de R•ossler, il existe une probabilit�e non n�egligeable pour que, sous des variations du param�etre de contrôle de
son syst�eme exp�erimental, il observe une �evolution analogue �a celle observ�ee sur le syst�eme de R•ossler. Il saura
au moins quels types de comportement seront interdits.

La caract�erisation topologique a r�ev�el�e toute sa �ness e dans la distinction des divers r�egimes de chaos, �-
nesse inaccessible par des techniques d'analyse plus traditionnelles comme les spectres de puissance ou l'analyse
g�eom�etrique (calcul de dimension, d'exposants de Lyapunov, ...). Elle permet notamment de d�egager divers
processus dynamiques responsables de l'�evolution du syst�eme. Ainsi, le patron du syst�eme de Lorenz permet
de d�egager clairement des processus dynamiques di��erents : une bande correspond �a l'ascension des courants
chauds et l'autre �a une phase d'ascension des courants froids. Toutefois la connection syst�ematique entre topolo-
gie et processus physique ne peut être �etablie ; cette connection sera n�ecessairement �etroitement li�ee au syst�eme
�etudi�e. Malheureusement cette puissante technique de caract�erisation n�ecessite de travailler dans un espace tri-
dimensionnel, seul espace dans lequel est d�e�nie la th�eorie des n�uds. La g�en�eralisation de cette technique passe
donc par la r�ealisation d'une th�eorie des n�uds dans des espaces de dimension sup�erieure �a 3. Il existe cependant
des conjectures permettant, sous certains conditions (unidimensionalit�e de la vari�et�e instable, par exemple), de
se ramener �a un espace �a trois dimensions. De plus, les tores, sur lesquels s'inscrivent tout syst�eme r�esultant
de l'interaction de plusieurs fr�equences fondamentales,n'ont pas encore fait l'objet d'une �etude topologique.
Les raisons de cette disgrâce proviennent de l'absence de syst�emes simples permettant la mise en place de la
proc�edure de caract�erisation.

L'application de la caract�erisation topologique aux syst�emes sym�etriques a impliqu�e au cours de cet ouvrage
une remise en question de l'approche de tels syst�emes. En e�et, nous avons montr�e pourquoi une observable
�equivariante (qui tient compte des propri�et�es de sym�et rie) ne fournit pas une information pertinente sur la
dynamique du syst�eme �etudi�e. Notamment, un spectre de puissance calcul�e sur une observable �equivariante ne
fournit pas la bonne fr�equence fondamentale.

L'utilisation de la caract�erisation topologique s'est aussi r�ev�el�ee un pr�ecieux outil dans la d�etermination de la
nature de l'�equivalence entre un attracteur reconstruit et l'attracteur original. Pour cela, l'existence d'expressions
analytiques entre l'attracteur reconstruit par la techniq ue de reconstruction utilisant les d�eriv�ees temporelleset
l'attracteur original a largement facilit�e ce travail. L' equivalence entre les di��erents syst�emes de coordonn�ees de
l'espace reconstruit (les coordonn�ees par d�ecalage temporel, les coordonn�ees de Legendre et les d�eriv�ees) permet
ensuite de passer d'une m�ethode �a l'autre. Cela nous a permis de justi�er la reconstruction dans un espace de
dimension �egale �a celle de l'espace original. Bien qu'il se puisse qu'un espace de reconstruction de dimension
aussi basse ne permette pas une �equivalence topologique, il est probable qu'une reconstruction topologiquement
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�equivalente (qui, pr�ecisons le, est su�sante pour r�ecup �erer toute l'information sur la dynamique) puisse être
envisag�ee dans des espaces dont la dimension est largementinf�erieure �a celle requise par le th�eor�eme de Takens.

Si nous savons caract�eriser un attracteur, sa reconstruction se heurte encore �a quelques probl�emes qui font
obstacle �a l'application de telles m�ethodes aux syst�emes exp�erimentaux. Cependant, bien que notre m�ethode,
bas�ee sur l'utilisation des d�eriv�ees temporelles, sou� re de di�cult�es li�ees �a l'approximation des d�eriv�ees, elle
n'en poss�ede pas moins toutes les qualit�es requises pour une bonne comp�etitivit�e. Sa grande originalit�e r�eside
dans la possibilit�e d'extraire des expressions analytiques entre le portrait de phase et le portrait original. De
plus, elle ne n�ecessite aucune hypoth�esead hoc comme certaines de ses concurrentes. Comme elle utilise toute
l'information locale disponible par l'interm�ediaire des d�eriv�ees, elle ne requiert pas une grande exploration de
l'espace des phases et seule la connaissance d'une orbite dep�eriode 1 su�t �a reconstruire l'ensemble de l'espace
des phases. Nous pensons que de telles possibilit�es sont l'apanage des m�ethodes di��erentielles.

L'am�elioration de l'estimation des d�eriv�ees est d'ores et d�ej�a mise en �uvre. L'utilisation d'une base de
polynômes de Legendre devrait permettre un meilleur comportement face au bruit ; en e�et, parce que les
d�eriv�ees sont estim�ees ind�ependamment les unes des autres, le bruit ne devrait pas être ampli��e au sein des
d�eriv�ees successives. La robustesse de l'approximationdu champ de vecteurs devra aussi être am�elior�ee. Le
d�ebat est encore tr�es ouvert sur ce sujet car il n'est pas facile de statuer sur les qualit�es et les d�efauts de telle ou
telle m�ethode. Une m�ethode de d�etermination des meilleurs param�etres de reconstruction �a l'aide de fonctions
d'estimation d'erreur est en cours d'implantation : elle devrait permettre un choix plus rapide de ces param�etres.

Nous avons d�evelopp�e au cours de ce m�emoire quelques outils de la dynamique des syst�emes qui permettent
d'apporter une contribution �a l'�etude de signaux exp�eri mentaux issus de domaines vari�es. Ainsi une approche par
la dynamique des syst�emes des sch�emas r�eactionnels de combustion permet une connaissance rapide des divers
types de comportements possibles. Ils devraient pouvoir aider �a la caract�erisation d'�electro-cardiogrammes, �a
la mâ�trise des r�eactions chimiques par des techniques decontrôle. L'application aux plasmas, �a la biologie, aux
analyses optiques o�u l'�evidence des comportements chaotiques n'est plus �a d�emontrer, n'est plus une utopie...


