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Chapitre 0

Introduction

Le terme chaos du latin chaosemprunte au grec khaos est introduit dans la langue frarcaise en 1377 par
Christine de Pisan'. Dans la tfeologie pasenne, le chaos repesente la confsion gererale desekments avant leur
eparation et leur arrangement pour former le mondé. Dans la Gerese, chaos est la traduction canonique en
grec du terme hebreuxtohu-wa-bohu(synonyme de pagase en allemand) apparaissant dans le praer chapitre de
la Bible. Wa signi e et, et bohucertainement la méme chose quéohu. Puisque ce mot appara’t pour la premere
fois dans la Bible et qu'il n'y a pas de tradition orale continue, nous ne pouvons pas etre certain de ce que
"tohu" signi e. Une analogie possible est "sens dessus-desus". Dans son dictionnaire philosophique, Voltaire
fait une description de cette confusion existant avant la aation : " La terreetait tohu-bohu, et le vent de Dieu
etait sur les eaux". Dieu est alors vu comme ''Esprit organisateur par qui le chaos s'ordonné 3. Par la suite,
le chaos est toujours assocea une incompehension deshoses, a I'impossibilie de formuler une quelconque
loi organisatrice d'un ptenorrene apparemment inextricable. Par exemple, 'les objets paraissent sombres et
en confusion le matin aux premeres lueurs de l'aurore, mas ensuite ils semblent sortir comme d'un chads.
L'homme attribue naturellement un caracere divina tout ce qu'il ne peut expliquer : Zeus, dieu de la foudre,
perd toute sa cedibilie et cesse d'étre invoqle s | ors que le prenonene auquel il est assoce est expligLe.
Pourtant ces hommes qui se gaussent des croyances antiquetrouvent toute leur superstition lorsqu'ils sont
confronesa un pkenonene qui cepasse leur entendemert et suscite quelque peur. Ainsi auXI1X € secle, la
chaomancié sorte de divination faite au moyen d'observation sur I'air fait son apparition. Pourtant, en 1865,
Victor Hugo”’ le voit comme tous les péle-méle, depuis les mékes d'hommes'gu nomme batailles jusqu'aux
mékes deements qu'on nomme chaos Tes inspie, Victor Hugo 8 fait une description du chaos marin ai I'on
retrouve les ingedients essentiels de ce que regroupe lernme scienti que chaosde nos jours :

Essayer de vous rendre compte de ce chaos. Il est le ecipienuniversel, eservoir pour les
Econdations, creuset pour les transformations. Il amasg, puis disperse; il cevore, puis cee. Il
recoit tous lesegouts de la terre, et il les thesaurise. Il est solide dans la banquise, liquide dans le
ot, uide dans I'e uve, Comme matere il est masse, et comm e force il est abstraction. llegalise
et manie les ptenonenes. Il se simpli e par I'in ni dans la combinaison. C'esta force de nelange

1Dictionnaire etymologique Larousse

2paul-Emile Litte, Dictionnaire de la langue frarcaise, 1866
3Daniel-Rops, cie dans le Dictionnaire de la langue frarc  aise, ibid.
4ferelon, Tekmagque, chap. 24, XV € secle

5par Benjamin Franklin au XV Il € secle

6du sens de khaos, immensie de I'espace

7in Les travailleurs de la mer, GF-Flammarion, p. 361, 1980

8ibid., p368
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12 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

et de trouble qu'il arrive a la transparence. La diversie soluble se fond dans son unie. Il a tant
dekments qu'il est lidentie. Une de ses gouttes, c'est tout lui. Parce qu'il est plein de tempétes, il
devientequilibre.

Le chaos, partout pesent, dont la complexie est issue dun nombre in ni de combinaisons simples, est
admirablement pressenti dans la description de Victor Hugo Cependant il faudra attendre l'aube du XX €
secle et les travaux de Henri Poincae sur le mouvement de astres dans l'espace et son fameux probeme
des trois corps pour une formulation plus scienti que. Heni Poincae se trouve confronea un ptenonene
aux solutions inextricables doe d'une importante sensililie aux conditions initiales. Malheureusement avec
'avenement de la necanique quantique, lenigme propoge par H. Poincae est remise au placard (sauf peut
etre pour les scienti ques russes qui, relativement coups de la communaug scienti que, apporteront une contri-
bution matfematique importantea ce probkme). Ce n'est qu'en 1963 que Edward N. Lorenz, passionre par les
mouvements de |'atmosptere et les ordinateurs, remet au gt du jour la chaomancie Les scienti ques parlent
alors de sysemes dynamiques non-lireaires, d'attracteirs etranges mais, ceroues par l'incroyable complexite
des ptenorrenes rencontes, usent fequemment du terme chaos (signature de leur humilie facea la nature).
La chaologie speculation sur le chaos, sur letat primitif des choses voit alors son pendant apparatre : la
chaonomig science des sysemes dynamiques non-lireaires comples et impedictibles.

Depuis, de nouveaux concepts sont apparus. Les solutionsyaaptotiques de certains sysemes dynamiques
se nommentattracteurs etranges chaotiqueset I'on sait que le complexe peut &tre engende par des syamnes
dequations tes simples.

Cette nouvelle approche, un peua limage de la evolution quantique du cebut du secle, envahit peua
peu I'ensemble de la science. Nous savons maintenant que lgseme solaire est impedicitible au deh de 100
millions d'anrees®. Le mouvement complexe du satellite de saturne, Hyperiongst chaotique, et ce, en raison de
sa forme oblongue. Au sein des sysemes physiologiques, dbaos procurerait une exibilie de eponse accruea
dierentes situations 1°. Ainsi le rythme cardiaque normal serait chaotique ce qui pemettrait au ¢ ur de eagir
e cacementa I'e ort 1. Des mockles de eactions chimiques o rent des egimes baotiques et 'une d'entre elles,
la eaction de Belousov-Zhabotinsky'?, pesente un attracteuretrange compatible avec le mocele treorique de
Otto E. Ressler'3. Enn, bien que des ptenonmenes spatio-temporels soient ¢ plus souvent impligies dans
la turbulence, il serait possible de comprendre la turbulence par un mode a peu de deges de libere!®
contrairement au s@nario propo® en 1948 par Landau qui & recessitait un nombre in ni. Dans le méme
esprit, E. N. Lorenz'® propose en 1963 un mockle simplie d'une cellule de convetion de Rayleigh-Benard
qui gerere un attracteuretrange. En 1981, sur une cellule d'relium liquide, lequipe de A. Libchaber 17 \erie
experimentalement lexistence du senario d'appariti on du chaos propos par P. Coullet et C. Tresse¥ et,
incependemment, M. J. Feigenbaum'®.

Un enjeu d'actualie est d'extraire une information plus ne sur les necanismes qui engendrent le chaos a n
de permettre une compehension profonde de la physique erej). Dans cette optique le LESEC s'est attacte
a letude des instabilies hydrodynamiques dites d' oscillations de lentilles thermiquesou de c ur d'anneaux
qui sont leesa la pesence d'un gradient thermique sous la surface libre d'un liquide. En paralele de deux

9J. Laskar cie dans Chaos et Determinisme, edie par A. D. Dalmedico, J. L. Chabert, K. Chemla, Points Seuil, Paris, 19 92.

10R. M. May, Le chaos en biologie, in La science du cesordre, La Recherche, 232, pp. 588-598, 1991.

11A. L. Golberger, B. J. West, Annals of New York Academy of Scie nces, 504, pp. 195- , 1987.

123, C. Roux, H. Swinney, Topology of chaos in a Chemical reacti on, in Nonlinear Phenomena in Chemical Dynamics, eds. C.
Vidal, A. Pacault, Spirnger-Verlag, 1981.

13 An equation for Continuous Chaos, Physics Letters, 57A (5), pp.397-398, 1976.

14p, Berge, Y. Pomeau, M. Dubois-Gance, Des rythmes au chaos, Editions Odile Jacob, Paris, 1994.

15D. Ruelle, F. Takens, On the nature of Turbulence, Communica tions in Mathematical Physics, 20, pp. 167-192, 1971.

16 Deterministic Nonperiodic Flow, Journal of the Atmospheri ¢ Sciences, 20, pp.130-141, 1963.

17A. Libchaber, J. Maurer, A Rayleigh-Benard experiment : he  lium in a small box, Nonlinear Phenomena at Phases Transitio ns,
edie par T. Riste, pp.259-286, 1982.

18p Coullet, C. Tresser. lerations d'endomorphismes et gr  oupe de renormalisation, Journal de Physique , Colloque C5, suppement
au n°8 (39), pp. C5-25, 1978.

19M. J. Feigenbaum, Quantitative Universality for a Class of N onlinear Transformation, Journal of Statistical Physics, 19 (1),
pp. 25-52, 1978.

20 aboratoire d'Energetique des Sysemes et Proedes, U A CNRS 230, INSA, BP 08, 76131 Mont Saint-Aignan
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exgeriences, nomnement le | chaud?! (gradient impose par le 1) et la lentille thermique?? (gradient induit par
un faisceau laser focali®), le LESP s'est investi dans unapproche plus theorique des sysemes non-lireaires qui
doit permettre uneetude approfondie des deux experience peecdentes et des retombees pratiques sur d'autres
domaines d'application comme la combustion, les plasmases jets, l'optique non-lireaire, le diagnostic medical...

Au sein de cet ouvrage, deux aspects seront plus particuleement traies : la caracerisation topologique des
attracteursetranges et leur reconstructiona partir d'u ne rie exgrimentale. Aussi est-ce tout naturellement
gue l'auteur propose deux parties :

Premére Partie : Caracerisation topologique

{ Chapitre 1 : Une introduction sur les proprees topolog iques des attracteurs est donreea travers une
applicationa la cascade de doublements de periode.

{ Chapitre 2 : La topologie des attracteurs pesents par le syseme de Ressler est utiliee pour une ca-
racerisation ne des dierents egimes en fonction d'u n des paranetres de controle. Le role des orbites
reriodiques dans le ceveloppement de l'attracteur qui sut la cascade de Feigenbaum est mis enevidence.

{ Chapitre 3 : L'application de la caracerisation topolog ique estetendue aux sysemes synetriques qui
requerent une proedure speci que : le sysemeetudi e est celui de E. N. Lorenz.

Deuxéme partie : Reconstruction des attracteursetrang es

{ Chapitre 4 : Le principe des techniques de reconstruction st donre. Uneetude sur lequivalence entre les
attracteurs originaux et leur reconstruction est e ectle e sur quelques sysemes connus.

{ Chapitre 5 : Une beve revue des dierentes methodes de reconstruction est suivie par la pesentation de
la nethode ceveloppee au LESP. La reconstruction de quelques sysemes avec cette methode estetudee.

{ Chapitre 6 : L'in uence du bruit sur la methode de reconstr uction utilie estetudee. Quelques com-
portements caraceristiques sont mis en evidence et |'utlisation d'une nethode de lissage est tesee :

les modi cations que peut entramer une telle solution son epertorees. La reconstruction d'une rie
nunerique bruiee est alors e ectiee.

21E. Ringuet, C. Ro®, G. Gouesbet, Experimental observatio n of type-ll intermittency in a hydrodynamic system, Physic  al
Review E, 47 (2), pp. 1405-1407, 1993.

223, Meunier-Guttin-Cluzel, B. Maheu, G. Gouesbet, Combined  appraoches and characterizations of experimental chaotic attrac-
tors in thermal lensing, Physica D, 58, pp. 423-440, 1992.
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Chapitre 1

La cascade de doublements de griode

1.1 Introduction

a treorie de la dynamique des sysemes regroupe, en autredetude qualitative desequations dierentielles
Lerigees en vue de la moctlisation et de la compehensiondes comportements des sysemes physiques de
notre environnement comme levolution des plaretes, lesvibrations d'une corde, la pediction du temps. Les
premiers travaux dans ce domaine virent le jour il y a deux secles : Newton, Euler, Hamilton, Maxwell ont
donre de nombreuses formulations aux "lois de I'Univers".Des mouvements, tels que celui d'un pendule, sont
eguliers et facilesa decrire tandis que d'autres, comme lecoulement turbulent d'un uide, sont ireguliers et
e ent apparemment toutes les lois.

Les fondateurs de l'analyse "qualitative" des sysemes dérentiels sont Henri Poincae (1854-1912) et
Alexandre Lyapunov (1854-1918). Il faut aussi citer lvar Bendixon (1861-1936) et George Birkho (1884-1944).
C'est essentiellement la necanique eleste qui motive ce premiers travaux et cela se traduita la fois dans le
cadre eereral (mecanique hamiltonienne), dans les hypdteses (tout esta coe cients analytiques) et dans les
nmethodes (series de perturbations). Henri Poincae int roduit I'approche "globale" des sysemes dierentiels,
egage lesekments essentiels des portraits de phasesads le plan (points singuliers, orbites periodiques, cyats
limites, eparatrices, ...) et attire I'attention sur la n ecessie de consicerer en priorie les proprees g ereriques
(persistantes sous des petites perturbations).

Ainsi Henri Poincae fut le premiera appecier la \erit able source du probkeme : la di cule rencontee lors
de letude de sysemes dynamiques non-lireaires ne provent pas des lois mais plutét de la determination des
conditions initiales. Au cebut de ce secle, dans son essid'Sciences et Methodes" (1908), ilecrit :

Une cause tes petite, qui nousechappe, cetermine un e et consicerable que nous ne pouvons pas
ne pas voir, et alors nous disons que cet e et est d0 au hasar@i nous connaissions exactement les
lois de la nature et la situation de I'Universa un instant initial, nous pourrions pedire exactement
la situation de ce méme Universa un instant ulerieur. Ma is, lors méme que les lois naturelles
nauraient plus de secret pour nous, nous ne pourrions conriie la situation initiale qu'approxi-
mativement. Si cela nous permet de pevoir la situation uktrieure avec la méme approximation,
c'est tout ce qu'il nous faut, nous disons que le ptenoneneaet pevu, qu'il est egi par des lois;
mais il n'en est pas toujours ainsi, il peut arriver que de peites dierences dans les conditions ini-
tales en engendrent de tes grandes dans les pfenonenesnaux; une petite erreur sur les premeres
produiraient une erreurenorme sur les derniers. La pedi ction devient impossible et nous avons le
plenonene fortuit.

La cecouverte de la sensibilie aux conditions initiales par Henri Poincae a permis la compehension de
mecanismes dynamiques complexes qui sont maintenant reguges sous la terminologie du "chaos".
Un syseme dynamique est traditionnellement ¢k ni par un syseme dequations dierentielles de la forme :

dx _ d
ot f (x) X 2R (1.2)

17



18 CHAPITRE 1. LA CASCADE DE DOUBLEMENTS DE P ERIODE

Une solution d'un tel syseme est cetermiree par l'extra ction d'une fonction qui satisfait ce syseme dequations.
Une trajectoire (ou courbe inegrale) est alors obtenuea partir de conditions initiales particuleres. Lorsque le
syseme est su samment dissipatif, les solutions de ce chap de vecteursf peuvent étre mocklies sur une
sorte de ruban appek varee de l'espace des phases. Pour chaque point de cette varee V, nous pouvons
e nir une courbe inegrale de f nokte ((x) telle que o(x) = x. L'application  est appek ot inegral .

Par exemple, si nous voulons pedire la position d'une plaete dans une dizaine d'anrees, il nous "su t" de
mesurer sa position et sa vitesse, decrire le syseme aquations dierentielles qui egissent son mouvement et
de l'inegrera partir des conditions intiales mesuees .

Avant la cecouverte de Poincak, une telle cemarcheeta it consiceee comme su sante. La connaissance d'un
syseme dequations dierentielles (ceterministe) e t des conditions initiales semblait permettre toute pedi ction.
En d'autres termes, un syseme dynamique non lireaire avat toujours une solution ...

Par sa decouverte du comportement chaotique (la sensibitt aux conditions initiales) dans le probkmea
trois corps, Henri Poincae remit en question cette cemarche. Il montra qu'un tel syseme peut produire des
comportementsa long terme tes dierents bien que leurs conditions intiales soient in niment proches! Poincae
ealisa les implications de cette "simple" cecouverte et rece nit imnediatement la notion de "solutions" d'une
equation dierentielle.

Henri Poincaeetait moins interess par les orbites particuleres que par I'ensemble des trajectoires possibles
Cependant une compekte connaissance des solutions de mare qualitative est souvent d'aces di cile car elle
requiert une vision globale de la dynamique. Trouver des sations particuleresetait I'approche traditionnelle
pour esoudre les sysemes dequations dierentielle s. Mais Henri Poincae avait compris que la notion de
ecurrenceetait un concept ck dans I'extraction des solutions qualitatives. An de comprendre les proprees
de ecurrence d'un syseme dynamique, nous devons savoiguelles egions de I'espace des phases sont visiees
et si elles le sont flequemment. Pour cela il introduisit la notion d'hypersurfaces transverses; il s'agit d'un arc
courbe qui n'est tangent en aucun pointa une courbe inegrale. Ainsi, une courbe inegrale qui rencontre un
arc transverse le traverse recessairement. Dans une ana@ topographique, quand les lignes de niveaux jouent
le role de courbes inkegrales, les lignes de pente constient des exemples d'arc transverse. En consicerant la
succession des intersections d'une trajectoire avec un atcansverse, H. Poincae ranene letude de la forme
d'une courbe plonge dans un espace tridimensionnel a étude de la succession des points dans un plan :
I'ensemble des intersections de la trajectoire avec ce plagk nit ce nous appelons une section de Poincake.

Nous savons aujourd'hui que certains sysemes dissipatif o rent la particularie de pesenter un comporte-
ment asymptotique relativement complexe qui est borre dars I'espace des phases : celui-ci s'inscrit alors sur un
attracteur qu'il sut detudier pour obtenir une vision globale des pr oprees du syseme. Un attracteur peut
se moctliser en terme de varees branctees, c'esta dire sous la forme d'un ruban sansepaisseuretie et replie
sur lui-méme sur lequel les trajectoires se developpentDe tels objets sont sensibles aux conditions initiales : on
dit qu'ils sont chaotiques Lorsqu'ils possedent des proprees fractales : ils st alors qualies d' etranges.

L'exemple le plus simple est celui duruban simplement ple de Otto E. Ressler [3] (g. 1.1). Ce syseme est
gouverre par I'ensemble dequations dierentielles su ivant :

§X_= y ¢
3 y= X+ ay (1.2)

Z=b+ z(x ¢

Son comportement dynamique depend de ses trois paranetre de contrélea, b et c. Une etude compkte
suivant une ligne de I'espace des paranetres sera e ectwe au Chapitre 2.

Suivant H. Poincae, letude des proprees de ecurr ence d'un tel syseme se fait par l'internediaire d'une
section de Poincae qui est ¢k nie perpendiculairement au ot (orthogonale au ruban, gure 1.1 ). La notion de
ecurrence est particulerement pesente dans le cas dorbites periodiques et c'est d'une mangere toute naturelle
qgue letude des sysemes dynamiques se ceveloppe autoud'elles. Henri Poincae, qui en avait percu toute
l'importance, ecrit dans son essai "Sciences et Methode$:

Etant donrees desequations ... et une solution particuktre quelconque de cesequations, on peut
toujours trouver une solution geriodique (dont la geriod e peut, il est vrai, &tre tes longue), telle que
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Fig. 1.1 { Ruban de O. E. Ressler (a;b; 9=(0.398, 2, 4).

la dierence entre ces deux solutions soit aussi petite quon le veut, pendant un temps aussi long
qu'on le veut. D'ailleurs, ce qui nous rend ces solutions modiques si pecieuses, c'est qu'elles sont,
pour ainsi dire, la seule beche par a1 nous puissions essger de peretrer dans une place jusqu'ici
epute inabordable.

Il s'avere qu'un attracteuretrange contient une in nit e d'orbites periodiques [2]. Celles-ci sont toutes in-
stables, c'esta dire que méme si nous connaissions, de mare aussi pecise que possible, les conditions initiale
gererant une orbite geriodique, la trajectoire, obtenu e par inegration du syseme dequations dierentiell esa
partir de ces conditions initiales, ne restera pas ince niment sur cette solution eriodique. Cette population
d'orbites periodiques est peicue comme le squelette de dttracteur. Une trajectoire chaotique s'enchevétre donc
autour des orbites periodiques sans jamais les atteindrePar congquent les proprees dynamiques des orbites
periodiques reetent le comportement dynamique de toute trajectoire appartenanta l'attracteur.

De plus, la naissance d'un attracteur peut étre comprise paletude des points xes du syseme (points de
vitesse nulle) et de leur in uence sur les orbites geriodiqies stables dont ils sont issus. En e et le comporte-
ment des sysemes dynamiques cepend des paranetres de otréle dont certains reetent le dege d'instabilies
de I'ensemble attracteur. Dans les sysemes hydrodynamiges ce dege est souvent caracerie par le nombre
adimensionnel de RayleighR qui pesente une valeur critiquea l'apparition des insta bilie. De ce fait sous une
augmentation de R un cycle limite (un egime laminaire) se @stabilise jusqua l'apparition d'un attracteur
chaotique (un egime turbulent). La cestabilisation peu t se produire de dierentes maneres. Ainsi plusieurs
"routes vers le chaos" peuvent etre ¢k nies : celle du doubement de geriode va étre largementetudee dans ce
chapitre. A partir de cet exemple, nous introduirons les corepts de la caracerisation topologique qui seront
largement utiliees au cours de cet ouvrage.

1.2 Topologie du doublement de geriode

'une des routes vers le chaos parmi les plus populaires est s&enario du doublement de geriode. Elle se

traduit par un cycle limite de periode 1 qui perd sa stabilite au pro t d'un nouveau cycle limite de periode
2, qui va la transmettrea un cycle limite de periode 4, et ainsi de suite. Il aee monte ([4],[5]) qu'une large
classe de relations de ecurrence eponda ce scenario. €tte classe dequivalence est ¢ nie par I'ensemble des
fonctions pourvues d'un unique maximum dierentiable que I'on notera C. Le necanisme du doublement de
periode va etre cecortigue par une analyse lireaire de stabilie. La topologie de ce processus sera alorsetudie.

1.2.1 Analyse de Floquet

vant detudier en cetail la destabilisation d'un cycle | imite au cours du doublement de periode, quelques
A concepts vont &tre rappeks.
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La notion de stabilie peut s'introduire tes facilement par un exemple tes pratique. Il existe deux types de
con gurations dequilibres possibles entre une demi-nok de coco et une bille. La premere est de placer la bille
au fond de la demi-noix de coco (g. 1.2.a). Cetequilibre e$ tes facilea obtenir car quelle que soit la position
de la billea l'inerieur de I'temisplere, celle-ci va d escendre tout naturellement au centre et n'en bougera plus.

a) b) <<>>

Fig. 1.2 { a)equilibre stable b)equilibre instable

La seconde est de poser la bille sur la demi-noix de coco retoae (g. 1.2.b). Il y a tes peu de chances pour
gue la bille reste enequilibre. Pourtant, il existe une postion a1 lequilibre est ealie. La principale dier ence
avec lequilibre peedent eside dans la pecarie de cette position dequilibre que la moindre perturbation
su ta rompre. Des objets mattematiques tels que les suite s peuvent pesenter des solutions dequilibre stables
et instables. Leurs solutions dequilibre sont appekespoints xes et correspondenta des valeurs telles que
Xn+1 = Xp. Par exemple, la suite connue sous le nom de parabole logigtie & nie par :

Xn+1 = X n(l Xn) 0 Xn 1 (1.3)

possde deux points xes \eri ant lequation

Xe = Xl Xg) (1.4)
et de valeurs respectives : 8
2 X1 = 0
S 1 (1.5)
- Xp = ——

Pour < 1, la valeur x, n'est pas une solution appartenanta l'intervalle [0, 1] constituant le bassoin d'at-
traction. Letude de la convergence autour des points xes se ealise par l'intermediaire de la cerivee f (X) :

°)= (@ 2x) (1.6)

Si sa valeur absolue est inkrieurea 1, la suite converge ers le point xeetude, sinon elle diverge. Pour la
seule solution pesente pour < 1, la cerivee en x; estegalea et est intrieurea 1. Le point xe x; =0
constitue donc une limite asymptotique pour la suitex, :

lim x, =0 (1.7)
n'l

Le point xe x; constitue alors un point dequilibre stable de la suite. Lorsque est sugerieura 1, la cerivee
en x; = 0 devient superieurea 1 et le point xe perd sa stabilie . Le deuxeme point xe appara et sa cerivee
fo(xz) estegalea (2 ). Elle est inkrieurea 1 ( > 1) et la suite converge vers ce second point xe. Sa limite
asymptotique est alors :

. 1
nI!llm Xp = —— 3> > 1 (1.8)

A la valeur =1, il se produit une bifurcation. C'esta dire qu'un point  xe perd sa stabilie au prot d'un
autre. A une bifurcation peut etre assocee la ceation d'un nouveau point xe (comme dans le cas pe@dent).
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Dans le cas d'un syseme tri-dimensionnel, une limite asynptotique pourra &tre assocee a un cycle limite
semblablea un simple lacet ferme.

L'apparition du chaos se fait principalement par la destabilisation d'un tel cycle limitea la con guration
tes simple. Un cycle limite est une solution periodique stable invariante sous l'action du ot ¢ qui le gouverne.
En termes mathematiques, cela s'exprime par :

X1 = 1(X0) = Xo (1.9)
al
X1 cenit le point du cycle limite au temps t=T
T est la periode temporelle du cycle limite
+ cesigne le ot assoce au syseme dequations dieren tielles ordinaires

La stabilie d'une telle solution sktudie par l'interm ediaire d'une section de Poincae c niea l'aide d'un pl an

de Poincae perpendiculaire au cycle limite de la manererepesente Figure 1.3.
Cycle limite

Plan de Poincare

Fig. 1.3 { Cycle limite accompagre d'une section de Poincae

Cette analyse s'e ectue par I'application d'une petite perturbation X au point d'intersection X, entre le
cycle limite et le plan de Poincae choisi. Ainsi la condition initiale (X + X) est transformee au bout d'une
periode T de la manere suivante :

XT=F Xo+ X (1.10)

Etant donre que nous souhaitons exprimer l'iee X7 sous une forme lireaire, letude se situe au voisinage
du cycle limite, et nousecrivons :

XT Xo+ M X (1.11)

a M est une matrice caree, dite de Floquet, de dimensionegata celle de I'espace des phases. On remarque
tout d'abord que si la perturbation X est e ectiee le long de la trajectoire, cette dernére rege sur le cycle limite
lui-mé&me et se retrouve, inchangee au bout d'une periodeT. En d'autres termes, la matrice de Floquet possde
une valeur propre egalea 1. Le vecteur propre assocea la valeur propre = 1 & nit le vecteur tangent

a la direction du ot au point Xj. En fait, ce sont des perturbations dans des directions perpndiculaires au
cycle limite qui renseigneront sur la stabilie de celui-d. La condition de stabilie d'une telle solution geriodi que
repose sur la eduction de la perturbation X sous l'action du ot ; durant une periode T. Dans le cas du cycle
limite, toutes les valeurs propres ; de la matrice M (excepee la valeur propre tangente ; = 1) sont de module
inerieura 1 et donc sitieesa l'inerieur du cercle un ie du plan complexe. De ce point de vue, la cestabilisation
d'un cycle limite sous levolution d'un paranetre de cont role se ealise par l'intersection d'une valeur propre

avec le cercle unit : la perturbation X alors assoceea cette direction propre est ensuite ampge,ecartant de
plus en plus la trajectoire du cycle limite (g. 1.4).



22 CHAPITRE 1. LA CASCADE DE DOUBLEMENTS DE P ERIODE

Fig. 1.4 { Destabilisation d'un cycle limite : Evolution d'une petit e perturbation en son voisinage

Cette perte de stabilie de la solution periodique tradui t un changement de comportement dynamiquea une
valeur critique du paramnetre de controle : il y a bifurcati on. Il en existe plusieurs par lesquelles des cycles limites
se cestabilisent (g. 1.5) : elles se caracerisent par

{ deux valeurs propres complexes conjugwees (i ) qui traversent simultarement le cercle unie : la
bifurcation est dite de Hopf. Les valeurs propres complexesonjuglees gererent une rotation autour du
cycle limite initial. Une deuxeme fequence caraceri stique s'ajoute donca celle qui est assocee au cycle
limite. Deux variantes de cette birfurcation existent : elles donnent respectivement naissance au egime
quasi-geriodique eta l'intermittence de type -Il.

{ une valeur propre qui traverse le cercle unie par la valeu (+1) : la bifurcation est appeke n ud-col.

Le cycle limite ne devient pas seulement instable, il dispait purement et simplement. Dans la egion
de l'espace des paranetres juste au deh du seuil de bifurgtion, le syseme developpe alors un egime
particulier, appek intermittence de type-I.

{ une valeur propre qui traverse le cercle unie par la valeu (-1) : deux sclemas possibles peuvent cecrire
cette cestabilisation du cycle limite. Soit une nouvelle olution periodique stable de eriode deux fois plus
longue se substitue au cycle limite devenu instable (doublaent de eriode), soit deux orbites periodiques
instables disparaissent au niveau du cycle limite, tuant sastabilie (intermittence de type-Iil).

Lorsque deux types de bifurcation correspondenta une ména situation du point de vue des valeurs propres,
les bifurcations sont dites respectivement sur-critique esous-critique. A chaque solution est assoce un compor-
tement caraceristique du terme non-lireaire. Ainsi I' equation dierentielle de la forme suivante donne naissarce

a une bifurcation sur-critique [6] :

=x x (1.12)

Le terme non-lireaire en x° a un e et opposa celui de l'instabilie engendee par | e terme d'ordre moinselewe.
Pour x tes petit, seul le terme lireaire x importe; la solution

X<

x(t) = e' (1.13)

obtenue dans ces conditions est instable et divergea l'inni ces que est positif. Mais cette divergence expo-
nentielle ne se produit pas car elle est "tiee" par le terme ron lireaire  x2 qui, tes vite, ne peut plus etre
reglice.

Rien n'empéche, cependant, que le terme non lireaire d'adire le plus bas ait, lui aussi, un caracere dcestabilisant
pour la solution. Dans ce cas la bifurcation sera dite sousritique.

Nous nous ineresserons icia la cascade de doublements deriode.

1.2.2 Caracerisation topologique

ans la section pe@dente, nous avons vu toute |'utilie d'uneetude locale des proprees de stabiliea I'aid e
des multiplicateurs ; de Floquet. Dans ce qui suit nous ignorerons le multiplicater trivial ; = 1.
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Regime quasi-periodique
ou

Intermittence de type-ll
Doublement de periode Im
ou

Intermittence de type-ll| a+ib

Intermittence de type-I

-1 +1 Re

a-ib

Fig. 1.5 { Les principales routes vers le chaos

A partir de consicerations sur les autres multiplicateurs (i 2 2;::;n) de I'espaceR", dierents types de
stabilie des orbites periodiques peuvent étre ¢ nis

{ elliptique stable (j i]< 1,80 2[2;::n])

{ elliptique instable (j ;j> 1;8i 2 [2;::;;n])

{ elliptique neutre (j ii=21;8i2[2;:5n))

Si I'ensemble des multiplicateurs est tel quej ; j& 1; 8i 2 [2;:::;n], les orbites sont diteshyperboliques
Les orbites geriodiques d'un attracteuretrange sont hyp erboliques et telles que certains multiplicateurs soient
stables ( j< 1) et d'autres instables § j> 1) : elles sont dites non-stables. Par abus de langage, elles
sont souvent qualiees d'orbites periodiques instables (ce que nous ne manquerons pas de faire). Des vecteurs
propres peuvent étre assoces aux multiplicateurs de Flguet. L'ensemble de ces vecteurs propres e nit un
espace tangent dont une image succincte peut &tre donreé\ppliquer une petite perturbationa un cycle limite
et en suivre levolution revienta ¢k nir un ruban dans le  voisinage de l'orbite periodique : d'une certaine manere
ce ruban corresponda l'espace tangent. |l va nous permette de caraceriser la topologie des orbites periodiques.

Les orbites periodiques d'un syseme dequations die rentielles ordinaires deR® ont des proprees similaires
aux nuds : ils sont tous les deux des sous-ensembles d&® honeomorphiques au cercleS?, c'esta dire qu'il
existe entre un nud, ou une orbite periodique, et un cercle une application bijective continue. Un nud
mattematique est une courbe lisse fernee qui est plonggedans un espace tridimensionnel. Interpeter une
projection sur un plan d'un n ud n'est pas toujours aig. Un e telle repesentation n'est pas unique et montrer
lequivalence de deux repesentations dierentes d'un méme nud est souvent un probeme ardu (Figure 1.6
). Deux n uds sont dits topologiquementequivalents s'il e xiste une transformation continue (une isotopie) qui
permet de passer de l'una l'autre.

Une orbite periodique d'un ot tridimensionnel, une courb e fernee sans self-intersection, est donc un nud;
celui-ci est oriene dans la mesure aJ, en raison du caraete dissipatif des otsetudes, le temps ne peut &tre
inverse sans divergencea I'in ni de la trajectoire. Le squelette d'orbites periodiques peut donc &tre vu comme
un enchevétrement de n uds : il forme donc un lien (objet forme de plusieurs n uds). Decrire la topologie de
ce lien revienta caraceriser la topologie de I'ensembleattracteur du syseme dynamique. Aussi la classi cation
des n uds est-elle un probkme fondamental pour la dynamique des sysemes cara chaque n ud correspond une
propree topologique dierente repesentative d'un  comportement dynamique speci que. Cette carackerisation
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D) DYE) B

Fig. 1.6 { Dierentes projectionsequivalentes du n ud "te " (d ‘apes N. B. Tu llaro)

est gereralement consenee lorsqu'une variation est agpliqeea I'un des paranetres de contréle du syseme. Sous
cette variation, la transformation imposee au portrait de phase du syseme est une isotopie (deformation continue
de ce portrait). Par congquent les orbites periodiques qui y sont plongees sont, elles aussi, transfornees sous
une isotopie. De plus lors d'une telle ceformation, aucuneorbite periodique ne peut se croiser avec elle-méme ou
une autre : une telle intersection impliquerait deuxevolutions dierentesa partir d'un mémeetat du syseme, en
violation avec le principe du dceterminisme : I'arrangemert relatif des orbites periodiques est donc invariant sous
une isotopie. Ceci est vrai tant que n'intervient pas une bifircation entre les orbites consiccees. Par ailleurs,
une rupture de synetrie peut interdire une isotopie [7]. La carackrisation des orbites periodiques (n uds) peut
donc se faire par l'intermediaire d'invariants topologiq ues ¢ nis par des quanties scalaires consenees sous e
isotopie. Ceux-ci doivent rendre compte des arrangementsetatifs entre les dierentes orbites periodiques. L'un
des invariants les plus simples qui permet une telle caraetisation est le nombre de liaisons (linking number).
Il en existe deux types :

{ le nombre de liaisons d'une orbite avec elle-méme que nouappellerons ici le nhombre de self-liaisons

(self-linking number),

{ le nombre de liaisons entre deux orbites appek ici le nombe de liaisons (linking number).

Le nombre de liaisons est ¢t ni sur un lien entre deux nuds Nj et N,. Il peut etre secie de plu-
sieurs maneres, avec des deges vares de sophisticatn matrematique. Une ¢ nition formelle est donree par
l'inegrale de Gauss [8] :

zZ Z A
L(Np Np) = = (n_f)dn” dr (1.14)
S VP VP N
al k: k est une norme Euclidienne etrrz, deux vecteurs qui e nissent respectivement les n uds dans l'espace
des phases. Une manere plus simple d'obtenir ce esultatconsiste a ealiser une projection egulere du lien
(c'esta dire dresser un graphe tel gu'il ne pesente pas pls de deux courbes qui se coupenta la fois) et de
compter les intersections entre les deux n udsN; et N5 [7]. Pour cela une orientation des intersections doit étre
ealie. Un nombre j (p)egala plus ou moins 1 estdonc ceni(g.1.7) aii, jsont des indices caracerisant
chacun de ces deux n uds etp designe un croisement. Cette convention d'intersection st celle introduite par

P. Melvin et al [10].
b)

Fig. 1.7 { Convention d'intersections de deux nuds : a) intersection regative =-1 b) intersection positive =+1

Le nombre de liaisons est alorsegala la demi-somme des ietsections orienees, soit :
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X
LGN = 2 5 (8] (L.15)
p
Ainsi seules les intersections entre les deux orbites peoidiques sont retenues : les intersections d'une orbite
avec elle-méme sont ignoees. Evidemment le nhombre de lisons entre les nuds N; et N, est le m&me que
celui entre les nuds N, et N; : L(N1;N2) = L(N2;N;1). Ce nombre etant invariant sous une isotopie, il
est incependant de I'orientation de la projection choisie [7]. Ce nombre de liaisons sera consene tant qu'une
bifurcation n'impliquera pas les deux n uds (orbites peri odiques). Toute bifurcation impliquant un seul de ces
n uds, dans la mesure ai elle ne le cetruit pas, n'a ectera pas ce nombre [7]. Deux exemples de lien sont donres

gure 1.8 .
a)@ b@
-1 -1

Rotation de p

= TR

Fig. 1.8 { a) lien sans liaison : L(N1;N2) =0 b) lien avec liaison : L(N1;N2)= 1

N

Des gures peedentes, il est ai: de comprendre quels ant les aspects topologiques caraceriges par les
nombres de liaisons. Lorsqu'ils ne sont pas les, les deux nds repesenes (les plus simples qui puissent exister,
c'esta dire deux cerclesS?) peuvent s'inscrire sur une surface cepourvue de toute comlexie (un simple ruban).
Au contraire, une liaison entre ces deux n uds (g. 1.8.b) leur impose d'étre inscrits sur un ruban de M bius
(ruban pourvu d'une rotation d'un demi-tour). Nous verrons qu'une simple rotation comme celle-ci implique de
profondes consquences sur les proprees dynamiques'dn syseme.

Le second type de liaisons est assocea la notion de selfdison. Ce concept n'est plus assocea la topologie
d'un lien (assemblage de plusieurs n uds) maisa celle de lespace tangent d'un n ud qui est une approximation
lireaire de la varee au voisinage du n ud. Le nombre de s elf-liaisons d'une orbite periodique (un n ud) est rele
au nombre de liaisons entre cette orbite et un n ruban qui calacerise son espace tangent : ce dernier se ceveloppe
dans un voisinage su samment restreint de l'orbite pour permettre une lirearisation du ot. Une analyse ‘a
la Floquet" est alors possible. Soit un vecteur directeur uiitaire %o de I'espace tangent perpendiculaire au
nud, et sonevolution temporelle x%; que I'on gardera de norme constante. Le nombre de self-liass du
n ud estegala son nombre de liaisons avec levolution x:; 0 t< 2Ty pour une orbite de geriode Ty [11].
Levolution de I'espace tangent est suivie sur une geriode double de celle de l'orbite de manerea ce que le
nombre de self-liaisons soitegal au nombre de demi-tours @l I'espace tangent autour de l'orbite consiccee.
Ainsi, il sut de suivre levolution d'une perturbation au  voisinage de l'orbite periodique et de compter les
intersections sur une projection suivant la convention chasie peedemment (g. 1.8 ). Comme peedemment,



26 CHAPITRE 1. LA CASCADE DE DOUBLEMENTS DE P ERIODE

seules les intersections mettant en jeu l'orbite geriodique et levolution du vecteur tangent ; sont prises en
compte. A ce nombre de self-liaisons est assoce un nombreedorsionsn de l'espace tangent autour de l'orbite
periodique : il est & ni commeetantegal au hombre de se If-liaisons [11]. Il caracerise le nombre de demi-tours
gue subit I'espace tangent autour de l'orbite periodique (g. 1.9 ). Une orbite N; de periode T aeckte d'un
nombre de self-liaisonsL (N1;Ni)egala n sera inscrit sur un espace tangent subissant une torsion de
durant la periode T. Ce nombreN est sigre suivant la convention choisie. Ainsi, dans I'exenple de la gure
1.9, le nombre de self-liaisond. (N1;N;) estegala -2; la rotation de I'espace tangent sur lui-méme est donc
egala 2.

Ny

=
dxg

Fig. 1.9 { Rotation de I'espace tangent autour d'une orbite periodiq ue de 2 .

D'une certaine manere I'espace tangent ce nit un ruban ( celimie par les pointiles sur la gure 1.9) dont
le nombre de torsions est extrait directement comme etant b demi-somme des intersections de ses liseres
avec l'orbite. Nous pouvons ceduire du nombre de self-lisdons (ou du nombre de torsions) une caraceristique
importante d'une orbite periodique : sa parie. Elle est de nie comme suit :

- parie paire si L(N1;N31) est un nombre entier pair
- parie impaire si L(N1;N1) est un nombre entier impair
- parie fractionnelle si L(N1;N1) est un nombre quelconque
Ces consickrations topologiques permettent une appehasion approfondie des orbites periodiques et des

relations pouvant apparatre entre elles. En particulier, le necanisme du doublement de periode va pouvoir étre
etude en termes de rotation de l'espace tangent du cycle Imite original.

1.2.3 Mecanisme du doublement de griode

e syseme de Ressler pesente un doublement de periode wgr la ligne de I'espace des paranetres ce nie par
(a; b; 9 = (variable ; 2; 4). Letude de son comportement se ealise par une analysale la stabilie de ses deux
points xes (points de vitesse nulle), F. et F , qui sont ¢ nis par les coordonrees suivantes :

8
% . = C (> 4ab'=2

2
c (¢¢ 4dap'=2

(1.16)

% 4 2a
c (¢ 4dab'=?
Lz =
2a
Leur stabilie est cetermiree par les valeurs propres du jacobien du syseme de Ressler. La matrice jacobienne
du syseme (1.2) skcrit :

2
0

41 a 0 5 (1.17)
z
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Les valeurs propres de cette matrice aux point$ et F. sont obtenues par esolution du polynéme suivant :

S+(a+x o ?+(ac ax 1 z) +x c+az=0 (1.18)
A l'aide d'un logiciel de calcul symbolique, nous trouvons @'elles sont de la forme suivante :
8 .
< + il
i! (1.19)
enF et
8
< + il
P (1.20)
+
enF..

Le point F est sitte au centre de l'attracteur repesene gure 1.1 . C'est lui qui va piloter levolution de
I'attracteur.

Pour de faibles valeurs dea (a < 0:12496), le comportement asymptotique du syseme de Resslr se esume
a un point xe stable (g. 1.10.a) autour duquel spiralent | es transitoires (trajectoires dans I'espace des phases
qui conduisenta l'attracteur). On a alors ( < Ow 1, > 0). Augmentant le paranetre a, s'annule
ena = 0:12496 puis devient positif. Le point xe F perd sa stabilie. w est alors peu dierent de 1. C'est une
bifurcation de Hopf, un cycle limite est re (g. 1.10.b).

a) b)
| |
=9
| |
a<0.12496 0.12496 < a < 0.3348

Fig. 1.10 { a) point xe stable "spirale” b) cycle limite.

Au fur eta mesure que la vitesse angulairew croit, I'espace tangent au point xe s'enroule autour de
celui-ci. Au deh de la bifurcation, un cycle limiteemerg e (g. 1.11).

Cycle limite

Point fixe

|

Enroulement

de lespace tangent Bifurcation Point fixe stable

devenu instable

Fig. 1.11 { Diagramme de bifurcation de Hopf surcritique
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Le jeune cycle limite est inscrit sur un espace tangent ceparvu de toute rotation (g. 1.12). Suivant la
e nition de la parie donree Section 1.2.2, le cycle lim ite est nanti d'un nombre de self-liaisonsegala O : il est
donc pair.

Fig. 1.12 { Espace tangent pair du cycle limite de periode 1 : L(N1;N1) =0

Letude se poursuit maintenant dans un plan de Poincae assoce au jeune cycle limite. L'analyse lireaire se
ealise maintenant suivant I'analyse de Floquet. Sous l'augmentation de a, I'espace tangent tenda se torsader
autour du cycle limite. Consicerant un cycle limite de con guration aussi simple que possible,etudions levolution
d'une perturbation %o assoceea la direction propre dont I'une des valeurs propes de la matrice de Floquet
s'achemine vers la valeur (-1) (g. 1.13).

=
dxp

Fig. 1.13 { Espace tangent impair assocé au cycle limite de priode 1 : L(N1;N1)= 1.

La perturbation initiale est transformee sous l'action du ot ; durant une geriode T en une perturbation
de norme inkrieure et de direction oppose. L'espace tagent tenda se torsader autour du cycle limite. Ainsi,
les transitoires acederont au cycle limite en s'enroulabautour de celui-ci suivant sa stabilie (convergence plus
ou moins rapide). Lorsque, sous une augmentation su sante d paranetre de contréle, la valeur propre acede
a la valeur (-1), le cycle limite initial perd sa stabilie . Une perturbation Xy se trouve mwee en Xt = Xpo
sous l'action du ot { durant une periode T. Apes une duee de 2T, la perturbation se retrouve identiquea la
perturbation originale : X%t = X (9. 1.14). Le nombre de self-liaisons estegala 1 : le cycle limite est devenu
impair et I'espace tangent a subi une rotation d'un demi-tour. Au cours de cette bifurcation, le comportement
asymptotique du syseme de Ressler est pase d'un cycleiiite de periode temporelle T a un cycle limite de
periode 2T : il y a eu doublement de periode; le cycle limite pere (de periode T) est devenu instable (g. 1.14).

Apes la bifurcation, le cycle limite Is de periode 2 s& loigne du cycle limite pere (devenu instable). L'espace
tangentetude est maintenant celui du cycle Is (g. 1.15 ).

L'ensemble des intersections sont regroupees au niveau derepliements. A chaque evolution de periode
T, I'espace tangent subit une rotation d'un demi-tour (ces rdations sont mises en evidence gure 1.15.b).
Cependant, I'espace tangent cecrit une boucle et il existeune isotopie entre un simple tour et une con guration
en boucle (g. 1.16) [7]. Aussi la con guration de I'espace aingent peut &tre ramereea une con guration plus
simple (g. 1.15.c) ai I'ensemble des rotations estevident : le nombre de torsionn estegala 4.

Le cycle limite Is de periode 2 est donc pair apes sa naissance. L'apparition d'une valeur propre s'ache-
minant vers la valeur (-1) impose une nouvelle rotation d'un demi-toura l'espace tangent. Si le cycle limite
de periode 1 voit son espace tangent devenir impair par lI'agonction d'une rotation d'un demi-tour regatif
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Cycle limite de periode 1

1
1 |

Ancien cycle limite

de periode 1
Nouveau Cycle Iimite/l/ devenu instable
de periode 2

R

dXg = d%y7
(a) Mecanisme (b) Diagramme de bifurcation

Fig. 1.14 { Doublement de eriode.

(a) Espace tangent du (b) Mise enevidence de la () Evidence dé Ia torsion lo-
cycle limite Is de eriode boucle cale de 2 tours
2

Fig. 1.15 { Rotation de I'espace tangent du cycle limite de griode 2 : L(N2;Nz)= 4.

Isotopie S

- =

Fig. 1.16 { Isotopie entre une simple rotation d'un tour et une boucle
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(n = 1),il n'en est pas de méme pour le cycle limite de periode 2 en e et, il ecugere une parie impaire par
l'adjonction d'une rotation d'un demi-tour positif ( n = +1). La torsion de l'espace tangent est alorsegalea
N = 4+1= 3(g.1.17). Le nombre de liaisons esta nouveau impair. La parie du cycle limite est devenue

impaire permettant I'apparition d'une nouvelle bifurcati on.

Le processus se epete alors sur le cycle limite de period 4 engende par la bifurcation. De cela, il se cegage
gue l'operation du doublement de periode ne peut apparatre que sur des orbites geriodiques de parie impaire
[11].

Fig. 1.17 { Espace tangent du cycle limite de periode 2 juste avant la bi furcation vers le cycle limite de riode 4 : sa
parie est impaire.

Au doublement de eriode est assocee une variation de la prie des orbites geriodiques concerrees. Lorsque
I'espace tangent se cedouble, il est constitte den nombre de tours an est impair. Aussi, lorsqu'il se dedouble,
le nombre de torsions est doubk et devientegala 2n le au cedoublement de I'espace tangent. A ce nombre
de torsions est ajout 2 par I'apparition d'une boucle suppkementaire qui engendre un tour suppkementaire.
Ainsi un nouveau cycle limite est-il pair juste apes la bifurcation. De manérea ce que les bifurcations de
doublement de eriode apparaissent successivement, uneape impaire est ecupee sous une variation du
paranetre de contréle. Pour cela, I'espace tangent du cyke limite Is subita nouveau une rotation de . Au
cours de la cascade de doublements de periode, le passagank parie pairea une parie impaire du cycle limite
se ealise par l'adjonction d'une rotation alternativementegalea + et . Cette particularie se retrouvera
ulerieurement sur le mecanisme de eplication des quences symboliques.

A chaque bifurcation une valeur critique du paranetre de contréle peut &tre mise enevidence. Les valeurs
successivesy; ap; as ;:::, assocees respectivement aux bifurcations de la geriod 1a 2, 2a 4, 4a 8, ..., \eri ent
la loi dechelle suivante :

. P a
= jjm &1

| =4:6692016091029 (1.21)
i aiv

al est une constante universelle mise enevidence par M. J. Fgenbaum [5]. La loi dechelle peedente se
traduit par des bifurcations successives qui apparaisseat des valeurs a; de plus en plus proches les unes des
autres. Il apparat un point d'accumulation a1 deux bifur cations successives ne sont plus distinguables ( g.
1.18). A ce point, il existe une in nie d'orbites periodi ques instables dont la periode s'exprime sous la forme
2"To au To est la mriode du cycle limite gererateur. Une trajectoi re chaotique (ageriodique) peut alors se
cevelopper sur ce squelette d'orbites periodiques.

1.3 Dynamique symbolique

u deh du point d'accumulation ( a;b; 9 = (0 :386; 2; 4), I'in nie d'orbites de periode 2 "T, est instable et le
A comportement asymptotique de la trajectoire se ceveloppesur un attracteuretrange. Cet ensemble limite
se construit autour de la population d'orbites periodiques instables qui en constitue le squelette. La trajectoire
est alors de periode in nie. De manere pragmatique, nous disons qu'elle est ageriodique. Lorsque le paranetre
de contrble augmente, cette trajectoire devient de plus emplus complexe. Nous introduirons une convention de
codi cation des orbites periodiques : la dynamique symbolque.
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Bifurcation de Hopf

"""""""""""""""

I+
oo

Fig. 1.18 { Diagramme de bifurcation de la cascade du doublement de geriode.

1.3.1 Notion

Au debl du point d'accumulation, la trajectoire se develo ppe sur un attracteur etrange (g. 1.19) qui se
construit autour d'un point xe (c'esta dire un point ai le  syseme est au repos).

I:‘ Bande O
D Bande 1

(a) Attracteur chaotique Partition

Fig. 1.19 { Comportement chaotique obtenu a partir du syseme de Res sler au deh du point d'accumulation :
(a; b; 9=(0.398, 2, 4) b) la partition qui lui est assocee.

Cet attracteur peut e&tre compris par l'intermediaire d'u n rubanetie et reple sur lui méme. Letirement ga-
rantit la sensibilie aux conditions intiales du comporte ment chaotique et le repliement est assoce aux proprees
de nelange des trajectoires entre elles et au caracere bwe de l'attracteur. Uneetude topologique de ce ruban
permet de cegager deux bandes aux caractristiques bien idtinctes. La premere est une bande toute simple
(de con guration analoguea une piste d'athktisme; elle sera parfois appeke bande "stade") qui se ceveloppe
autour du point xe central F (g. 1.20.a). La codi cation retenue pour cette bande sera ka lettre "0". La
seconde,a peine plus compligquee, est un ruban de M bius : dle s'enroule sur elle-m&me de manerea pesenter
une rotation d'un demi-tour (g. 1.20.b). Cette seconde bande est cocee par la lettre "1". Remarquons que
cette distinction est base sur la caractrisation topologique du ruban. En e et, ces deux bandes extraites du
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ruban sont topologiquement dierentes : le nombre de selfliaisons de ces bandes est respectivement de 0 et de
-1. Nous avons vu gqu'au nombre de self-liaisons pouvait & assocee la parie. Ainsi, la lettre 0, depourvue de
toute torsion, est paire et la bande 1, nantie d'une torsion & , est impaire.

a) b) / i
Fig. 1.20 { Partition du ruban simplement ple de Ressler : a) lettre 0  b) lettre 1

A l'aide de ces deux bandes nous avons eali une partitia de I'attracteur. Ainsi, toute trajectoire chaotique
(aperiodique) s'inscrivant sur cet attracteur sera constittee d'une succession de evolutions sur la bande 0 et
sur la bande 1. De cette manere, nous pouvons cecrire n'inporte quelle trajectoire commeetant une fquence
de O et 1.

Nous dirons qu'une trajectoire est formee d'une fquenceade lettres qui constituent un mot. Par exemple la
£quence symbolique

$=0101101110010101100 (1.22)

cecrit une trajectoire de l'attracteur. Les deux lettres O et 1 constituent I'alphabet de la dynamique symbolique,
c'esta dire qua chaque squence de 0 et de 1 il est assoeiune et une seule trajectoire. La connaissance de
£quences symboliques est donc su sante pour la caractisation du comportement dynamique du syseme.

Une telle description de la dynamique permet la pediction de la population d'orbites periodiques. En e et,
une orbite periodique est constitlee d'une quence searetant ince niment. Par exemple, une orbite de period e
3 sera ckcrite par la quence :

s =100100100100: (1.23)

La puissance de la dynamique symbolique eside dans le faiqu'il ne peut exister sur l'attracteur qu'une
seule orbite periodique codee par la £quence (100). De e fait, les dierentes combinaisons possibles des deux
lettres o rent toutes les orbites periodiques que peut, au plus, contenir un attracteur. A deux lettres, nous
obtenons la population d'orbites geriodiques epertoriee dans le tableau 1.1 :

Nous pouvons alors etre sOr qu'un attracteur cecrit par une dynamique symboliquea deux lettres aura, au
plus, deux orbites de periode 1 (c'esta dire e ectuant une seule evolution sur l'attracteur avant de repasser
par les mémes points).

Bien sOr ces orbites periodiques n'apparaissent pas towgs simultarement. Dans le cas du syseme de Ressler,
apes le point d'accumulation seules quelques unes d'eng elles sont pesentes. Les autres apparaissent au fur
eta mesure que le paranetre de contrélea est augment (ceci seraetude au chapitre 2). Comme nousallons
le voir, letude des orbites periodiques se fait par I'int ernediaire d'une section de Poincae.
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periode | nombre || codage

1 2 0
1
2 1 10
3 2 101
100
4 3 1011
1001
1000
5 6 10111
10110
10011
10010
10001
10000

Tab. 1.1 { Population d'orbites periodiques d'un attracteura deux lettres

1.3.2 L'application de premier retour
Aspect tleorique

On etudie les orbites periodiques par une nmethode qui remontea Henri Poincae (cf. section 1.1). Celle-
ci consistea prendre, en un point q de l'orbite periodique  consiceee, un petit morceau d'’hypersurface W
transversea eta consicerer, pour chaque x 2 W, le premier point p(x) ai l'orbite issue de x recoupeW : p est
I'application de Poincae. Le fait qu'on ait choisi W transversea implique que p est bien e nie au voisinage
du point g de W (on aevidemment p(q) = @). Le destin de x se reete dans ses passages successifs dans :
np e (X)) p (x);x;p(x); p(p(x));::: et la connaissance dep permet de reconstruire la dynamique au
voisinage de , tout au moins si I'on cecide de ne pas tenir compte des tempsle parcours entre deux traverees
successives.

Les applications de Poincae \eri ent la propret sui vante :
Propree 1 Deux applications de Poincae relativesa la méme orbite sont topologiguement semblables.

Ainsia une isotopie pes, I'application de Poincae ne depend que de l'orbite et non pas des choix auxiliaires
getW [12].

Apees avoir reconstruit la dynamique au voisinage d'une oibite , nous souhaitons connatre I'application de
Poincae de I'ensemble de la population d'orbites geriodiques, c'esta dire une connaissance globale du champ
de vecteurs.

Nous devons donc construire une hypersurface/? transversea I'ensemble des orbites periodiques du ot
( ) assoce au champ de vecteurs consicee. Elle doit donc traverser I'ensemble du ruban. Cette hypersurface
globale W doit epondre aux proprees de I'hypersurface locales W & nie pecedemment, et ce, pour chaque
orbite geriodique. Nous pouvons ensuite construire une aplication de premier retour g de W % elle-méme. Ainsi,
la connaissance des points::;p (p 1(x));p 1(x); x;p(x); p(p(x));::: et de g nous permet de reconstruire la
dynamique globale du champ de vecteurd . Tout comme les applications locale de Poincake, I'appli@tion de
premier retour ne doit cependre que de la population d'orbites periodiques et non pas du choix dew °!

Approche nunerique

Pratiquement, un plan de Poincae (W9 se & nit par un plan transverse au ot , auquel est assoce un
sens de passage. Etudions les dierentes possibilies oertes par le syseme de Ressler (1.2).

Dans les cas les plus simples (faibles valeurs dg§ chaque hyperplan convient (g. 1.21.a). En d'autre cas
al le ruban est plus complexe (valeurs dea plus importantes), I'nyperplan choisi peut couper plusieus fois
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le ruban (g. 1.21.b). Il existe alors des orbites dont le nonbre de points contenus dans I'nyperplanW? va
ependre du choix de ce dernier. L'application de Poincae cependra alors de I'hyperplan choisi. Pour renmedier
a cela, I'ensemble des points doit étre restreint par une ondition suppementaire. Cette condition cependra de
la con guration du ruban.

Wi Wo
(a) Cas simple : chague hyperplan Wi0 permet la construction (b) Cas complexe : I'hyperplan W; coupe deux fois le
d'une application de premier retour qui ne cepend que de lap o- ruban sur lequel s'inscrit le champ de vecteurs : I'ap-
pulation d'orbites periodiques. plication de premier retour n'‘est donc pas topologique-

mentequivalentea celle de la section Wlo.

Fig. 1.21 { Dicule du choix du plan de Poincake.

lllustrons ceci sur le syseme de Ressler. Pour les paramtres de controle @; b; g = (0 :492 2; 4), I'application
de premier retour de I'ensemble
. (P 40 @
Py = (%Yy;z)2 R¥x = ( 5 ; @3(> 0 (1.24)

a lui-méme est constittee de trois branches monotones (g. 1.22.b). Par contre I'application de premier retour
(cetailee dans la section suivante) dans lI'ensemble

1=2
P, = (xy;z)2R3y= ¢ (b22a4ac : %,> 0 (1.25)

pesente un cedoublement de sa structure (g. 1.22.d) cep remarque sur la section de Poincae ( g. 1.22.c).

Nous nous retrouvons dans le cas de la gure 1.21.b. Certaiseorbites periodiques ne traversent pas le méme
nombre de fois le planPy et le plan Py : I'un des deux est mal choisi. Uneetude approfondie pourré montrer
gue la periode de chaque orbite est en accord avec le nombreedses points periodiques dans la sectiofPy et
non dansPy. Dans la sectionPy certaines orbites periodiques ont plus de points que ne le pdit leur eriode
(une orbite de periode p doit avoir p points dans une section de Poincae). Le planPy doit donc &tre restreint.
Si theoriguement cette restriction est possible, des di c ules nuneriques peuvent apparare.

En pratique, nous choisirons le plan o rant une section de stucture aussi simple que possible.

Partition de I'attracteur

Revenonsa un chaos faiblement ceveloppe a n d'extraire toute I'information contenue dans une section de
Poincae. Rappellons qu'une section de Poincae est contitiee par I'ensemble des intersections d'une trajectoire
chaotique avec un plan qui lui est perpendiculaire. La courk obtenue est donc constitiee point par point.
Lorsque ces points sont assocesa une orbite periodiqueils seront appeks points geriodiques. Ainsi, une orbite
de eriode p est repesente par p points periodiques dans une section de Poincae.

A n de construire I'application de premier retour de la section de Poincaea elle-méme, nunerotons chaque
point y; de la section de Poincae suivant leur ordre d'apparition. L'application faisant correspondre le point
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Fig. 1.22 { Modi cation de l'application de premier retour lorsque le p lan n'est pas choisi correctement. Le cedoublement
pesent sur la section de Poincae se retrouve sur l'appli cation de premier retour.
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Vi+1 avec son peceesseury; est trace (g. 1.23). Pour (a;b;9 = (0:432952;4), I'application de premier
retour dans le plan Py pesente deux branches monotones, une croissante et unesdroissante, paees par un
maximum appek point critique (g. 1.23).

+6

y(i+1)

2 +4 +6

y(i)

Fig. 1.23 { Application de premier retour d'une section de Poincaea elle-méme assoceea l'attracteur de Ressler : (a,
b, €)=(0.43295, 2, 4)

Ce point critique, en ceterminant la sparatrice entre la bande 0 et la bande 1, cetermine la partition du
ruban. La section de Poincae ne permet pas une ceterminaton de ce point critique (g. 1.24). Tracer cette
application, dite de premier retour, revienta reconstruire la section de Poincaea partir d 'une de ses coordonrees
(suivant le principe de la redondance de l'information au se1 d'un syseme dynamique non-lireaire [13]). Une
construction georretrique simple permet de passer d'un panta l'autre (g. 1.23). L'application de premier
retour met bien enevidence le point critique assocea la coordonree eny de la £paratrice qui est alors connue
avec pecision.

0.43} ) ]
]/_//f,////
Point critique T
\///////
0.47+ L |
e
N L
o
// ////
051} // :
o
//
0.554 2 £ +6

. y
Fig. 1.24 { Section de Poincae Py de l'attracteur de Ressler : (a, b, ¢)=(0.432, 2, 4)

La rotation d'un demi-tour assoceea la bande 1 peut tre retroueea partir de cette application de premier
retour. Suivons levolution de la premere branche monotone correspondanta la bande 0 (g. 1.25.a). L'iee
de chaque point de cette branche est construita l'aide de laconstruction geonetrique peedente. L'image de
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cette premere branche sous une ieration corresponda lensemble de la courbe. Ainsi, entre deux intersections
successives avec le plan de Poincae (une evolution surdttracteur), la branche O estetiee et einjecee sur
toute la section de Poincae. De manere identique, la barde 1 estetiee de facona recouvrir toute la courbe,
mais cette fois I'arrangement des points est inverse (g. 125.b). Cette inversion est la signature de la rotation
de la bande 1 sur elle-méme. De manere gererale, une brache monotone croissante peserve l'ordre des points
et une branche monotone cecroissante le renverse.

a)

b)

iteration iteration
Fig. 1.25 { Evolution des deux branches monotones de l'application de premier retour sous une ieration : a) branche
0 et b) branche 1.

Une autre visualisation de ce processus detirement et deepliement peut étre construitea I'aide du concept
de ruban. Celui-ci est diviee en deux bandes (cf. Section B.1). La bande 0 estetiee et einjecee sur I'ensemble
du ruban. La bande 1 estetiee et einjecee apes avoi r subi une torsion d'un demi-tour ( g. 1.26). La premere

bande est donc paire et peserve l'ordre des points, la secale est impaire et inverse I'ordre des points.

rotation de

=

Fig. 1.26 { Etirement et repliement de l'attracteur de Ressler sous la forme d'un graphe de ruban.

Ainsi du point de vue de la dynamique, toute l'information sur l'attracteur de Ressler est contenue dans
I'application de premier retour.

1.3.3 Codage du doublement de periode
‘utilisation de la dynamique symbolique n'est treoriquement possible qu'en pesence d'orbites hyperboliques,
L ce que ne sont pas les cycles limites lors des bifurcations ane valeur propre a un moduleegala 1. Toutefois,
a l'instar de beaucoup d'autres [14], nous ferons une extrpolation de cette techniquea ces cas par l'introduction
d'une pseudo-lettre.

Suivant la partition peedente du ruban de Ressler, le d oublement de periode peut &tre decrit par une suite
de 2quences symboliques. Etant donre que le premier cyellimite appar&t avec un espace tangent cepourvu
de toute torsion, il doit tre assocea une branche monotone paire; il est donc coce par la ssquence (0). Or
nous avons vu qu'un doublement de eriode ne survenait quedrsque la parie d'une orbite etait impaire, ce
qui impose au cycle limite devoluer vers la bande 1 pour retouver une parie impaire. Du point de vue de la
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section de Poincae, cela veut dire que le point geriodigue migre (il n'en existe qu'un seul pour un cycle limite
de periode 1) de la branche croissante vers la branche deaissante par le point critique. C'est cette migration
qui rend cklicate la codi cation de ces points periodiques . lls naissent sur la branche croissante et migrent
sur la branche decroissante et vice-versa, alternativemet. Toutefois leur codi cation eelle corresponda leur
positiona l'issue de leur migration. En e et, c'esta ce mo ment que le doublement de periode se produit et
gu'ils deviennent instables. Les points geriodiques ne chngeront plus de branches sur I'application de premier
retour : la dynamique symbolique peut alors leur étre applglee.

Cependant au cours de ce chapitre, de manerea suivre cett migration des points voisins du point critique,
nous coderons les points periodiques au cours de la cascade doublements de periode. Lorsque ces points
passeront par le point critique la pseudo-lettreC (dans la mesure ai aucun comportement dynamique speci que
ne lui est assoce, c'esta dire qu'elle peut étre asso@ea une lettre 0 oua une lettre 1) sera utilise. Ceci nous
permettra de comprendre plus profoncement le mecanisme di doublement de periode. Le cycle limite de periode
1 nat avec la codi cation (0). Le point geriodique migre p ar le point critique (squence (C)) vers la branche
cecroissante (squence (1)). Le cycle limite (1) est impar et peut se destabiliser par cedoublement de periode.
Son s, de periode 2, est donc coce par la quence (11) : & quence esta nouveau paire. Le point geriodique
voisin du point critique (les autres ne sont pas a eces par le processus de migration) entreprend une migration
inversea celle e ectiee par le cycle limite pere : il part de la branche decroissante vers la branche croissante.
La £quence symbolique du cycle limite de periode 2 est swzessivement (11)! (1C) ! (10). A pesent impair,
le cycle limite peut se destabiliser : une nouvelle birfur@tion intervient, et ainsi de suite... La cascade de
doublements de periode est esunee ci-dessous (le tabku se lit de haut en bas et suivant les eches) :

impair 1 C 0 pair  periode 1
pair 11 ! 1C ! 10 impair periode 2
impair 1011 101C 1010 pair  periode 4
pair 10111011 ! 101110 ! 10111010 impair periode 8

Levolution du point periodique coce par la lettre C peut etre visualise sur un graphe (g. 1.27). Nous
constatons qu'alternativement le point periodique du point critique evolue de la bande 1 vers la bande 0 ou
eciproguement, de la bande 0 vers la bande 1. A chaqueevaition est assoce un comportement dierent du
point de vue des torsions de l'espace tangent. Levolutionde la bande 0 vers la bande 1 corresponda I'apparition
d'une torsion suppkmentaire d'un demi-tour. Au contrair e, levolution de la bande 1 vers la bande 0 est assocee
a la disparition d'une torsion locale d'un demi-tour. Une fois le cycle limite devenu impair, la bifurcation se
produit, le cycle limite devient une orbite periodique instable. Sa £quence symbolique névoluera plus. Au
sein d'un attracteur chaotique au deh du point d'accumulation, toutes les orbites periodiques de la cascade de
doublements de periode sont cockes par des £quences syraliques impaires.

Sur cette base, un arbre gerealogique peut etre construi Chaque lettre nere du cycle limite initial va
cererer deux lettres lles qui garderont le nom de leur e re sauf lorsque celle-ci s'appellera C. Du fait de sa
bgeree, une nere C donne naissancea deux lles de noms dierents : I'une s'appelera C et l'autre 0 si sa tante
s'appelle 1 (ou 1 si sa tante s'appelle 0). A la gereration siivante, la lle C donnera naissancea deux petite- lles,
une C et une 1 (ou 0). La seconde lle 0 donnera naissancea deupetite- lles 0. L'arbre gerealogique de cette
grande famille est repesente gure 1.28.

A chaque gereration, deux s urs de noms dierents naisse nt. Alternativement, une lle C a une s ur de
nom 1 ou 0. Nous remarquons que les trois noms n'apparaissequa la troiseme greration, c'esta dire pour
le cycle limite de periode 4. Cette particularie aura des epercussions dans la self-similarie de la cascade de
doublements de periode (traiee dans la Section 1.4.3). Nous savons maintenant pedire le nombre de points
periodiques codkes respectivement par les lettres 0, C et 1Ceci dit, nous ne sommes pas encore capable de
pedire leur localisation dans une section de Poincae. Rour cela nous devrons avoir recours aux tresses.
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1 c 0 11  pair
: 1C

10 impair
1010 pair
101C

1011 impair

Fig. 1.27 { Evolution des points eriodiques coces par la lettre C
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Fig. 1.28 { Arbre gerealogique de la cascade de doublements de periode.
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1.4 Les "tresses"

a cascade de doublements de periode corresponda un necasme qui engendre des orbites periodiques

qui sont toutes instables au deh du point d'accumulation. Nous avons obtenu une codi cation de chacune
d'entre elles par l'utilisation d'une dynamique symbolique. Celle-ci repose sur une partition de l'attracteur qui
se ceveloppe au deh du point d'accumulation de la cascadeCette decomposition de I'attracteur est base sur
des crieres topologiques et sur I'application de premierretour. Suivant les proprees de chacune des bandes
nous pourrons obtenir la localisation relative des points @riodiques au sein de l'attracteur. De & les tresses
repesentatives des orbites periodiques seront dresses.

1.4.1 Les patrons

ous avons vu (Section 1.3.2) que letirement et le repliemat de I'attracteur pouvaient étre vus sous la forme

d'un graphe de ruban. Ce concept cecoule des travaux de J. SBirman et R. F. Williams [15]. Au cebut
des anrees 80, I'extraction nunerique des orbites periadiques d'un ot , : R®*! R3 (t 2 R) ceni par un
syseme dequations dierentielles ordinaires n'est p as ai®e. Aussi une approche indirecte se ewele recessre et
est introduite par R. F. Williams : il cherche une structure relative au ot , dansR? qui lui permet de projeter
les orbites periodiques sur un sous-ensemble bidimensioel de R3. Cette "varet ramiee" o re la possibilie
de cecrire les orbites periodiques par l'internediaire d'une application de Poincae. Elle correspond au concept
de ruban introduit par O. E. Ressler [16] pour decrire son syseme. Avec les invariants topologiques tels que les
nombres de rotations, H. G. Solari et R. Gilmore [17] montrem qu'il est possible de determiner lequivalence
de deux attracteurs. Accompagres de G. B. Mindlin, X. J. Hou et N. B. Tu llaro [18], ils construisent une vue
synttetique qui prend en compte le nombre de rotations locdes de la varee ramiee de R. F. Willians [19] : le
patron (template).

Un patron peut étre vu comme l'union d'un graphe de rubanet d'un graphe de jonction permettant la
connection entre les deux extemies du graphe de ruban. Cans le cas du ruban simplement ple de Ressler le
patron est obtenu par l'union du graphe de ruban propos Setion 1.3.2 et d'une simple bande (g. 1.29.a).

(a) Patron du syseme de Ressler (b) Absence d'unicie d'une trajectoire inverse au
(a;b;c) = (0 :43295; 2; 4) niveau de la ligne de rami cation

Fig. 1.29 { Construction d'un patron du syseme de Ressler .
Au patron est assoce un semi-ot ;. En eet, ; ne peutetre un ot, car en inversant le temps, une orbite

peut avoir deux futurs au niveau de la ligne de ramication ( g. 1.29.b). Les proprees du patron ontet
cecrites par un treoeme de J. S. Birman et R. F. Williams [ 20] :
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Theoeme 1 Soit un ot ; sur une varet tridimensionnelle M possdant une structure hyperbolique sur
un ensemble de chames ecurrentes, il existe une varet ramiee bidimensionnelle H assoceea un semi- ot
“¢; t> 0; sur H plonge dans M telle que les orbites eriodiques de; correspondent de manere injective
@ quelques exceptions speci ques pes) a celles de . Sur tout sous-ensemble ni d'orbites periodiques, la
correspondance peut étre faite par I'intermediaire d'une isotopie.

De cet objet, nous sommes capable d'extraire la localisatio relative des orbites periodiques. Pour cela,
prenons le graphe de ruban assoce au syseme de Resslerg; 1.30). Chacune des bandes est einjecee sur
'ensemble du ruban au niveau de la ligne de rami cation. Ausi, apes un tour sur le patron, chague bande
se verra einjeceea la fois en elle-mé&me et dans la seaade bande. De cette manére, chaque bande peut étre
diviee en deux parties assocees respectivementa uneemjection dans la bande 0 et une einjection dans la
bande 1 (g. 1.30).

‘ 1 /\ 0

Fig. 1.30 { Division de chaque bande en deux sous-bandes assocees rpsctivementa une einjection dans la bande 0
et la bande 1 (griee).

Nous pouvons cep remarquer que, lors de la einjection, la bande 0 peserve I'ordre des bandes et que la
bande 1, en raison de sa torsion locale, les inverse. Si nousysuivons cette subdivision des bandes, chaque
sous-bande peut étre a nouveau subdiviee : chaque "sousous-bande" obtenue corresponda un futur bien
cetermire pour toute trajectoire qui la visite (g. 1.31) . Ainsi la "bandelette” la plusa gauche a un futur coce
par la squence (100); la plusa droite (000), et caetera.

Plus une bande est subdivisee, mieux est connu son futur. A'dide de la subdivision ealiee gure 1.31 nous
pouvons, par exemple, pedire les positions relatives desrbites de periode 3 et de periode 1. Nous donnons un
exemple avec les orbites eriodiques codees par les egnces (100) et (1) (g. 1.32).

L'indexation des subdivisions eponda une egle de ecurrence tes simple [21]. Rappelons que la bande d'un
patron peserve l'orientation si le nombre de torsions loales (nombre de demi-tours sur elle-méme) est un entier
pair. Elle inverse I'orientation si le nombre de torsions Iacales est impair. Un arbre de localisation peut alors
etre construit. A la premere gereration ( n = 1), les noms symboliques des bandes sontecrits dans l'om e
par le patron (1, O pour celui de Ressler). La seconde gereation (n = 2) est obtenue par lecture (de gauchea
droite) de la premere gereration de I'arbre et du report en accord avec la egle d'orientation assoceea chaque
bande : si lai®™ bande du patron peserve l'orientation alors les noms symioliques sontecrits suivant l'ordre
de la lecture (1, O pour la bande 0); si elle inverse I'ordre ars lecriture se fait suivant I'ordre inverse de lecture
(0, 1 pour la bande 1). Ainsi lan +1M¢ gereration est obtenuea partir de la n®™® suivant la egle peedente.
Nous obtenons alors l'arbre de localisation des points ppdiques (g. 1.33).

Deux orbites de periodes respectivesn; et n, (n; 6 ny) pourront étre localiees relativement l'une a
l'autre en ceveloppant su samment I'arbre. Une orbite pou rra &tre reconstitlee en suivant ses dierents points
periodiques : dans I'exemple de l'orbite cocee par (100),la trajectoire suit le chemin (100)! (001)! (010)!
(100).
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Fig. 1.31 { Division de chaque bande en quatre sous-bandes assoceesux quatre futurs possibles (00), (01), (11) et
(10).

cor
-- oro
oo

Fig. 1.32 { Position relative des orbites periodiques cockes par les squences (100) et (1).
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rang n
1 0
A A A A
0 1 1 0 0 1 1 0 3
1 1 0 0 0 i
0 3 1 1 i 0 Points
0 1 1 0 0 1 1 0 periodiques

Fig. 1.33 { Arbre de localisation des points geriodiques

1.4.2 Les tresses

ous sommes maintenant en mesure de construire la projectiode toute orbite periodique sur le patron.
Ainsi l'orbite de periode 2 cocke par la :quence (10) de h cascade de doublements de periode peut étre
repesente par le nud de la gure 1.34:

Fig. 1.34 { a) N ud repesentatif de l'orbite de periode 2 codee par ( 10) et b) la tresse qui lui est assocee

Le treoeme d'Alexander [25] stipule que tout lien oriente peut &tre repesent par une tresse (braid). Une
tresse geonetrique est construite entre deux lignes horzontales avec une base de points periodiques relatifsa
une orbite de periode n. La repesentation d'un n ud par une tresse n'est pas uniqu e eta une tresse peuvent
etre assoces deux n uds dierents. En e et, l'invarian t de J. Alexander, une expression algebrique, ne permet
pas de distinguer caegoriquement deux nuds : deux nuds d ont les polyndbmes d'Alexander dierent sont
distincts, malheureusement, legalie des polyndmes dAlexander ne prouve pas que les n uds correspondants
sontequivalents.

Une tresse peut &tre decompose en une succession de gements de cordes. Cela permet une etude
algebrique par le groupe des tresses [21]. La base de pointkes deux lignes horizontales est nuneroee de
la gauche vers la droite. Une intersection entre deux cordepeut &tre ce nie par un ogerateur L : il repesente
le fait que la corde issue du®™ point de la base superieure est connecee au +1°™€ point de la base inkrieure
en passant par dessus la corde issue du+ 1™ point et connecke au i®™ point de la base inkrieure (g.
1.35.a). L'operateur inverse b ! est naturellement e ni par une intersection dans l'autre sens (g. 1.35.b).

Deux tresses sont equivalentes si elles peuvent étre ddites I'une de l'autre a l'aide des trois relations
suivantes [22] :

8
Ebt&:tah siji jj 2

E bbb = bbb (1.26)
. bq 1: |
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a) b) -1
i b
1 i i+l 1 i i+l

/ |
/ |

Fig. 1.35 { Operateur d'intersection : a) b, croisement droit et b) b *, croisement gauche

Un exemple de deux tressesequivalentes au n ud repesenatif de I'orbite de geriode 4 cocke par la £quence
(1011) de la cascade de doublements de periode est donre e 1.36. Nous laissons au lecteur le plaisir de la
cemonstration de leurequivalence.

a) b) c)
1 2 3 4 1 2 3 4

A\ b_l W b_l )
-1 -1
VAR )2
AR r\w 5
1 2 3 4 1 2 3 4

Fig. 1.36 { a) et b) : deux tressesequivalentes (orbite de eriode 4 de la cascade de doublements de eriode) et c) n ud
¢k ni par les tressesequivalentes

Par la suite, nous n'utiliserons pas cette algebre. Par soai de clare, nous choisissons de nurreroter les points
suivant leur ordre de visite par l'orbite periodique en choisissant le point le plusa l'exerieur de l'attracteur
commeetant le premier (voir chapitre 2). Nous pensons qu'dnsi il est plus ai®e de suivre le ceroulement d'une
orbite periodique. Chaque corde de la tresse relie 16*™¢ point periodique de la base superieure aui + 1m¢
point de la base inkrieure dans la nurrerotation choisie (g. 1.37). Suivant la theorie des tresses, au plus deux
cordes se croisenta la fois. Les tresses des orbites de pde 1a 16 sont repesentes gure 1.37.

1.4.3 Self-similarie du doublement de periode
Structure self-similaire

A n de cecrire le mecanisme du doublement de periode, nous avons do utiliser deux lettres symboliques 0 et
1 assoceesa une pseudo-lettre C. Ces trois symboles, psent uniquementa partir de la periode 4 (voir colonne
centrale du ecapitulatif encade page 45) ceterminent trois classes de cordes sur les tresses repesentativessde
cycles limites apparaissant successivement dans la caseade doublement de periode. Ces trois classes sont
arrangees relativement suivant |'organisation de l'application de premier retour (g. 1.38).

La classe 0, sitteea l'extemie gauche de l'applicati on de premier retour, est repesentative de la bande
0. Chaque corde de cette classe est releea la base inBeure sans intersection avec une autre corde de sa
classe. Tout point periodique de cette classe a pour ancéeé (de la gereration de la periode 4) un 0. La classe
1, sittee a I'extemie de la branche cecroissante de | 'application de premier retour est repesentative de la
bande 1. L'ensemble des points periodiques de la base sugieure appartenanta cette classe est relea la base
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1 9135 715113 412168 6 14102

J
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1 9135 715113 412168 6 14102

15734862

Fig. 1.37 { Tresses repesentatives des orbites de priode de 1a 16 de la cascade de doublements de periode : la tresse
de l'orbite de periode 4 est retrouvee au sein de celle de I'orbite de periode 16.
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x(i+1)

x(i)

Fig. 1.38 { Arrangement relatif des trois classes de points griodiqu es des cycles limites de la cascade de doublements
de periode.

inerieure de telle manere que l'ordre des points se trowe renverse. Ainsi, I'ensemble de cette classe des cordes
s'enroule sur lui-méme. Ces points periodiques ont pour acétre (de la gereration de la periode 4) un 1. La
dernere classe C, repesentative du voisinage du point citique et assocee aux migrations, est imbriguee entre
les deux premeres. Tout point periodique de cette classea un ancétre C (gereration de la periode 4). A elle
seule, cette classe peut etre cecrite en trois sous-class : une sous-classe 0, une 1 et ur@@! En e et, si nous
suivons levolution de la classeCa partir de la periode 4 ( g. 1.28) de gereration en gen eration, nous cegageons
successivement deux sous-classes, 1@t(periode 8), puisa nouveau trois sous-classes, 0, 1 e€ (periode 16).
En d'autres termes, la classeC donne,a elle seule, naissance aux trois types de comportent assocesa chaque
classe. C'est de cette propret que provient la structure self-similaire de la cascade de doublements de periode.
De ce fait la tresse repesentative de la class€ de l'orbite de periode 16 est identiquea la tresse compge de
l'orbite de periode 4.

Renormalisation

Il existe une autre nethode pour mettre enevidence la proprete de self-similarie : la renormalisation.

Cette technique est base sur letude de la quence symblique assoceea la trajectoire geriodique issue du
point critique. Cette £quence symbolique est appekeequence principale Tous les cyles limites issus du point
critique sont dits superstableqg23]. Lorsqu'il nat, le cycle limite de periode 1 de la caxade de doublements de
eriode est obtenu par ieration du point critique sur I'a pplication de premier retour. Nous avons choisi de le
coder par la pseudo-lettreC. A n d'obtenir la £quence du cycle limite superstable de griode 2", nous copions
deux fois lasquence principalede I'orbite superstable de griode 2 1, et, dans une des copies nous remplacons
la pseudo-lettre C par la lettre 0 ou 1 alternativement. Nous obtenons la suite & quence suivante :

g C 20
1C 2t
101C 22
1011101C 2

101110D101110C 24



1.5. CONCLUSION 47

al les lettres 1 et O cesignent les lles de la lettre C qui ne portent pas le nom de leur nere. Nous retrouvons
l'alternance des O et 1.

I. Procaccia, S. Thomae et C. Tresser [14] montrent que de noelles lettres, ou hyperlettres, peuvent
étre b nies. Etant donre que ces squences symboliqus designent des cycles limites issus d'une cascade de
doublement de periode, ils regroupent les lettres par blos de 2 et codent ces derniers en fonction de leur parie :
le bloc (10) est impair et estrenormali® par la lettre impaire 1, le bloc (11) pair, par la lettre paire 0 et le
pseudo-bloc (1C) par la pseudo-lettreC. Il esta noter que les blocs (00) ou (0C) n‘apparaissent pasau sein de
la cascade de doublements de periode. lls ont ainsi appliguune technique de renormalisation. Cette technique
est similairea celle appliqee aux blocs de spin dans le aatexte des groupes de renormalisation des ptenonenes
critiques [24].

Prenons par exemple, le cycle limite de eriode 16 coce pafta £quence

1011101010111Q2
Appliguons la transformation de renormalisation Tg suivante [14] :

8
< 10! 1
1C! C (1.27)
11! 0

a ce cycle limite, nous obtenons la £quence suivante :
101110C

qui corresponda la equence du cycle limite de periode 8.Reierons le processus et la £quence du cycle limite
de periode 4 est alors obtenue
101C

De cette manere, nous trouvons que la ssquence principa pesente pour toute valeur du paranetre de contrble
a, durant la cascade de doublement de periode, est invariarg sous la transformation de renormalisation.

Ceci signi e que les proprees topologiques du cycle limite de periode 4 sont identiquesa celles du cycle
limite de periode 16 oua celles de n'importe quelle autre priode 2". Il y a invariance dechelle de ces proprees.
Ceci est une autre manere de justi er I'existence d'une lo dechelle au sein de la cascade de doublements de
periode.

1.5 Conclusion

travers la cascade de doublements de periode, nous avonstinduit les principaux concepts de la ca-
A rackrisation dynamique d'un attracteur. Pecisons que la construction d'une dynamique symbolique permet
detablir une equivalence entre la topologie et la caracerisation du comportement dynamique du syseme. Au
cours de ce chapitre, l'attention aet poree sur l'int erét de la description topologique par l'intermediaire des
nombres de self-rotations.

Le concept de patron aegalementet introduit. Il nous re stea illustrer plus largement cette sctematisation
de l'attracteur par la caractrisation sysematique des attracteurs chaotiques gerees par le syseme de Resder
pour dierentes valeurs des paranetres de controle.

L'ordre du chaos va ainsi &tre mis enevidence et I'organiation des dierentes orbites periodiques de I'at-
tracteur codiee. Cetteetape sera un \eritable pas vers l'analyse d'un comportement dynamique aussi complexe
gue celui d'un attracteur chaotique.
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Chapitre 2

Le syseme de Rosssler

2.1 Introduction

I y a un secle, Henri Poincae remarque que la compehenson profonde d'un syseme dynamique est lee
Ia I'identi cation de ses orbites periodiques instables [1]. En 1963, Edward N. Lorenz propose son moctle
simplie de la convection [2]. L'axenement des ordinateurs lui permet d'inegrer son syseme et d'en visualiser
les trajectoires dans l'espace des etats. Depuis, des coropements chaotiques ontee deceks dans de nom-
breux sysemes dynamiques et I'extraction des orbites piodiques instables est devenue une ealie. Aussi la
caracerisation des attracteursetranges est devenue unenjeu important de la dynamique des sysemes.

Il existe actuellement deux approches principales pour coprendre le comportement chaotique d'un syseme
dynamique : l'approche netrique et l'approche topologique. L'approche netrique est base sur letude des
distances entre les points de l'attracteuretrange. Il estalors usuel de calculer les exposants de Lyapunov [3], les
dimensions [4], etc. En egle gererale, ces calculs regerent de grands ensembles de donrees, sont gourmands
en temps de calcul et sont peu ables devant la pesence de liit. L'approche topologique est plus ecente. Elle
est basee sur I'observation de deux mecanismes responshds de la ceation d'un attracteuretrange : letirement
et le repliement. Le ptenonrene detirement, qui impliqu e la divergence de trajectoires initialement proches
dans l'espace desetats, est responsable de la sensibdliaux conditions initiales. Le repliement, qui peserve
la trajectoire d'une ejection hors d'un domaine borre de I'espace desetats, est responsable du ptenonene de
ecurrence caraceristique du comportement chaotique. Ces deux necanismes organisent l'attracteur etrange
de manere unique autour du squelette d'orbites periodiques [5]. Cela signi e que si nous pouvons determiner
l'architecture des orbites periodiques, nous pouvons idati er les nmecanismes detirements et de repliements.
Cette identi cation est topologique et est donree par un ensemble d'entiers [6] qui est robuste face au bruit [7].

Cependant l'attracteur de Lorenz possede une synetrie axale, ce qui en complique singulerement la ca-
racerisation. Des 1976, O. E. Ressler pressent que ceté synetrie constitue un probeme. Aussi, soucieux de
simpli er letude des sysemes chaotiques, il cee un ruban cepourvu de synetrie et gererant un comporte-
ment chaotique analoguea celui obsene pour le syseme @& Lorenz. Il propose alors un syseme dequations
dierentielles [8] \eri ant ces proprees :

y= X+ ay (2.2)

L'attracteur chaotique geree par ce syseme est repr esente cepourvu de ses transitoires gure 2.1. Cet
attracteur obtenu pour les paranetres (a;b; 9 = (0:398 2; 4) est appek par O. E. Ressler lui-m&me ruban
simplement ple. Ce syseme pos®de deux points xes de coordonrees :
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Fig. 2.1 { Ruban simplement ple propos par O. E. Ressler : ( a;b;9=(0.398,2,4).

2

1=2
y = c (& 2a4<’:’tb (2.2)
c (& 4dab'?

2a

Les trajectoires sont organiges par ces deux points xesuaxquels peuvent étre assoces deux vortex ( g. 2.2).
Alors que lI'un, F de coordonrees K ;y ;z ), est au centre de l'attracteur et pilote la divergence en spale,
lautre, F. de coordonrees K. ;Y. ;Z:+), en est relativementeloigre et gouverne le repliement ce I'attracteur
sur lui méme (g. 2.2). Le point xe F. ¢ nit un plan ®parateur qui celimite le bassin d'attra ction. Toute
trajectoire en dea du plan contenant F. est asymptotiquement attiee vers l|'attracteur. Au contr aire, toute
trajectoire au deh de ce plan est irenediablementeje ceea I'in ni [9].

8
§ _c (> 4ab'=2

Z =

.- -

!

Fig. 2.2 { Structure des points xes du syseme de Ressler : au point F est assocee la divergence en spirale des
trajectoires et au point F. correspond le vortex qui con ne les trajectoires sur un attr acteur borre dans l'espace des

phases. Le plan contenant le point xe F. est assocea un plan £parateur du bassin d'attraction; au deh les trajectoires
divergenta l'in ni.

Ainsi, O. E. Ressler fut capable d'extraire les structures attractives asynetriques simples de l'attracteur de
Lorenz. Ce syseme autonome (ne cependant pas du temps) pssede seulement un terme non-lireaire, le produit
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des deux variablesx et z dans la troiseme equation. Consicerons tout d'abord le s deux premeresequations.
Nous supposons que est regligeable. Le sous-syseme

8
3 X= Y
> y=x + ay (@3)

pesente un point xe instable, c'esta dire que, dans le plan (x; y), les trajectoires s'eneloignent en spirale.
Cette divergence des trajectoires est le premier ingedist de I'action de nelange du chaos.
En fait, la divergence est contenue dans le sous-sysemertiaire dont les troisequations se esumenta :

8
%X_: y ¢z

y= X+ ay (2.4)
3

Zz=h cz

Dans ce cas, la divergence des trajectoires sera purement gitmplement continue : les trajectoires divergeront
a une distance in nie de l'origine. A n de con ner la diverg ence dans un attracteur ni, le terme non-lireaire
est requis. La constantec dans la troiseme equation du syseme (2.1) agit comme un seuil de transition au
repliement non-lireaire. Consicerons la troisemeeq uation seule ; quand la valeur dex est inkrieurea la constante
¢, le coe cient de z est regatif, et le sous-sysemez est stable, tendanta restituer za une valeur proche de

x o De quelque mangere, six devait exeder c, alors z apparatrait dans la troiseme equation multiple
par un facteur positif et la restitution peedente du sou s-syseme z divergerait. Choisir b sugerieura 0 assure

gue cette divergence sera dans la direction des positifs [9].

Une trajectoire en spirale se epand dans un plan proche et gralele au plan (x; y). Quand x devient
su samment grand, la trajectoire transite sur le sous-syseme z. Une fois z su samment grand, le terme z de
la premereequation entre en jeu et x devient grand et regatif, renvoyant la trajectoire sur des x plus faibles.
Finalement x decroit sous c, la variable z s'e ace d'elle-m&me et la trajectoire se retrouve une nouglle fois dans
le plan (x; y). Par la einjection des z dans lequation X, les trajectoires sont nelangees et eineees repliees
sur elles-mémes, pes de l'origine ai elles commencentne nouvelle spirale.

Un tel syseme a une richesse de comportement insoupcorge. Ainsi, sous des variations des paranetres
de controle, le comportement asymptotique du syseme de Bssler peut &tre un cycle limite ou un attracteur
etrange plus ou moins complexe. Ce syseme permita O. E. Rssler de moctliser des sysemes chimiques. De
tels sysemes sont souvent gouverres par des eactions plusieurs especes dont les dierentesechelles de temp
peuvent setaler sur plusieurs ordres de grandeur. Ces mtiblesechelles de temps esultent de varees "lentes”
dans l'espace desetats ai les trajectoires sont asymptaguement con rees. En 1976, O. E. Ressler [24] suggere
une interpetation intuitive du chaos chimique.

Son approche voit le ot comme une varee plisee continuement einjecee au voisinage d'un point xe
instable. Il suppose que la dynamique s'inscrit sur une sugfce (un ruban). Dans des cas tes particuliers, la
trajectoire peut étre einjecee exactement sur le point xe instable. Nous sommes alors en pesence d'une
trajectoire homocline : ces trajectoires serontetudees au cours de ce chapitre. Nous avons vu que la route vers
le chaos de ce sysemeetait le senario de doublements dgeriode [10] (chapitre 1). Nous nous proposons main-
tenant detudier et de caractriser les dierents attra cteurs apparaissant sur la ligne de l'espace des paranetse
e nie par ( a; b; g = (variable ; 2; 4). Pour cela, les applications de premier retour et les patns seront largement
utilies a n de tirer parti de la puissance de la caraceri sation topologique.

2.2 Le ruban simplement ple

e ruban simplement ple propos par O. E. Ressler correspnda la con guration topologique la plus simple
que peut adopter un attracteur etrange. La partition gen eratrice de cet attracteur, base sur une divi-
sion de l'attracteur en bandes aux caraceristiques bien dstinctes, ce nit deux egions de l'espace des phases
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sur lesquelles est construite une dynamique symbolique. @e partition est obtenue a l'aide d'une applica-
tion de premier retour. Chaque egion sera alors caraceliee par ses proprees topologiques. En n le patron,
repesentation syntretique de l'attracteur, sera dres< : il regroupe toutes les proprees topologiques du ruban
simplement ple. Au cours de cette section, nous cetaillerons I'ensemble de cette proedure.

2.2.1 Partition du ruban

ealement, une application de Poincae se ck nit au vois inage d'une orbite eriodique d'un ot (t) plonge
dans R" geree par un champ de vecteurs non-lireaire f. Une section R" d'intersection locale, de
dimensionn 1, constitue une hypersurface qui est telle que le ot lui sditoujours transverse. Ceci est eali®e
par la condition f (x):n(x) 6 0 pour tout x 2 , a1 n( x) est le vecteur unitaire normala en x [11].
Nurreriquement, un plan de Poincae est & ni approximat ivement perpendiculaire au ot ;. Suivant letude
eali®e au chapitre peedent, nous choisissons le phn contenant le point xe central F et de coordonree
X = X . La section est alors constitiee par I'ensembleP, de ni par

Pv= (%y;z) 2R%x =X ; 7@0%2(/;2) >0

La section de Poincae P, est tes proche d'une courbe : nous sommes alors assue de application de
premier retour permettant une caracerisation ai®ee (cf. Chapitre peedent). L'application de premier retour
de I'ensemblePy a lui-méme est repesenee gure 2.3. Elle est constituee de deux branches monotones (une
croissante et une cecroissante) £paees par un point citique y. e nissant une partition de l'attracteur.

(2.5)
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Fig. 2.3 { Application de premier retour du syseme de Ressler comma nce par les paranetres (a,b,c)=(0.398,2,4) :
10000 intersections sont utiliees.

Les orbites periodiques sont ensuite extraites selon la mthode propose par P. Dutertre [12] et cockesa
l'aide de la dynamique symbolique suivante :

0 si <y<y ¢

1 s yooy< (2.6)

al Yo = 3:16. La population d'orbites periodiques obtenue par cette methode est reporee dans le tableau
2.1. Seules les coordonrees ey et z sont donrees : la coordonree enx etant toujoursegalea x (la recherche
s'e ectue dans la sectionPy ). Aucune orbite de periodes 3 et 5 n'existe sur cet attracteur. La population d'orbites

periodiques ne contient pas toutes celles qui sont pedies par la dynamique symbolique a deux lettres : une
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Tab. 2.1 { Population d'orbites eriodiques instables de l'attract eur de Ressler commande par les paranetres
(a; b;9=(0.398,2,4) : la dynamique symbolique estelagLee.

periode nombre coordonree eny  coordonree en z fquence apparition
1 1 -4.148665907291 0.44743511462048 1 2
2 1 -4.757900179076 0.43840525763401 10 3
3 0
4 1 -4.867629361328 0.43685912910178 1011 4
5 0
6 2 -4.893207155971 0.43650196233631 101110 8
-4.914197837948 0.43620980341205 101111 9
7 2 -4.954528205095 0.43565076704650 1011111 22
-4,959770874100 0.43557833793546 1011110 23
8 3 -4.880931247623 0.43667325436417 10111010 5
-4,925799138129 0.43604871078425 10111110 12
-4.930881101238 0.43597816883070 10111111 13
9 2 -4,943499657450 0.43580335504635 101111111 18
-4.945708632394 0.43577278795197 101111110 19
10 6 -4.886014660115 0.43660229973155 1011101010 6
-4.890946767980 0.43653350122251 1011101011 7
-4.917815058716 0.43615953781556 1011111011 10
-4.920740433280 0.43611894030591 1011111010 11
-4.934938607072 0.43592196596709 1011111110 14
-4.936361786918 0.43590224095316 1011111111 15
11 6 -4.940283891133 0.43584789433782 10111111111 16
-4.941015503920 0.43583775343167 10111111110 17
-4.949090890896 0.43572594357792 10111111010 20
-4.950131608269 0.43571159664825 10111111011 21
-4.965679272113 0.43549673946805 10111101011 24
-4.966405948723 0.43548672078189 10111101010 25

telle population est diteelagiee [13]. Cette partition est gereratrice dans la mesure ai chaque orbite est cocee
par une fquence qui lui est propre.
Certaines quences (telles que 00) ne sont pas pesentefans le tableau 2.1. Cette ssquence n'apparat
gu'avec l'orbite de periode 3 codee par la :quence symbbque (100) [12]. Rappelons qu'il existe un tteoeme
egissant I'ordre d'apparition des premeres orbites d'une geriode p. Ce theoeme est dda Sarkovskii ([15] et
[16]) et senonce comme suit :

Treoeme 2

Consicerons la quence de tous les entiers positifs suants :

cil 2N @20+ 1) 1 2K (2l

1/ 2/ 4/8/:

sl 251+ 1) 1 2%l

il 220+1) 1 2(2

sl @+1) 7 (2

] 2% KL

1)/::1 257 2%3/

1)/ 251 223/
1)/::1 5/ 3

1)/ 257 2413/
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Si une application continue d'un intervalle sur lui-méme pssde un point de geriode p, alors cette application
a au moins un point de periode g \eri ant le classement q/p.

Ce treoeme nous con rme que les periodes 3 et 5 sont les dmeresa apparatre (elles sont absentes de la
population du ruban simplement ple). Ce treoeme, s'il pedit I'ordre d'apparition des orbites par leur periode ,
ne renseigne pas sur les quences symboliques de ces @®jtni sur leur ordre d'apparition respectif pour une
periode donree. Ceci est ealie par la theorie de la dy namique symbolique. Cette treorie est base sur l'ordre
naturel

0 C 1 2.7)

al le symbole signi e "quelque chose" comme peede et C est le point critique sparant les deux branches
monotones. Nous rappelons que la premere orbite periodjuea apparatre au sein de la cascade de doublements
de reriode est le cycle limite de periode 1 cock par la quence (1). Dans le cas du syseme de Ressler, I'orbite
(0) est en fait assocee avec le point xe centralF . Elle existe donc toujours : elle est la premerea apparatre,
avant méme la cascade de doublements de periode. Toutefsj elle n'est contenue au sein de l'attracteur que
pour des vecteurs de I'espace des paranetres tes partidiers. Nous en verrons un exemple dans la section
suivante. Au sein du syseme de Ressler, la lettre 0 est assceea la branche monotone croissante qui peserve
l'orientation des points periodiques (cf. chapitre 1), et la lettre 1a la branche monotone cecroissante qui inverse
l'orientation. De ce fait, une parie peut etre introduit e : la lettre O est paire et la lettre 1 est impaire (deux
inversions successives peservent I'ordre des points piodiques). Ainsi, une squence symboliquéV possde une
parie. W est paire (impaire) si elle est constittee d'un nombre pair (impair) de 1.

Une orbite periodique est donc decrite par la egetitio n d'une quence symbolique (ou mot)W. Lorsqu'une
fquence symboligueW sera assoceea une orbite periodique, elle sera noee (V). Chaque orbite de geriode p
peut se cecomposer dans une section de Poincae ep points geriodiques. Nous choisissons de coder ces points
periodiques par des permutations circulairesW; (pour i 2 [1;p]) du mot W. La premere lettre est assocee au
point geriodique consicee et les suivantes au futur de ce point sur (p 1) evolutions.

Par exemple, l'orbite de periode 4 cocke par la :quence {011) est repesente par 4 points periodiques
cocks respectivement par les quences 1011 0111! 1110! 1101. Nous pouvons ceterminer 'ordre naturel
des motsW;, a l'aide des egles suivantes [17] :

Soient deux £quences symbolique®V; et W, qui ont une partie communeW commercant ces
deux mots. Les deux squencedV; et W, sécrivent ainsi sous la forme :
Wi=W 1 5
W,=W 1,
al et ; repesentent les lettres respectives des mot§V; et W,. Nous avonsevidemment 1 6 ;.
L'ordre naturel de ces deux mots est :

(2.8)

W; W, siW estpairet ; 1

W, W; siW estimpairet ; i (2.9)

Lesp points periodiques W; d'une orbite de periode p seront nuneroes suivant I'ordre naturel comme suit :
Wiy W, i W,

Pour le syseme de Ressler, le mot repesentant I'orbite periodique sera conventionnellement celui assoce au
point eriodiquea I'extemit exerieure de l'attra  cteur. Ce choix est guide par le fait que ce point correspond
au premier iee du point critique lorsque l'orbite appar &t au sein de l'application de premier retour (c'esta dire
de l'attracteur). Ce point geriodique est celui qui pilote I'apparition de l'orbite sur l'attracteur, car, parmi les
points periodiques W; d'une orbite (W) donree, il est le dernier suivant I'ordre naturel. Une orbite periodique
n‘apparaissant que lorsque tous ses points eriodiques sbautorises, I'ordre d'apparition des orbites periodiq ues
se cetermine par l'ordre des points W, au sein de l'ordre naturel.

Le lecteur pourra \eri er que les orbites du tableau 2.1 sort classes par ordre d'apparition pour une periode
donree. Ceci peut etre \erie rapidement par consultat ion de la coordonrees ery (ou en z) : au fur eta mesure
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gue l'attracteur se ceveloppe, la section de Poincae crét vers les coordonrees regatives ; aussi, classer lesloites
periodiques par coordonrees decroissantes revienta kbs classer par ordre d'apparition sur l'attracteur.

Lorsqu'une augmentation du paranetre a est appligLee, la population d'orbites periodiques va cro'tre jusqua
rendre la dynamique symbolique compkte, c'esta dire quepour une certaine valeur dea toutes les orbites
periodiques pedites par la dynamique symbolique binaire seront pesentes sur l'attracteur.

2.2.2 Extraction du patron
Les bandes

La partition gereratrice (2.6) permet de cegager deux ba ndes aux caraceristiques bien distinctes. Ces bandes
sont mises enevidence par l'inegration de conditions initiales dans la section de PoincaePy en respectant la
partition (2.6). Elles sont repesenees gure 2.4. La bande 0 se dceveloppe autour du point xe central F
elle ne subit aucune torsion locale; elle est assocee awedeloppement en spirale des trajectoires. La bande 1
subit I'in uence du vortex assoce au point xe exerieur F. qui lui impose une torsion locale de  : c'est
a elle qu'est assoce le repliement des trajectoires sur kes-mémes. Ainsia chacune de ces bandes correspond
un ingedient bien speci que de I'action de nelange du ch aos : la bande 0 e ectue letirement et la bande 1 le

repliement.
a) b)
P

Fig. 2.4 { Decomposition en deux bandes du syseme de Ressler commanck par les paranetres (a,b,c)=(0.398,2,4) : a)
la bande 0 assoceea letirement et b) la bande 1 au replie ment. La rotation imposea la bande 1 est mise enevidence
par la distinction de ses deux faces par des gris dierents.

Etant donre que chaque bande ¢t nit le domaine d'une lettr e de la dynamique symbolique, une et une seule
orbite de periode 1 est contenue dans chaque bande. Notonsug I'orbite periodique (0) n'existe pas physiquement
au sein de l'attracteur : en e et, la bande 0 developpant les trajectoires en spirale autour du point xe F
l'orbite (0) ne peut étre pesente qu'au niveau du point x eF lui-méme (aucune autre ecurrence n'est possible
sur une spirale divergente). Le ruban simplement ple, pace qu'il ne setend pas jusqu'au point xe central F
ne peut donc contenir I'orbite (0). Par contre, I'orbite pe riodique (1) est toujours pesente car elle est la premere
orbite eriodiquea apparatre : elle est issue du cycle Imite originel de la cascade de doublements de periode
(voir chapitre 1). Sur la gure 2.4 aucune liaison n'apparat entre les deux bandes. Nous avons maintenant tous
lesekments pour dresser le patron.

La matrice du patron

Une projection sur le planxy du ruban simplement ple ( g. 2.5.a) permet une constructi on directe du patron
(g. 2.5.b). Ce patron n'est pas en accord avec la conventiorstandard d'insertion proposee par P. Melvin et N.
B. Tu llaro [18]. En e et, les bandes sont colees du dessots vers le dessus et de la droite vers la gauche alors
gu'elles devraient étre colees du dessous vers le dessasde la gauche vers la droite. De manerea obtenir un
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patron equivalent respectant la convention standard d'insertion, une permutation entre les bandes 0 et 1 est
introduite (g. 2.5.c) [18].

La convention standard d'insertion introduite, le patron, repesentation syntretique d'un attracteuretrange,
se ke nit par une matrice caree n  n al n est le nombre de branches monotones de l'application de prder
retour. Lesebments diagonaux M (i; i) repesentent la torsion locale de chaque bande (ou de magrieequivalente
la torsion de I'espace tangent autour de I'orbite de periode 1 assoceea la bande consictee); leseements non-
diagonaux M (i;j ) sont & nis comme etantegauxa la somme des intersecti ons orienees entre lai®™ et la
j €™¢ bande [18]. Du point de vue algebrique, les bandes sont ordoees suivant I'ordre naturel, soit 0! 1.

Dans le cas du ruban simplement ple de Ressler, la matriceM ros, assocee au patron est de la forme :

M ros, = 01 1 (2.10)
Sur la gure 2.5 nous avons pris la convention d'ordonner lesandes du centre vers I'exerieur de I'attracteur.
Comme c'est le cas sur le portrait de phase. Parce que le graptde ruban aet pla®@ sur la partie gauche du
patron (pour une meilleure comparaison entre le patron et lattracteur), I'ordre des bandes se trouve inverse sur
celui-ci : cette repesentation n'est pas en contradictiin avec les conventions algebriques choisies.

° b) c) = =

il

< equivalence =

Fig. 2.5 { a) Projection sur le plan xy du ruban simplement ple. b) Pat ron obtenu directementa partir de la projec-
tion : la convention d'insertion est dierente de la conven tion standard. c) Patronequivalent au pe®dent respec tant la
convention standard d'insertion.

Le patron est alors \erie par comparaison des nombres de laisons pedits par construction des orbites sur le
patrona ceux compes sur une projection des orbites periodiques. Auparavant nous cevelopperons une relation
algebrique gererale permettant d'extraire les nombres de liaisonsa partir de la dynamique symbolique et de la
matrice du patron.

Nombres de liaisons

La connaissance du nombre de liaisons des orbites est regaipour la \eri cation compkte du patron.
Rappelons que ce nombré (N;; N;) estegala la demi-somme des intersections orienees ds orbites N; et N;
sur une projection plane [19]. Le nombre de liaisons peut & obtenu directementa partir de la dynamique
symbolique et de la matrice du patron. Pour cela, nous allonextraire les dierentes contributions du graphe
de ruban aux nombres de liaisons.

Soient deux orbites quelconquedN; et N, de periode respectivep; et p,. Les quences sym-
boliqgues de ces orbites sont respectivement ¢; »;::i; p,) et (1; 2;: p,) @ les et les |
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repesentent les lettres de la dynamique symbolique. Soi deux bandes By et B, assocees res-
pectivementa deux lettres k et | de la dynamique symbolique. Chaque bande a une torsion loaal
respectivementegalea M (k; k) et M (I;1) et elles pesentent M (k; 1) intersections sur une projection
plane du graphe de ruban.

Le nombre de liaisonL (N1;N>) est la demi-somme des intersections orienees issues deots
contributions respectivement dues aux torsions locales debandes, aux intersections orienees des
bandes et aux intersections des trajectoires lees au re@ment au niveau du graphe d'insertion :

{ Torsion locale : Supposons qu'il existe un entieri 2 [1;p;] et un entier j 2 [1; p2] tels que

i = j = k, alors les orbitesN; et N> pesentent M (k; k) croisements dus au couple (;; ;)
sur une projection plane de la bandeBy.

{ Croisement des bandes : Supposons qu'il existe un entieri 2 [1;p;1] et un entier j 2 [1; p2]
telsque ; = ket ; = |. Par conequent, lorsque les orbitesN; et N, traversent respectivement
les bandesBy et By, elles pesentent M (k;1) croisements assoces au couple (; j) sur une
projection plane du graphe de ruban (graphe d'insertion extu).

{ Graphe d'insertion : Les intersections orientes entre les deux orbite®N; et N, au niveau du
graphe d'insertion peuvent étre cenombeesa l'aide de la construction d'une tresse d'insertion.
Pour cela, la localisation relative des points periodiques assoces respectivement aux orbites
N; et N, doit &tre ealise :a chaque point periodique des orbi tesN; et N, nous pouvons asso-
cier une equence symbolique respective equivalente papermutation circulairea la £quence
(15 2555 po)et (1 2:: p,). Ainsi au i®™ point geriodique de l'orbite N, correspond la
fquence (i; i+1;:5 poy 1:505 i 1). Les points geriodiques sont alors classes suivant I'odre
naturela l'aide de leur quence symbolique respective.La connaissance de l'ordre naturel
permet la construction de la base inkrieure de la tresse. & base superieure est earrangee de
mangerea tenir compte des inversions does aux torsionsdcales et aux intersections des bandes.
Deux egles sont alors cegagees [20] :

Regle 1 : Si M (k;k) est impair alors tous les points geriodiques( i; i+1;:5 pys 100 i 1) et
(i j+1505 poy 1y 1) tels que § = ;j = k sont eecrits sur la base superieure dans l'ordre
inverse de celui de la base in&rieure.

Cette egle traduit I'inversion de Il'ordre relatif des poi nts periodiques au sein d'une bande de
torsion locale impaire (gure 2.6.a).

Regle 2 : Soient la suite S constitiee des points geriodiques ( i; i+1; 5 poy 1505 1) et
(i j+1555 poy 13 1) telsque ; = ket j = k respectivement pouri 2 [1;pi] etj 2 [1;po] et la
suite §; constitiee des points geriodiques( i; i+1;:55 po 1 ih i 1) €L( G jHraih pr 1N 1)
tels que ; = | et ; = | respectivement pouri 2 [1;p1] etj 2 [1;p.] aveck 6 I. Si la somme des

intersections orienees M (k;1) entre les bandesBy et B, est impaire alors les suitesSy et S; sont
permutes lors de la eecriture sur la base superieure.

Cette seconde egle traduit la permutation en bloc de l'ordre relatif des points periodiques ap-
partenanta deux bandes dont la somme des intersections oenees est impaire.

La tresse est alors achewe en reliant respectivement lesyints periodiques ( i; i+1;:5 pos 1355 0 1)
et( j; j+1555 ppy 105 1) auxpoints (isa; a2 515 ps 135 i) €t(jans a2 i gy 15 ).
Le nombre Nj,s d'intersections orienees au sein du graphe d'insertion et alors obtenu par comp-
tage des intersections sur la tresse ainsi obtenue. Peais que la convention standard d'insertion
implique au nombre Ni,s d'&tre toujours positif : en e et, tous les croisements som positifs au niveau
du graphe d'insertion. Le nombre de liaisons est alors de laofme :

2 3
1 R OR2
L(N1;iNo) = 54 M(i;j) + Nins (N3;N2)° (2.11)
i=1 j=1
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A B A B C D
Fig. 2.6 { lllustration des deux egles de construction de la tresse d'insertion. a) Premere egle : inversion de I'ordre

relatif des points periodiques au sein d'une bande de torsion locale impaire. b) Seconde egle : permutation en bloc des
points periodiques appartenanta deux bandes dont la somm e des intersections orienees est impaire.

Cette relation peut &tre \eriee sur les orbites (1011) et (1) du ruban simplement ple. Le nombre de lisaisons
L (1011 1) pedit par la relation (2.11) estegala :

L(101% 1)

2I3M (D) + M(L0) + Nigs (10137)]
(2.12)
= %[ 3 1+0]= 2

al Nijs (1011 1) = 0 est obtenu gracea la localisation des dierents poi nts geriodiques en jeu (il peut &tre \erie
sur le graphe d'insertion du patron qui ne pesente aucune mtersection entre les orbites (1011) et (1) ( g. 2.7)).
Ce nombre de liaisons est retrouve sur une projection dansd plan xy des orbites (1011) et (1) (la determination
du signe du croisement se fait par inspection de la troisene coordonree). La relation aee \eriee sur un grand
nombre d'orbites periodiques [20]. b)

4 2 0 +2 +4 +6

Fig. 2.7 { a) Projection des orbites (1011) et (1) et b) leur constructi on sur le patron : L(1011;1) = %( 4H= 2.
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Dire que le nombre de liaisond_ (1011, 1) estegala 2 signi e que l'orbite periodique (1011) est lee deux
foisa l'orbite (1), c'esta dire que I'orbite (1011) fait d eux tours autour de I'orbite (1) (g. 2.8).

Fig. 2.8 { Orbite (1011) et (1) deux fois lees

Nombre de auto-liaisons

Il aee vu au chapitre peedent que le nombre de auto-li aisons d'une orbite periodique est assoce au
nombre de demi-tours orienes de I'espace tangent autour d cette orbite. L'unique orbite de periode 1 contenue
dans une bande donree possde un espace tangent qui, par miinuie, pesente un nombre de torsions locales
egala celui de la bande qui le contient. Aussi, le nombre deauto-liaisons des orbites de periode 1 peut étre
directement cetermire a partir des bandes auxquelles elles sont assocees. Ceci s'awere tes pratique dans la
mesure al l'orbite periodique (0) est rarement pesente sur l'attracteur (voir Section 2.3).

Sinon, le nombre de auto-liaisons peut étre pedit direciementa partir de la dynamique symbolique lorsque
la matrice du patron est connuea l'aide de la relation (2.11). Ainsi cette relation devient dans le cas d'une
auto-liaison :

2 3

1, R X
L(Ng;Np) = 54 M( i; )+ Nins(N1;Ng)S (2.13)
i=1 j=1

@ Nins (N1;N1) = 2Njns (N1), le nombre Njns (N1) etant ce ni comme la somme des intersections au niveau
du graphe d'insertion de l'orbite N1 avec elle-méme (ce nombre s'obtient suivant les m&me dgs que pour
Nins (N1;N2) lorsque N1 6 N»).

A titre d'application, ceci peut &tre \erie sur l'orbit e (1011). Suivant la relation (2.13), le nombre de
auto-liaisons L (1011; 1011) estegala :

L(101%1011) = %[ OM (1;1) + 6M(1;0) + M(0;0) + Nins (1011;1011)]

(2.14)

1 13
== +0 + = -
5L 9 6+0+2] >

Ce nombre est \erie sur une projection dans le plan xy par ccnombrement des intersections orienees entre
cette orbite et une trajectoire voisine qui simule son espaetangent (g. 2.9).

Cette relation aet \eriee sur un grand nombre d'orbit es periodiques cocees sur des dynamiques symbo-
liques jusqua six lettres [20].
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— 10l

-~ -~ espacetangent

Fig. 2.9 { Orbite (1011) et une trajectoire simulant son espace tangent : la demi-somme des intersection orienees est
egalea -13/2.

2.3 Dynamique symboliqgue compéte

orsque la dynamique symbolique est compete, le syseme @ Ressler o re la particularie de pesenter une

trajectoire homocline, c'esta dire une trajectoire qui quitte le point xe par sa direction instable et y revient
par sa direction stable. Nous allons mettre enevidence lele particulier que joue cette orbite periodique dans
le processus de ceation des orbites periodiques.

2.3.1 Population d'orbites geriodiques

our les paranetres de controle @; b; g = (0 :43295 2; 4) la dynamique symbolique binaire est dite compkte

[13], c'esta dire qua toute quence symbolique pedite est assocee une orbite periodique physique sur
l'attracteur. L'application de premier retour est alors synetrique ( g. 2.10) et la branche croissante jouxte la
premere bissectrice. L'orbite periodique de ssquence(0) est alors pesente sur l'attracteur : pecisons que suvant
I'ordre d'apparition pedit par la dynamique symbolique, I'orbite (0) est la premere apparatre. Elle peut aussi
etre vue comme une suite in nie de 0. Elle ne devient partie megrante de l'attracteur qu'apes l'apparition de
la ®quence in nie

S; =10°

Cette trajectoire de periode in nie est une trajectoire homocline ([21], [22] et [23]), c'esta dire qu'elle
corresponda une trajectoire seloignant en spirale du pant xe central F par sa varet instable et y revenant
par sa varee stable (g. 2.11). L'orbite periodique (0 ) est en fait confondue avec le point xe central.

Suivant I'application de premier retour (2.10), la partiti on gereratrice de l'attracteur est ce nie par :

0 si y<yc

1 g vy (2.15)

aly. 304

La population d'orbites geriodiques est alors extraite de l'attracteur par la nethode de P. Dutertre [12]
et est cockea l'aide de la dynamique symbolique. Pour cete valeur de l'espace des paranetres, la population
d'orbites periodiques instables est compkte (tableau 22).
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A
| ;) 3 :

-5
y(@)

-6
Fig. 2.10 { Application de premier retour de la section de Poincae Px a elle méme : la branche monotone croissante
jouxte la premere bissectrice attestant la pesence de | ‘orbite periodique cocee par la £quence (0).

Fig. 2.11 { Exemple de trajectoire homocline : orbite (1000000) de periode7 quittant le voisinage du point xe central
F par sa varee instable et y revenant par sa varet stab
distincte de I'orbite homocline de periode in nie decrit

le. Nuneriquement, cette orhite de periode 7 est tes peu
e par la £quence symbolique in nie (101 ).
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Tab. 2.2 { Population d'orbites eriodiques instables de l'attract eur de Ressler commande par les paranetres

(a,b,c)=(0.43295,2,4) : la dynamique symbolique est compkte.

CHAPITRE 2. LE SYST EME DE ROSSLER

periode nombre coordonree eny  coordonree enz  fquence
1 2 -0.530456290000 0.53045629000000 0
-4.115757705900 0.45006024262049 1
2 1 -4.731571342125 0.44081046289203 10
3 2 -4,908805650988 0.43829295983967 101
-5.042458337013 0.43643380310328 100
4 3 -4.819662437324 0.43955162580879 1011
-5.152125820199 0.43493266786728 1001
-5.183231937739 0.43451073749300 1000
5 6 -4.855746771271 0.43904028354789 10111
-4.888468772754 0.43857877608183 10110
-5.080612881325 0.43590910561455 10010
-5.100736927040 0.43563340657720 10011
-5.235721022898 0.43380268888431 10001
-5.243108090066 0.43370346505366 10000
6 9 -4.824215349211 0.43948695704115 101110
-4.839555141632 0.43926944450310 101111
-5.055375761491 0.43625588155301 100101
-5.122468398361 0.43533650258864 100111
-5.130050431629 0.43523310671299 100110
-5.207375386600 0.43418447195665 100010
-5.212117377374 0.43412053730209 100011
-5.265873481291 0.43339810322327 100001
-5.267648063678 0.43337439261392 100000
7 18 -4.846513685816 0.43917088976719 1011111
-4.852986948175 0.43907933011027 1011110
-4.892481191915 0.43852230082008 1011010
-4.899533634423 0.43842315405139 1011011
-5.066612619247 0.43610133082427 1001011
-5.071463450907 0.43603469441947 1001010
-5.109337358348 0.43551580292575 1001110
-5.112872443963 0.43546746581787 1001111
-5.141423476725 0.43507821416674 1001101
-5.145385385567 0.43502430470592 1001100
-5.192206424594 0.43438937673591 1000100
-5.195240060406 0.43434836952540 1000101
-5.222349452332 0.43398262242142 1000111
-5.224145003227 0.43395847132515 1000110
-5.254756051727 0.43354710657729 1000010
-5.255888718979 0.43353189630283 1000011
-5.277064157756 0.43324840145249 1000001
-5.277498154345 0.43324257578467 1000000
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2.3.2 Les travaux de Sil'nikov

u sein du tableau 2.2, nous pouvons remarquer des quencds la forme (10'). Les orbites de periode
A relativementelewee qui sont assoceesa ces £quencg ont une con guration tes particulere dans l'espace
des phases : elles quittent le voisinage du point xe= par sa varee instable et y retournent par sa varee
stable. Ce sont les orbiteshomoclines Henri Poincae quali e les objets homoclines comme etart doublement
asymptotiques, c'esta dire que la propree de convergence asymptotique est \erieea la fois dans le pass et
dans le futur. De telles orbites jouent un r6le important dans les sysemes chimiques [25].

Les travaux de L. P. Sil'nikov [26] fournissent un support theoriquea letude des objets homoclines. L. P.
Sil'nikov cetermine les conditions d'existence d'une tele trajectoire. Ainsi, dans un espace tridimensionnel, dex
types d'orbites homoclines peuvent exister suivant la dimasion des vareges invariantes du point selle. Lorsque
la varee stable W est unidimensionnelle la varet instable W, est bidimensionnelle etvice-versa La gure
2.12 repesente ces deux types d'orbites homoclines, pouesquelles les valeurs propres du point selle sont :

< ( ; i) pour ,
(2.16)
(; i) pour g
a) Cé_
Vg
\\
W
<
rEiw SrEw

Fig. 2.12 { Orbites homoclines biasymptotiquesa un point selle dans un espace tridimensionnel : a) , decrit une
spirale divergente alors que b) , decrit une spirale convergente (et > 0).

Dans le cas de l'orbite ,, la trajectoire homocline quitte le point selle par une spirale plane divergente et
+

est einjecee au voisinage du point selle par la varete stable. Pour une orbite , la trajectoire quitte le point
selle par la direction instable et y retourne par une spiraleplane convergente.
L. P. Sil'nikov propose le treroeme suivant :

Tleoeme 3  Lorsque = — < 1, alors chaque voisinage de ¢ contient un ensemble cenhombrable de solutions
feriodiques instables du type hyperbolique.

Nous allons maintenantetudier la population d'orbites p eriodiques instables au voisinage de la trajectoire
homocline .

2.3.3 Trajectoire homocline

e syseme de Ressler se construit autour du point xe central F  de coordonrees K ;y ;z ). Letude de la
L stabilie de ce point se ealise par l'intermediaire d'u ne lirearisation du champ de vecteur en son voisinage.
Le jacobienJg est alors :
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0 1 1
1 a 0 5 (2.17)
z 0 x c

2
\]F =4

Les valeurs propres sont donrees par les racines du polynée caraceristique :
S+(a+x o ?+(ac ax 1 z) +x <c+az =0 (2.18)
A l'aide d'un logiciel de calcul symbolique, les racines sdrextraites et ont pour valeurs nuneriques :

3:6336063
0:1481087 i 0:975955

1
2;3

(2.19)

lorsque (@;b; 9 = (0:432952; 4). L'orbite homocline est donc du type . Le rapport est inkrieura 1. La
valeur du paranetre de contréle a,  0:43295 corresponda I'existence d'une orbite homocline degpiode in nie.
En e et, suivant la dynamique symbolique, la dernere orbitea apparatre est I'orbite homocline ( de $quence
symbolique in nie (10"). L'apparition de cette orbite de periode in nie concid e avec l'incorporation du point
xe F ausein de l'attracteur. La valeur ay,, assoceea cetevenement, correspond donca la valeurdu paranetre
a a la branche monotone croissante de I'application de prerer retour jouxte la bissectrice.

Lorsque le paranetre de contréle a est au voisinage dea,, mais dierent de ay, la population d'orbites
periodiques est nie [23]. Par contre, lorsque a = ay il existe une in nie cenombrable d'orbites periodique s.
L'orbite homocline , de periode in nie qui existe alors est appeke orbite homccline principale [23]. L'attracteur
contient alors toutes les orbites periodiques issues de @gue squence in nie de doublement de periode d'une
orbite du type (10").

D'apes uneetude nurnerique, nous schematisons le diagamme de bifurcation des orbites periodiques appa-
raissant suivant une variation de a peedant la valeur a,. Auparavant quelques esultats issus de la treorie de
la dynamique symbolique doivent étre rappeks. L'ordre dapparition des orbites periodiques est obtenu suivant
le protocole ceveloppe section 2.2.1 et est donre ci-desous :

(101)
(100)

(100 101)

(100 101 100 100)

(1001)

(1000)

(1000 1001)

(1000 1001 1000 1000)

Chacun pourra \eri era l'aide de l'ordre naturel qu'aucu ne orbite periodique n'appara entre les orbites
ciees.

Pour la valeur ay, rappelons que la dernere orbite apparue sur l'attracteur est cocee par la squence (0).
Elle suit I'orbite homocline principale  cocdee par la squence (10). La dynamique symbolique binaire est
alors compkte.

Lorsque a exede ap, la ceation d'une nouvelle orbite periodique ne peut se ealiser qu'avec I'apparition
d'une nouvelle lettre, c'esta dire |'apparition d'une nou velle branche monotone sur l'application de premier
retour, cocke par la lettre 2. L'ordre naturel peut secri re sous la forme

F 0 C 1 C 2

al C; et C, sont les deux points critiques de I'application de premier etoura trois branches monotones (voir
section suivante) et F le point xe inerieur. Le point xe est introduit dans cet o rdre naturel uniguement
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pour clari er ce qui suit. P. Glendinning et C. Sparrow [23] montrent qu'unelagage des orbites geriodiques est
provoqte par la disparition de l'orbite , lorsque a exede an. Alors que la ceation des orbites periodiques se
fait par la branche monotone cecroissante, c'esta dire pa I'exerieur de l'attracteur, lelagage se ealise par le
voisinage du point selleF . Ainsi de manerea pedire I'ordre de lelagagea l'ai de de la dynamique symbolique
nous devons maintenant consicerer la ssquence assoceau point periodique le plus proche du point selleF .
Ainsi la vie d'une orbite periodique donree est leea la position, dans 'ordre naturel, de son point periodique

le plus proche du point xe F . L'ordre delagage sous une augmentation du paranetre decontrble a sera ainsi
pedit par I'ordre naturel des points periodiques codes sur les quences symboliques telles que si nous appelons
W, lesp £quences symboliques d'une orbite de periode telle que

Wi W, o0 Wp 1 Wy

seule la quenceé/V; sera retenue dans l'ordre naturel (au lieu deW, pour l'ordre d'apparition). Nous obtenons
alors l'ordre delagage suivant :

(1000:::0000)

(1000 1001 1000 1000)
(1000 1001)

(1000)

(2000)

(2001 2000 2001 2001)
(2001 2000)

(2001)

(1001)

(100 101 100 100)
(100 101)

(100)

(200)

(200 201 200 200)
(200 201)

(101)

(201)

Nous pouvons esumer le processus sur un diagramme de biftation (g. 2.13).

Les orbites de periodep du type (10° 1) apparaissent par une bifurcation n ud-col. Appelons a; la valeur
du paranetre de contréle correspondant. Chaque paire estonstitiee d'une orbite de periode p de parie paire
(nombre pair de 1), instable, cocke par la quence (10 21) et une orbite de periode p de parie impaire, stable,
cocke par la quence (10 1). L'orbite stable va donner naissancea une cascade de doléments de periode :
celle est toujours impaire car nous avons vu au chapitre 1 queeuls des cycles limites impairs pouvaient donner
naissancea un doublement de geriode.

A lissue de cette cascade in nie, d'autres orbites periodques vont appara'tre jusqua une nouvelle bifurca-
tion n ud-col donnant naissancea une nouvelle paire du type (10") (10" '1). Appelons a;+; le paranmetre
de contrble assoce a cette nouvelle bifurcation. P. Gapard, R. Kapral et G. Nicolis [22] montrent que ces
bifurcations apparaissent suivant la loi dechelle suivante :

Jim 1 T- e ! (2.20)
il i i1
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101
100101 RN
100 . .
AY
1001 \ \
S \ \
‘< RN \ \
k€ 10001001 N ' '
e = - — \ \
1000 \ \ ! \
1 1 1
1
2000 ) ' | X
PR ,' 1 1
’ " 1
1
k{ “““““ 3/ ! 1
2001 N K
’ 1
200 L’ /

____ orbite stable \{ . 4
____________________ 3/

_ - - orbite instaple

Fig. 2.13 { Diagramme de bifurcation au voisinage de l'orbite homoclin e principale . Seules quelques orbites de
faibles eriodes ontee repesentes par souci de sim plicie.

al | =ja apj. Cette loi dechelle n'a pu etre \eriee nuneriquemen t car les periodes des orbites en jeu sont
trop importantes.

Au deh de la valeur an, des cascades de doublements de periode inverses surviem pour des valeursa; .
Elles aussi \eri ent la loi dechelle (2.20). A l'issue de ces cascades inverses, les orbites periodiques de sqeen
symbolique de la forme (10) et (10" 1) disparaissent par une bifurcation n ud-col inverse avec les orbites
eriodiques respectivement de la forme (20) et (20" 1) et non par une bifurcation n ud-col inverse d'une
paire d'orbites constitiee d'une orbite de periode p de ®quence (10) et d'une orbite de geriode p+1 de quence
(10" 1) comme l'avait propos R. Gaspardet al [22].

L'orbite homocline principale induit une srie de cascadede doublements de periode inverse achewe par une
bifurcation n ud-col. Elle pilote donc le processus dela gage par sa disparition lorsquea > ay. Dans le cas du

syseme de Ressler, elle est la signature d'une transitioo d'une dynamique symbolique binairea une dynamique
ternaire.

2.4 Au dea du point de saturation

2.4.1 A trois lettres

ne fois l'orbite homocline apparue, la dynamique symboliqge est compkte. Le chaos ne peut alors se

cevelopper que par la ceation d'une nouvelle lettre, c'esta dire par l'apparition d'un nouveau compor-
tement dynamique. La population d'orbites eriodiques instables sera extraite pour les paranetres ;b;qQ =
(0:492 2; 4). Cette valeur est voisine de la valeur critiquea partir de laquelle I'attracteur possde quatre bandes.
La nouvelle bande repesentative sera caraceriee et & patron dress.

Population d'orbites geriodiques

Au deh du point de saturation de la dynamiquea deux lettre s, une troiseme branche monotone appara’t
sur 'application de premier retour de la section de Poincag Py a elle-méme ( g. 2.14) : celle-ci est croissante.
La partition gereratrice du ruban comporte donc une trois eme bande qui est paire. Elle est ¢ nie par :
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=)
L3 =
>t
N3 E
17 a 3
0B L Lo Lo Lo Lo
0 1 2 -3 4 5 6
y(i)
(a) Attracteur (b) Application de premier retour de la section de Poincae

Px a elle-méme

Fig. 2.14 { Attracteur solution du syseme de Ressler commance par | es paranetres (a; b; ¢ = (0 :492, 2; 4).

8
< 0 si <y<y g
1 si yo, <y<yeg, (2.21)
2 si Yy, <y<
al
Yo, = 292
Yo, = 4:89 (2.22)

La population d'orbites periodiques est toujours extrait ea l'aide de la methode propose par P. Dutertre
[12] et est reporee dans le tableau (2.3) ai les quence symboliques sont proposes.

Pour les paranetres de contréle @; b; ¢ = (0 :492 2; 4), la dynamique symbolique ternaire n'est pas compkte.
Les orbites (22211), (22210), (22220) et (22221) ne sont pascore apparues. Elles n'appara’tront qu'apes la
ceation de la quatreme lettre [12]. Notons que pour les griodes 2, 3 et 4 la population est compkte, c'esta
dire que toutes les :quences pedites par la dynamique sybolique se retrouvent sur l'attracteur. Le processus
delagage a dep cebuk : les orbites (10001), (10000), (20000) et (20001) ont cep disparu. L'annihilation des
orbites au voisinage de I'orbite homocline (c'esta dire pssdant des points periodiques au voisinage du point
xe central F ) se traduit par I'absence de ®quences, telles que (0000u sein d'une orbite. Cetelagage du

squelette d'orbites periodiques impliquea nouveau une one lacunaire autour du point xe F non visiee par
les trajectoires chaotiques.
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Tab. 2.3 { Population d'orbites periodiques de l'attracteur de
(0:492, 2; 4) : la population estelagtee.

CHAPITRE 2. LE SYST EME DE ROSSLER

Res sler commande par les paranetres (a;b;0 =

eriode nombre coordonreeeny  coordonree enz  fquence
1 1 -4.0117019765001 0.45539900158089 1
2 3 -4.5721869656374 0.44668333882304 10
-5.1202726173667 0.43880064316377 20
-5.3076865471423 0.43623453135495 21
3 8 -4.6467612270061 0.44557575789343 101
-4.7936704368079 0.44342699125051 100
-4.9642568758760 0.44098540655194 200
-5.0360480626431 0.43997444498392 201
-5.4110114754548 0.43484605626741 211
-5.4595057524115 0.43420060623947 210
-5.6067148715014 0.43226528982622 220
-5.6372853090585 0.43186780633075 221
4 18 -4.6216986939746 0.44594670238272 1011
-4.8279965761054 0.44293115186552 1001
-4.8812527655493 0.44216642136703 1000
-4.9045824154906 0.44183315358079 2000
-4.9392721366682 0.44133948853268 2001
-5.0603330595990 0.43963466088484 2011
-5.0815950687463 0.43933805464949 2010
-5.3204617171669 0.43606188361697 2120
-5.3606813036743 0.43552007647782 2110
-5.3765959044265 0.43530646492584 2111
-5.5011934481495 0.43364894218869 2101
-5.5168359480555 0.43344267901534 2100
-5.5630930426429 0.43283508061690 2200
-5.5724157312014 0.43271300107814 2201
-5.6832030001442 0.43127355875274 2211
-5.6946147987682 0.43112643108891 2210
-5.7816845691633 0.43001038482128 2220

-5.7992602294827

0.42978652815349

2221
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Table 2.3 : suite

eriode nombre coordonreeeny  coordonree enz  fquence
5 40 -4.6291996059170 0.4458353888851 10111
-4.6440831883800 0.44561529509816 10110
-4.8023619308170 0.44330124476918 10010
-4.8169718989210 0.44309017026895 10011
-4.9470213245243 0.44122954141580 20011
-4.9550402444574 0.44111591755016 20010
-5.0460605808110 0.43983425981244 20110
-5.0527016720257 0.43974132654469 20111
-5.0903538039955 0.43921614188762 20101
-5.0976234896264 0.43911503420342 20100
-5.1096309057769 0.43894822130063 20200
-5.1141778840011 0.43888515653664 20201
-5.3277195055278 0.43596388751408 21201
-5.3313566045179 0.43591485197339 21200
-5.3438657618678 0.43574628705149 21100
-5.3495091532751 0.43567032986947 21101
-5.3869142648270 0.43516824730190 21111
-5.3917245387557 0.43510380022675 21110
-5.4044835823721 0.43493323303087 21120
-5.4081194251080 0.43488464778080 21121
-5.4642740267939 0.43413735526838 21021
-5.4680018588782 0.43408796139807 21020
-5.4827945830816 0.43389205191588 21010
-5.4876970720319 0.43382724278537 21011
-5.5324717854997 0.43323689000637 21001
-5.5383256648329 0.43315993296973 21000
-5.5487625079010 0.43302293896747 22000
-5.5526523912726 0.43297191909062 22001
-5.5823881193367 0.43258266258153 22011
-5.5853384891123 0.43254411177338 22010
-5.5966006594247 0.43239709187883 22020
-5.5988776457620 0.43236740027882 22021
-5.6472663620936 0.43173835912678 22121
-5.6496513718699 0.43170741639222 22120
-5.6639932350978 0.43152178018774 22110
-5.6672541183080 0.43147956552984 22111
-5.7166258494751 0.43084318247567 22101
-5.7211260369907 0.43078532964831 22100
-5.7473740788350 0.43044868864551 22200
-5.7507820875247 0.43040511905444 22201

Extraction du patron

71

Rappelons que les nombres de liaisons sont des invariantsgologiques, c'esta dire qu'ils respectent la loi
suivante [19] :

Loi 2.1 : Soient deux orbites periodiquesN; et N,. Le nombre de liaisonsL (N1;N,) se conserve
tant qu'il N'existe aucune bifurcation impliquanta la foi s I'orbite N; et I'orbite N,. Chacune peut étre
impligiee seule dans une bifurcation (doublement de rde, rupture de synetrie) sans aleration
du nombreL (N1;N5).
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Seules des doublements de periode et des bifucations n uctol apparaissent suivant une augmentation des,
c'esta dire qu'il n'existe aucune bifurcation entre deux orbites cep existantes hormis unelagage. De ce fait, les
proprees topologiques des bandes 0 et 1 sont peserees au sein de I'attracteura trois lettres car ces orbites ne
subissent ni doublement de periode, ni rupture de synetrie. Les seules bifurcation que peuvent subir les orbites
cockes sur la dynamique binaire sont des bifurcations n ud-col inverse responsables de lelagage. Aussi seule la
bande 2 restea caraceriser.

D'apes l'application de premier retour nous savons qu'ele est paire. Une visualisation de cette bande par
inegration d'un ensemble de conditions initiales respectant la partition (2.21) nous permet de constater qu'elle
e ectue une boucle ( g. 2.15.a). Etant donre qu'il y a isotopie (ceformation continue) entre une boucle et une
torsion d'un tour [19], la torsion locale de cette bande est dnc de 2 (selon la convention d'intersection standard
[18]). La superposition des bandes 1 et 2 (g. 2.15.b) met erevidence une intersection regative : en e et, la
con guration en boucle de la bande 2 la permute de I'exerieur vers l'inerieur de l'attracteur par dessous la
bande 1. La bande 2 est alors prise en sandwich entre la banded la bande 1. L'insertion des bandes est
maintenant 0, 2, 1 (g. 2.15.b).

Classant les bandes selon I'ordre © 1! 2, nous obtenons alors le patron non-standard de la gure 28.a.
De manerea respecter la convention standard d'insertion, le patron standard est drese ( g. 2.16.b). La matrice

assoceea ce patron est la suivante : 2 3
0 1 1
Mpos;, =4 1 1 25 (2.23)
1 2 2

Cette matrice est \erieea l'aide du lien forrme par le co uple d'orbites de £quences symboliques respectives
(20) et (21). Construisons le graphe d'insertion (g. 2.17) selon les deux egles peedemmentenonees : nous
obtenons un nombre d'insertionsNins (20; 21)egala 2. Le nombre de liaisons est alors obtenu :

L (20;21) :—ZL[M (2;2) + M(2;1) + M(2;0) + M(1;0) + Nijns (20;21)]
(2.24)

= %[2 2 1 1+2]= 2

Ce nombre est aiement \erie sur la projection dans le pl an xy de ces deux orbites (gure 2.18).
Nous avons maintenant caracerie l'attracteura trois bandes du syseme de Ressler. Poursuivons notre
etude par une nouvelle augmentation du paranetre de controle a.
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Bande 1 Bande 2

face inferieure face superieure

(a) Bandes 1 et 2 : |a parie impaire de la bande 1 se retrouve ¢ ar sa
face superieure (en A) se retrouve dessous (en B) apes une evolution
sur l'attracteur. Pour des raisons identiques la parie pa ire de la
bande 2 estevidente : sa structure en boucle implique une to rsion
de 2.

Insertion des bandes

bande 1
bande 2
bande 0

bande 2 D face superieure .

face inferieure
bande 1

face superieure

(b) Con guration des deux bandes 1 et 2 : la einjection de la  bande 2
au centre de l'attracteur implique une intersection regat ive. L'insertion
des bandes se fait dans l'ordre 0, 2, 1.

Fig. 2.15 { Con guration des bandes sur l'attracteura trois lettres d u syseme de Ressler commanck par les parametres
(a,b,c)=(0.492,2,4).
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a) b)

Fig. 2.16 { a) Patron non-standard de l'attracteura trois lettres du s yseme de Ressler commanck par les paranetres
(a;b; 0 =(0:492 2; 4). b) Patron standardequivalent au pe@dent.

12 20 21 02

21

Fig. 2.17 { Graphe d'insertion entre les orbites geriodiques (20) et ( 12) : la base suerieure est construite par permutation
en bloc des bandes 1 et 2 avec la bande 0 en vertu de la secondegle.

-3+

Fig. 2.18 { Projection des orbites periodiques (20) et (21) : quatre in tersections regatives sont cecnombees.
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2.4.2 A quatre lettres

e paranetre de controle est augmene jusqua une valeur pecdent I'apparition d'une cinqueme lettre. Ainsi

le point de I'espace des paranetres &; b; 9 = (0 :523 2; 4) est tes voisin du point critique ai une cinqueme
lettre appara’t sur l'attracteur (g. 2.19). La populatio n d'orbites periodiques est maintenant fortementelagu ee
ce qui impliqgue que certaines orbites n'‘apparaissent jamai sur l'attracteur. Sa caracerisation topologique sera
ealize.

Population d'orbites geriodiques

L'application de premier retour de la section de PoincaePy a elle-méme ( gure 2.19) comporte maintenant
une quatreme branche cecroissante : la bande 3 est donc ifpaire. La partition gereratrice est e nie par :

0 Ye, 1 Ye, 2 Y, 3

T T T T e

: /TN /
/N )

y(i+1)
INRRTRRTI ARRTRTENTA RRRTNE [ ANNTRRTNTE RRRURER IN0 AURUTI ANTU NYRTRUITL.

ok o bl oo g e 3
0 -1 2 3 -4 5 -6 7

B, y(i)
(a) Attracteur ’ (b) Application de premier retour

Fig. 2.19 { Attracteur solution du syseme de Ressler command: par | es paranmetres (a;b;0 = (0:523;2;4) et son
application de premier retour de la section de Poincae Py a elle-méme.

8
3 0 si <y<yq
1 si Yy, <y<ye
. ! 2.25
2 2 Si Y, <Yy<Yg (2.:25)
"3 S8 Y, <y<
Qal
8
< Yo, = 279
Ye, = 467 (2.26)
Yo, = 552

Suivant la nethode peedente, la population d'orbites periodiques est extraite et reporee dans le tableau 2.4
al les £quences symboliques sont proposees.

Table 2.4 : suite
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Tab. 2.4 { Population d'orbites periodiques de l'attracteur de Res sler commance par les paranetres (a;b;0 =

(0:523; 2; 4) : la population estelagLee.

CHAPITRE 2. LE SYST EME DE ROSSLER

eriode nombre coordonree eny coordonree enz  fquence
1 3 -3.9379773231553 0.4585986331588 1
-5.3178228019834 0.4379228824724 2
-5.6976375874403 0.4328713875627 3
2 6 -4.4565533849962 0.4503527253839 10
-4.8552934717757 0.4444176413923 20
-5.0618517819128 0.4414681341184 21
-5.7578681735005 0.4320920154700 32
-6.0356763191889 0.4285698715807 31
-6.0877677858756 0.4279222740870 30
3 14 -4.5066880859819 0.4495881554894 101
-4.6426696658316 0.4475414189871 100
-4.7344044607810 0.4461824478302 200
-4.8072869641984 0.4451149619718 201
-5.1166336684958 0.4406993875114 211
-5.1669111976684 0.4399986561953 210
-5.2389298771080 0.4390029657378 220
-5.2687198947879 0.4385938447116 221
-5.7624366229160 0.4320331533748 323
-5.7734009388191 0.4318919492495 322
-5.8242479668035 0.4312396792183 321
-5.8395563356665 0.4310440967080 320
-5.9142270168341 0.4300952117938 310
-5.9343617298083 0.4298407442186 311
4 43 -4.4925685144006 0.4498029348749 1011
-4.6685883863202 0.4471557158088 1001
-4.7145431841579 0.4464752409220 2001
-4.8194821410247 0.4449373929206 2011
-4.8365629108050 0.4446891398001 2010
-5.0702234832130 0.4413502946981 2120
-5.0882175888046 0.4410974548689 2110
-5.1016595176641 0.4409089654330 2111
-5.1851026755161 0.4397463303698 2101
-5.2005339436441 0.4395326711574 2100
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eriode nombre coordonree eny coordonree enz  fquence
4 -5.2182677608797 0.4392876946195 2200
-5.2274175450005 0.4391615060114 2201
-5.2803637616913 0.4384343300359 2211
-5.2887656481668 0.4383194406446 2210
-5.3025853686511 0.4381306274378 2220
-5.3081248116070 0.4380550588208 2221
-5.7611506860276 0.4320496638682 3233
-5.7745582035381 0.4318770905007 3223
-5.7766996699763 0.4318495405294 3222
-5.7867043709936 0.4317208886986 3221
-5.7898876813758 0.4316800449271 3220
-5.8038726506031 0.4315006009869 3210
-5.8084871257508 0.4314413883635 3211
-5.8209200669084 0.4312822536784 3212
-5.8226439441656 0.4312601927663 3213
-5.8414082766278 0.4310204716749 3203
-5.8430122729145 0.4309999669634 3202
-5.8556880982841 0.4308383547835 3201
-5.8600298135565 0.4307830547260 3200
-5.8795175974102 0.4305352218115 3100
-5.8864087632858 0.4304477088449 3101
-5.9078020364797 0.4301765216923 3102
-5.9094605725245 0.4301555320216 3103
-5.9393968885880 0.4297772676352 3113
-5.9402862199186 0.4297660584229 3112
-5.9592584175122 0.4295270232037 3111
-5.9640728785379 0.4294664943085 3110
-5.9834001246915 0.4292237263459 3120
-5.9861925797929 0.4291886339203 3121
-6.0925786294864 0.4278627124901 3031
-6.1521442578471 0.4271275450269 3021
-6.1538411112912 0.4271066836182 3020
-6.1906018536837 0.4266556068447 3010
-6.1922406054567 0.4266355250965 3011

Extraction du patron

77

La caractrisation de la bande 3 est e ectieea l'aide d'u ne repesentation tridimensionnelle obtenue par
l'inegration de conditions initiales respectant la part ition (2.25). Nous pouvons voir la bande 3 comme une
bande 2a laquelle une torsion d'un demi-tour est adjointe (g. 2.20) : sa torsion locale est doncegalea 3.
La structure en boucle commune aux bandes 2 et 3 implique deuitersections regatives de ces deux bandes
(une boucle pesente une torsion locale d'un tour) : une traseme est ajoutee a n de respecter la convention
d'insertion des bandes. A l'image de la bande 2, la bande 3 estinjecke au centre de l'attracteur par dessus
la bande 1 impliquant une intersection regative : une secode est ajoute en raison de la convention d'insertion
standard. Aucune intersection avec la bande 0 n'esta noter

Le patron non-standard est alors drese ( gure 2.21.a). Saequivalent standard est immediatement obtenu
(gure 2.21.b).
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2L

D face inferieure face superieure

(a) Bandes 1 et 2 : la parie impaire de la bande 3 se retrouve c ar sa face

superieure (en A) se retrouve dessous, en face inerieure , (en B) apes une

evolution sur l'attracteur. Pour des raisons identiques la parie paire de

la bande 2 estevidente : sa structure en boucle implique une torsion de
2.

Insertion des bandes

Bande 2 . face superieure

face inferieure

Bande 3
face superieure

(b) Con guration des deux bandes 2 et 3 : une rotation relativ. e d'un demi-tour
apparat. L'insertion des bandes se fait dans l'ordre 0, 2, 3 et 1.

Fig. 2.20 { Con guration des bandes 2 et 3 sur l'attracteura trois lett res du syseme de Ressler commance par les
paranetres (a,b,c)=(0.523,2,4). L'insertion des bandes est cetailee dans la section suivante.
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a) 3 2 1 0 b)

SBR[ 48

Fig. 2.21 { a) Patron non-standard de l'attracteura quatre bandes du s yseme de Rassler. b) Patron standardequivalent
au peedent.

Selon l'ordre 0! 1! 2! 3, la matrice du patron Mpres, €st de la forme :

2 3
0 1 1 1
1 1 2 2
MRos4 = g 1 2 2 3 é (2.27)
1 2 3 3

Cette matrice est \erieea l'aide du lien forme par le co uple d'orbites de quences symboliques respectives (31)
et (32). Nous construisons le graphe d'insertion selon leggles d'usage. Nous obtenons le nombre d'insertions
suivant : Nins (32;31) = 2. Le nombre de liaisons est alors obtenu :

L(32;31) %[ M(@3;3) + M(3;2) + M(3;1) + M(2;1) + Nins (32;31) ]

) (2.28)
= 503 3 2 2+2]= 4

Ce nombre est \erie sur la projection dans le plan xy de ces deux orbites (g. 2.22).
Nous avons maintenant caracerie l'attracteura quatr e bandes du syseme de Ressler. Poursuivons notre

etude par une nouvelle augmentation du paranetre de controle a.
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Fig. 2.22 { Projection des orbites periodiques (32) et (31) : huit inte rsections regatives sont cecnombees.

2.4.3 Processus inni?

‘apparition de lettres suppkementaires se poursuit suivant le méme processus : une nouvelle bande avec une

torsion locale augmenee d'un demi-tour par rapporta la b ande peedente. L'enchevétrement se developpe
suivant une con guration en spirale, ce qui permet de dresseune matrice de patrona n lettres. Cependant le
processus sera interrompu par une crise frontalere.

Gereralisationa n lettres

Sous une augmentation du paranetre de controlea, le chaos se ceveloppe toujours et une cinqueme lettre
apparaY, puis une sixeme, puis... et cela jusqua onzelettres pour (a; b; 9 = (0 :556, 2; 4) ( g. 2.23). L'application
de premier retour pesente alors onze branches monotoneslternativement croissantes et decroissantes.

La partition gereratrice est donree par :
8 .
Sl <Y<Yy ¢
Sl Yo, <Y<Yo
Sl Yo, <Y<Y
Sl Yo, <Y<Y,
Sl Yo, <Y<Y
Sl Yes <Y<Y (2.29)
Sl Yoo <Y<Y
Sl Yo, <Y<Y
Sl Yog <Y<Y
Sl Yoo <Y<Y ey
' si yClo < y <

>OoooO~NOOUA~WNEO
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8
Yo, = 271
Yo, = 447
Ve, = 5125
Yo, = 5:84
Yes = 6:13
Vo= 631 (2.30)
Ye, = 6:43
Yeg = 6:49
Yoo, = 6:55
" Yoo = 656
YC }'C Ye . }'C efc
1 Ea
6F
—_ =
ol
% 5 ) %
5 )
(a) Attracteur dont la dynamique symbolique se (b) Application de :)remier retour.

cecompose sur onze lettres.

Fig. 2.23 { Comportement asymptotique du syseme de Ressler commande par les paranetres (a,b,c)=(0.556,2,4).

Comme peedemment, la population d'orbites periodiqu es aet extraite et reporee dans le tableau (2.5).
La codi cation des bandes estetendue suivant la notation hexadecimale, ainsiA est attribieea la 11 ¢™¢ |ettre.
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Tab. 2.5 { Population d'orbites periodiques de l'attracteur de Res sler commance par les paranetres (a;b;0 =

(0:556; 2; 4) : la population estelagtee.

CHAPITRE 2. LE SYST EME DE ROSSLER

feriode nombre coordonree eny coordonree en z  fquence
1 3 -3.8481141582905 0.4622749131940 1
-4.9528631518317 0.4450383661755 2
-5.4833990742777 0.4376492540591 3
2 16 -4.3199285487758 0.4545748287075 10
-4.5994985407178 0.4502581509604 20
-4.8010262442292 0.4472502619089 21
-5.5367113390793 0.4369342002713 32
-5.6891174987125 0.4349160254989 31
-5.7973212066753 0.4335061207904 30
-5.8937247445263 0.4322654688396 40
-5.9505988191180 0.4315402541655 41
-6.0385407273950 0.4304285802476 42
-6.0537764179678 0.4302372257296 43
-6.2029840643699 0.4283806546466 53
-6.2110294711705 0.4282814561217 52
-6.2896154470674 0.4273174607759 51
-6.3570327372037 0.4264973893653 61
-6.4931697945992 0.4248605425749 71
-6.5029341673142 0.4247441531846 71
3 67 -4.3540113320332 0.4540392526988 101
-4.5704735329779 0.4506983454178 201
-4.8308125458496 0.4468127371019 211
-4.8731074005346 0.4461945254322 210
-4.9105617319896 0.4456500405784 220
-4.9332757377479 0.4453211626625 221
-5.5377424610174 0.4369203915211 323
-5.5444039220256 0.4368314097628 322
-5.5635637425738 0.4365758397000 321
-5.5776520777802 0.4363882761037 320
-5.6148112738288 0.4358952351909 310
-5.6392076527172 0.4355727549812 311
-5.6728946876622 0.4351290966347 312
-5.6826477629949 0.4350009890530 313
-5.8138192820775 0.4332927900706 303
-5.8339294242845 0.4330332950013 302
-5.8628377629686 0.4326613765487 402
-5.8783730008123 0.4324620927854 403
-5.9592260712181 0.4314306995188 413
-5.9630621391978 0.4313820412094 412
-5.9826446466581 0.4311338142913 411
-5.9923981486657 0.4310104645100 410
-6.0136393409851 0.4307422067594 420
-6.0188417188169 0.4306766439385 421




2.4. AU DELA DU POINT DE SATURATION

feriode nombre coordonree eny coordonree en z  fquence
3 -6.0299867075993 0.4305362589008 422
-6.0319662453159 0.4305113204417 423
-6.0610466690179 0.4301459261075 433
-6.0630974672741 0.4301202752628 432
-6.0768045503851 0.4299485357417 431
-6.0842867562370 0.4298549150655 430
-6.0973401356342 0.4296917863010 440
-6.1042925338807 0.4296049509762 441
-6.1552977552515 0.4289704639150 541
-6.1613911160932 0.4288949273326 540
-6.1740917001756 0.4287376316988 530
-6.1801154762434 0.4286630439742 531
-6.1928535374852 0.4285056898091 532
-6.1940757876293 0.4284905706686 533
-6.2194260723539 0.4281780099820 523
-6.2203533940320 0.4281666016129 522
-6.2302977698627 0.4280442968554 521
-6.2335862376093 0.4280038325317 520
-6.2520627698736 0.4277769754624 510
-6.2576801171337 0.4277081227677 511
-6.2749315353590 0.4274969250967 512
-6.2758609765226 0.4274855585879 513
-6.3772411288600 0.4262528108243 611
-6.3796614276475 0.4262235464862 610
-6.3901953888831 0.4260963407513 620
-6.3914684830186 0.4260809121751 621
-6.4223265669251 0.4257091765128 631
-6.4365752794555 0.4255379655396 731
-6.4637319641765 0.4252123661391 721
-6.4645230183882 0.4252029143034 720
-6.4731290218132 0.4250999614612 710
-6.4744518423258 0.4250841208784 711
-6.5160805998695 0.4245875443296 811
-6.5166707790047 0.4245805773172 810
-6.5216899458086 0.4245208704192 820
-6.5219924615377 0.4245172745848 821
-6.5467529378741 0.4242232372004 921
-6.5469294893098 0.4242211428736 920
-6.5508678008092 0.4241744524450 910
-6.5511483786272 0.4241710996106 911
-6.5655739193512 0.4240002517764 All
-6.5680481915855 0.4239709814308 A20
-6.5656848166964 0.4239988974202 Al0
-6.5680993543431 0.4239703915192 A21
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Le ruban s'est enrouk en spirale ( g. 2.24.a), multipliant les croisements entre les dierentes bandes. L'in-
sertion des bandes se fait suivant I'ordre (g. 2.24.b) :

0!

2!

41 6! 8! Al 9l

7! 51 311

Les bandes continuent de s'encheveétrer selon le m&éme pregsus et la matrice du patronan +1 bandes peut
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Fig. 2.24 { a) Structure en spirale de la section de Poincae de l'attra cteur du syseme de Ressler commanck par les
paranetres (a,b,c)=(0.556,2,4) et b) scrematisation de cette structure avec la dynamique symbolique de l'attracte ur : la
structure en spirale rend sysematique la croissance de l'attracteur.

secrire sous la forme :

2 3
0 1 1 1
1 1 2 2 2 2
1 2 2 e
MRos,. = : : : " : : : (2.31)

1 2 o (n 2 (n 1) (n 1)

1 2 o (n 1) (n 1) n

1 2 o (n 1) n n

Etant donre la gure imposante que cela recessiterait, le patrona onze lettres n'est pas repesent. Toutefois,
cette matrice Mgos,, peut étre \eriee par un calcul du nombre de liaisonsa pa rtir de la relation (2.11). Nous
ne donnerons qu'une \eri cation partielle. Choisissons k couple d'orbites (6% 2). Le nombre de liaisons. (61; 2)
est alors donre par :

L(61;2)

2IMED + M@ + Nis (61:2)]
(2.32)
- %[ 3 1+1]= 2

al le nombre d'insertion Nins (61;2) = 1 est obtenua l'aide du graphe d'insertion habituel. Ce nombre est \erie
par comptage des intersections orienees sur une projeatin dans le planxy de ces deux orbites (g. 2.25).

ees de l'attracteur

Sur la ligne de I'espace des paranetres choisie, ce processest in ni et une loi dechelle aet trouvee [27]. Il
existe une valeur critique a; du paranetre de contrble pour laquelle il se produit alorsune crise frontalere [28],
c'esta dire qu'une collision entre I'attracteur et le point xe F. intervienta la frontere du bassin d'attraction
(le plan sparateur contenant le point F. ). Cette crise est dramatique pour l'existence de l'attracteur car le
plan £parateur peut maintenant étre franchi et la trajectoireejeceea I'in ni ( g. 2.26). L'attracteur est alo  rs
assocea un chaos transitoire.

Le pararetre de controle critique a. est un peua limage du point d'accumulationa l'issu de la cascade
de doublements de periode : un nombre in ni de points critiques est alors pesent sur I'application de premier
retour [27].
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Fig. 2.25 { Projection du couple d'orbites (61,2) sur le plan x-y : L(61;2) = 2( 5+1)= 2.

2.5 Conclusion

evolution du syseme de Ressler sur une ligne de l'espae des paranetres aet etudee. Chaque attrac-

teur aek caracerig. L'ordre d'apparition des orbit es periodiques aet cetermire ainsi que leur ordre de
disparition. La loi de croissance de l'attracteur a pu alorséetre formalise par l'internediaire de la matrice du
patron.

De la compehension profonde de levolution de la population d'orbites periodiques, une distinction tes ne
des divers egimes asymptotiques a pu &tre ealisse. C#te technique de caracerisation s'awere plus puissanteque
les techniques base sur la transfornee de Fourier qui, Issque le chaos est su samment dcevelopge, n'apportent
plus aucune information (le spectre de puissances est alocompos d'une large bande).

De plus, elle permet de pedire quellesevolutions peut sibir un attracteur sous variation de ses paranetres
de contréle. En e et, connaissant la topologie d'un attracteur donre, nous savons que certaines con gurations
ne peuvent étre obtenues par croissance continue de celte-

Toutefois la caracerisation topologique s'appuie sur ure application de premier retour. Ceci peut amener
certaines complications facea des sysemes peu dissipés : le ruban sur lequel est inscrite la population d'orbites
periodiques peut eweler uneepaisseur qui noie la structure de I'application de premier retour dans un nuage.

La caracerisation topologique devra étre etendue aux sysemes s'inscrivant sur des tores. Ceci sera d'un
inerét particulier pour les egimes quasi-geriodiqu es ou certaines intermittences rencontees sur I'expgerence du
| chaud [29].
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Fig. 2.26 { Ejection de la trajectoirea I'in ni apes que celle-ci ai

t decrit plusieurs evolutions sur l'attracteur.



Bibliographie

[1] H. Poincae . Les nethodes nouvelles de la mecanique @lesteGauthier-Villard, Paris, 1892.

[2] E. N. Lorenz. Deterministic Nonperiodic Flow. Journal of the Atmospheric Sciences,20, pp.130-141,
1963.

[3] J. P. Eckmann, S. Oli son, D. Ruelle, S. Ciliberto . Lyapunov exponents from time seriesPhysical
Review A, 34 (6), pp. 4971-4979, 1986.

[4] P. Grassberger, I. Procaccia . Measuring the Strangeness of Strange AttractorsPhysica D, 9, pp. 189-
, 1983.

[5] P. Cvitanowt. Periodic Orbits as the Skeleton of Classical and Quantum Chas, Physica D, 51, pp.
138-151, 1991.

[6] G. B. Mindlin, X. J. Hou, H. G. Solari, R. Gilmore, N. B. Tulla ro. Classication of Strange
Attractors by Integers, Physical Review Letters, 64 (20), pp. 2350-2353, 1990.

[7] G. B. Mindlin, R. Gilmore . Topological analysis and synthesis of chaotic time seriedPhysica D, 58,
pp. 229-242, 1992.

[8] O. E. Ressler. An equation for Continuous Chaos,Physics Letters, 57A (5), pp. 397-398, 1976.
[9] J. M. T. Thompson, J. M. Stewart . Nonlinear Dynamics and Chaos John Wiley and Sons, 1986.

[10] Mitchell J. Feigenbaum. Quantitative Universality for a class of Nonlinear Transformations. Journal of
Statistical Physics, 19 (1), pp. 25-52, 1978.

[11] J. Guckenheimer, P. Holmes. Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector
Fields, Applied Mathematical Sciences 42, Springer-Verlag, Berh, 1983.

[12] P. Dutertre.  Carackrisation des attracteurs a l'aide d'orbites per iodiques Trese de doctorat, LESP,
Rouen, en peparation.

[13] P. Cvitanove, B. Eckhardt. Symmetry Decomposition of Chaotic Dynamics,Nonlinearity, 6, pp. 277-
311, 1993.

[14] Hao Bai Lin. Elementary Symbolic Dynamics and Chaos in Dissipative Sysims, World Scienti ¢ Publi-
shing, Singapore, 1989.

[15] A. N. Sarkovskii.  Coexistence of Cycles of a Continuous Map of a Line into Itsé] Ukr. Math. Z., 16, pp.
61-71, 1964.

[16] P. Stefan. A Theorem of Sarkovskii on the Existence of Periodic Orbits & Continuous Endomorphisms of
the Real Line, Communications in Mathematical Physics 54, pp. 237-248, 1977.

[17] Hao Bai Lin. Elementary Symbolic Dynamics and Chaos in Dissipative Systms, World Scienti ¢ Publi-
shing, Singapore, 1989.

[18] P. Melvin, N. B. Tullaro . Templates and Framed Braids, Physical Review A 44 (6), pp. 3419-3422,
1991.

[19] P. Kent, J. Elgin.  Noose Bifurcation of Periodic Orbits, Nonlinearity, vol. 4 (4), 1991.

[20] L. Le Sceller, C. Letellier, G. Gouesbet . Algebraic evaluation of linking numbers of unstable periaic
orbits in chaotic attractor, to be published in Physical Review E 49 (5), May 1994.

87



88 BIBLIOGRAPHIE

[21] P. Gaspard, G. Nicolis.  What can we learn from Homoclinic Orbits in Chaotic Dynamics?, Journal of
Statistical Physics, 31 (3), pp. 499-518, 1983.

[22] P. Gaspard, R. Kapral, G. Nicolis. Bifurcation Phenomena near Homoclinic Systems : a Two Pararater
Analysis, Journal of Statistical Physics, 35 (5/6), pp. 697-727, 1984.

[23] P. Glendenning, C. Sparrow. Local and Global Behavior near Homoclinic Orbit, Journal of Statistical
Physics 35 (5/6), pp. 645-696, 1984.

[24] O. E. Ressler.  Z. Naturforsch, 31a, pp. 259- , 1976.

[25] A. Arreodo, F. Argoul, J. Elezgaray, P. Richetti. Homoclinc chaos in chemical systemsPhysica D,
62, 134-169, 1993.

[26] L. P. Sil'nikov. The existence of a denumerable set of periodic motions in fatdimensional space in an
extended neighborhood of a saddle-focuf)okl. Akad. Nauk SSSR 1 (172), pp. 54-58, 1967.

[27] C. Letellier, P. Dutertre, B. Maheu . Unstable periodic orbits and templates of the Ressler syeem :
toward a systematic topological characterization, submited to Chaos

[28] C. Gregobi, E. Ott, J. A. Yorke. Crises, Sudden Changes in Chaotic Attractors, and TransienChaos
Physica D, 7, pp. 181-200, 1983.

[29] E. Ringuet, C. Roz, G. Gouesbet . Experimental observation of type-Il intermittency in a hy drody-
namic system,Physical Review E 47 (2), pp. 1405-1407, 1993.



Chapitre 3

Le syseme de Lorenz et sa synetrie

A trick which exploits the inherent ... symmetry
between the two leaves of the Lorenz ow ... has
yet to be found.

O. E. Ressler, 1976.

3.1 Introduction

ous avons vu que l'outil clef de la dynamique des sysemes efa description topologique qualitative [1] ou,

plus simplement, sa dynamique symbolique. Pour cela I'esg@ des phases est divie en egions topologi-
guement distinctes. A chacune de ces egions est assocaee lettre. Ces lettres sont alors utilisees pour coder
toutes les trajectoires possibles de manere unique : la pdition est alors gereratrice.

Si la proedure de caractrisation topologique des systmes cepourvus de symetrie est maintenant bien
etablie [2], celle des sysemes synetriques n'est pas ecore compktement achewee. En e et, des complications
interentes aux synetries apparaissent. P. Cvitanovc et B. Eckhardt [3] ont ecemment puble un article qui
nous a permis de formaliser plus peciement ce que nous aons intuie concernant ce probeme [24]. En e et,
les sysemes synetriques pesentent des invariances parapporta des egions dierentes de I'espace des phases
lIs doivent donc étre appehendesa travers une egion eduite (un domaine fondamental) de I'espace des phases.

O. E. Ressler [4] avait pressenti la dicule que pouvaient pesenter les sysemes symnetriques face a la
carackerisation de leur comportement dynamique. Il a alors travaile sur I'obtention d'un ruban "plus simple"
et cepourvu de synetrie. C'est ainsi qu'il proposa le sysemeetude au chapitre peedent. Malheureusement,
la route vers le chaos de son mockle diere de celle empruete par le syseme de Lorenz. En e et la synetrie
interdit I'existence d'une cascade de Feigenbaum [5]. Le jrtessus d'apparition de ses orbites periodiques n'est
toujours pas compktement compris. Nouselaborerons au ours de ce chapitre une proedure de caracerisation
des sysemes synetriques. Une dynamique symbolique binige iredite sera propose. Nous letendronsa une
dynamique symboliquea trois lettres. Notre partition restera sans faille sur les attracteursetudes (c'esta dir e
jusqua R =90). Pourtant des questions restent poses sur le cas deilitermittence de type-l apparaissant pour
R = 166:06 [6]. Ceci ne sera pas traie dans le cadre de cet ouvrage.

A la lumere de cette carackerisation, les spectres de pussance seront etudes. En e et les spectres de
puissance du syseme de Lorenz dierent selon la variablea partir de laquelle ils sont calcuks (ce qui n'est pas
le cas pour le syseme de Ressler). Une astuce sera alors @uose pour restituer des spectres identiques.

Pecisons que des sysemes pourvus de synetrie se rencerent fequemment au sein des sysemes hydrody-
namiques. Par exemple en 1966, D. W. Moore et E. A. Spiegel [fonstruisent un moctle de convection d'un
uide au sein duquel se ceveloppe un gradient de temperature. Leur but est de comprendre l'origine des insta-
bilies duesa la dissipation thermique qui apparait dans les uides en rotation pourvus de champs magretiques
(situation souvent rencontee lors de la mocklisation de sysemes stellaires). Les solutions de leur moctle sont

89



90 CHAPITRE 3. LE SYST EME DE LORENZ ET SA SYM ETRIE

etrangement semblablesa celles obsenees par E. N. Lonmez [8]. Plus ecemment, M. Auvergne et A. Baglin [9]
proposent un mockle des pulsations radiales stellaires povu d'une synetrie centrale.

Enn, le syseme de Lorenz a permis de moctliser des systnes aussi divers qu'une rouea eau [10], une
eaction chimique [11], des instabilies optiques d'un laser [12]. Les sysemes synetriques ne sont donc pas
exceptions méme si leurs observations semblent peu probkgs. Il ne nous parat pas plausible d'observer des
etats physiques que le syseme lui-mé&me ne distingue pas..

3.2 La physiqgue du syseme de Lorenz

N. Lorenz est un physicien passionre par la metorologieet le calcul sur ordinateur. Aussi s'ineresse-t-il
E .2 letude du comportement de I'air. A quelques exceptions pes, les mouvements de I'atmosptere sont
d'origine convective. Les mouvements de l'air proviennentdes iregularies thermiques qui sont constamment
imposees par le soleil. Lechelle et le caracere de ces muvements varient de manéere importante de la turbulence
thermique chaotique aux sysemes hautement organiss t&s que les cyclones. Dans tous les cas, ils pesentent
un transport de chaleur et de vorticie (ou moment). C'est ce processus qui introduit I'aspect non-lireaire du
comportement atmosplerique.

Une premere etape vers la compehension des formes comimjees de cette non-lirearie est ealise par
letude de mockles plus simples que ceux eellement renontes. Un exemple de tels moctles, capables delucider
les proprees non-lireaires des processus convectifsest la repesentation des variations spatiales du mouverant
et de la temperature dans des experiences du type RayleigkBenard par une dccomposition en un nombre limie
de termes de Fourier [13].

La convection de Rayleigh-Benard se ceveloppe lorsqu'unuide est plae dans une petite cellule de hauteur
H dont la dierence de temperature T entre les faces inkrieure et superieure (g. 3.1 ) est mantenue constante
par un chau age exerieur. Pour simpli er le probeme, la geonetrie de la petite bo'te rectangulaire peut étre
restreinte de manerea ce que seuls deux ou trois rouleawse ceveloppent. Cet arti ce permet de tronquer des
deges de libere du syseme et ainsi, de ce nir des bifu rcations simples vers la turbulence [14]. La geonetrie
rectangulaire impose un chemin non-ambigu aux rouleaux : § se ceveloppent perpendiculairement au plus
grand coe.

X

Fig. 3.1 { Cellules de convection de Rayleigh-B:nard

L'experience des rouleaux de Rayleigh-Benard est une dessituations ai I'approximation de Boussinesq
[15] est \eriee. Ces situations apparaissent lorsque ladensie varie lireairement avec la temperature T. On
introduit alors un coe cient  de dilatation du volume. Pour les gaz et les liquides tels queeux qui sont utilises
la plupart du temps, est de l'ordre de 10 3a 10 * et les variations de la densite sont de I'ordre de un pour
cent. Les variations des autres coe cients sont ignoees.En revanche les variations de la densie dans le terme

F (terme de gravitation) ne peut tre ignoee parce que l'aaekration esultant de F = TF (w Test
la dierence de temperature imposee) peut étre importa nte; plus grande, par exemple, que l'acekration due
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au terme (v:r )v dans lequation du mouvement. Aussi, pourra &tre traiee comme une constante dans tous
les termes de lequation du mouvement excepe dans celui @ la force gravitationnelle.
Dans le cadre de cette approximation, lesequations du mougment sont de la forme
8

@u @P, 2
—+(vir)u= rcu
% ac (VU= G
@v L
+(vir)v= rev 3.1
% @t (vir) @y 3.1
@w _ ©P 2
@t +(vir)w= @z+ rw+gT
al (u, v, w) sont les composantes du vecteur vitesses et P, la pression gereratrice ce nie par
p=P gz H) (3.2)
0

al o estla masse volumique moyenne sur I'ensemble du uide et P lpression hydrostatique. Dans ce syseme,
la variation de la masse volumique est donree par :

= o1 T) (3.3)
Lequation de la conduction de la chaleur est de la forme
@@t (vir )T= r?T (3.4)
et lequation de continuie se esumea
rov=0 (3.5

Pour des nombres de Prandtl superieursa 1, la structure cavective acquiert un caracere tridimension-
nel avant toute bifurcation vers unetat cependant du temp s (rouleaux croies, zig-zag) [14] : les e ets ther-
miques sont alors en competition avec les e ets dynamiques Cependant, pour des uides de nombres de
Prandtl inErieursa 1, cette structure convective, pe sente de I'absence de convection jusqua I'apparition ded
premere instabilie dependant du temps, est bidimensi onnelle. Aussi pour simpli er le probeme, nous pouvons
contraindre les mouvements convectifs de manerea ce quls se ceveloppent en rouleaux dans le planx  z
(c'esta dire que v =0 et @@y= 0). Dans ce cas lesequations se eduisenta

g@u @u  @u. @P,

ot Yex Yer ax

u

(3.6)
2 @w_  @w @w_ @P . . .1
@t "ex "er ez g
eT, @T @T 2
@t @x @z_ r T 3.7)
@u @w_
@x @z 0 (3.8)
En vertu de (3.8), nous pouvons ce nir une fonction de Courant comme suit :
8
3 u= %Z
3.9
) (3.9)
@x

La temperature T peut etre ceveloppee sous la forme d'une perturbation T’ par rapporta la valeur moyenne T
dans un plan horizontal :

T(x;z;t)= T(z;0) + To(x;z;t) (3.10)
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La temperature moyenne T peut alors etre cevelopee sous la forme d'une perturbaton moyenne sur un plan
horizontal T  par rapporta une variation lireaire entre les deux surfaces, soit :

T(z;t)= T(O;t) ?Tz + T z:1) (3.11)
Si nous substituons (3.11) dans (3.10) nous obtenons

T(x;z;t)= T(O;t) ?Tz + (3.12)

= Too(z;t) + To(x; z;t) (3.13)

Pour ce moctle, nous supposerons les conditions de tempature maintenues constantes sur les faces de la
cellule, soit

@@ _ aH)
—= ——==0 3.14
De h, si nouseliminons P de (3.6) en formant lequation de vorticie relative au pr obeme et que nous intro-
duisons (3.9) et (3.12), nous obtenons
8
0, @@
(3.15)
@ @@, @0 _TO@, .,
@t @z@x @x@z H @x
Ce sont lesequations qui gouvernent notre mocele. Notonsquer 2 repesente la vorticie du mouvement
dans le planx z (C'estadire r 2 = %“ %V) etquer 4 =r2r2 =@ 4 @@9—ﬁ+2@—@@; . Nous pouvons

. . S . z . @ )
introduire une simpli cation enecrivant les termes non-I ireaires sous la forme d'un operateur Jacobien

@a;b) _ ©@a @b @b @a

@xz) @x@z @x@z (3.16)
Les relations (3.15) prennent alors la forme suivante :
8
S 2
E @@{2 + @@xr-z))z r4 o+ g %x
' (3.17)

10 @ )_ 1@, .
@t @x;2) H @x
Le syseme est alors adimensionnalis : les longeurs sorgxprinees relativementa la hauteur H de la cellule
.. 2
(x =fz = &ir 2= H?r ?), le temps par rapport au temps caraceristique de \— (t = H—‘z), la temperature

en unie de W( = W) et la fonction de Courant par = —. Un syseme dequations adimensionelles
est alors obtenu : 8 )
G Tt T o
Xz X (3.18)
: @ @ i )_gz@ .
@t @x;z) @x
al
= — est le nombre de Prandtl
3
R = gH” T est le nombre de Rayleigh
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Les conditions aux limites choisies par B. Saltzman [13] sdrles suivantes :

=0, =0 (3.19)
et
%;: 0 ) r 2 =0 T 2 =0 (320)
pour la surface sugerieure, et
=0 (3.22)
et
%z: 0 (3.22)

pour la surface inkrieure. Rayleigh [16] montre que les dations du syseme lirearie (3.18) sont alors de la
forme : 38

. ax .z

2 = psin o sin "
(3.23)

? = (CO0S ax sin =

0 H H

lorsque le nombre de Rayleigh exede une valeur critique
4(1 + a2)3

Rc = — a2 (3.24)

Le minimum de cette valeur critique apparait lorsquea? = 1=2 : les proportions du rectangle minimalisent alors
la dierence de temperature recessairea I'apparition de la convection.

De ce syseme, Barry Saltzman [13] cerive un jeu de septeaiations dierentielles ordinaires par un ceveloppement
de et en une double rie de Fourier auquel il applique une troncture suivant la proposition de Edward
Lorenz [17]. B. Saltzman inegre nuneriguement son syseme et remarque que toutes les variables excepees
trois tendent vers 2ro. Les trois variables restantes pesentent des uctuations non-periodiques dependant du
temps.

E. N. Lorenz [8] montre alors que des solutions identiques &b obtenues si les ries sont issues d'une
troncature ne gardant que trois termes au total. Ceci peut &re eali® en appliquant au syseme (3.18) le
changement de variables suivant :

8
a P . ax .z
Emzx Zsm?smW

2 Ra _ P

(3.25)
=Y 2 cos ax sin Z Z sin —22
R. T H H H

al X, Y et Z sont des fonctions cependant uniquement du temps. Les termes trigonomnetriques autres que ceux
apparaissant dans (3.25) sont rejees. Le syseme de tradequations dierentielles ordinaires de Lorenz est alors

obtenu : 8
Ex_: (Y X)

Y=RX Y XZ (3.26)

Z= bZ+ XY
al les X; Y. et Z sont les cerivees par rapport au temps adimensionnel

_ 2(1I:232) ¢ (3.27)

tandis que R = E—i etb= ﬁ. Les trois variables repesentent les quanties physiques suivantes :
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X est proportionnelle a l'intensie du mouvement de convection; le sens de rotation des rouleaux est positif
lorsque X > 0. Le choix du sens positif K > 0) est arbitraire : nous le prendronsegal au sens trigo-
nonetrique. Avec cette convention, un rouleau sera anined'une rotation trigonometrique pour X > 0 et
inversement pour X < 0.

Y est proportionnellea la dierence de temperature entre les parties gauche et droite du rouleau : suivant la
convention sur le mouvement de convection, la dierence detemperature sera positive lorsque le courant
droit sera plus chaud que le courant gauche ( g. 3.2).

Z est la distorsion du pro | de temperature par rapport au pro | lireaire pesent en l'absence de convection.

a) b) c) d)

chaud‘ froid froid‘ chaud froid‘ chaud chaud‘ froic

G D G D G D G D

X>0 Y>0 X>0 Y<O X<0 Y<O X<0 Y>0

Fig. 3.2 { Interpretation physique et convention des variables du syseme de Lorenz

Physiquement, il est impossible de distinguer la con guraton a) de la c) et la b) de la d). Cette distinction
provient de la recessie d'orienter les axes de l'espace lpysique, mais le processus physique est rigoureusement
le méme lorsque les courants chauds (respectivement fra§l sont ascendants (respectivement descendants), que
la rotation du rouleau soit trigonorretrique ou pas. Ceci eg l'origine profonde de la synetrie du syseme de
Lorenz.

Le syseme dequations de Lorenz o re des esultats ea listes lorsque le nombre de Rayleigh est Egerement
supercritique. Etant donre la \ere troncature, les solutions physiques ne peuvent ressemblera celles du sysie
(3.18) quand une forte convection se ceveloppe.

3.3 Caractrisation topologique

3.3.1 Points xes

a ligne de I'espace des paranetres la plusetudee du sysime de Lorenz corresponda un nombre de Prandtl

approximativementegala deux fois celui de I'eau (= 10) et un pararetre begala 8 =3. Le choix du nombre
de Prandtl limite la repesentativie des solutions obte nues : en e et, les rouleaux ne peuvent se developper
dans un plan que si est inkrieura 1 [14]. Les solutions apportes par le syeme de Lorenz ne correspondent
donc pasa une ealie physique. Le rapport d'aspect de la cellule de convection corresponda la con guration
qui recessite la dierence de tempgerature la plus faible pour I'apparition de la convection.

LorsqueR < 1 (R4 < R¢) l'origine Cq (0, O, 0) est globalement stable (g. 3.3.a). Aucune convedbn ne
se ceveloppe et lesechanges de chaleur ne se font que parmouction (la variable Z est nulle ce qui signie
gu'il n'y a aucunecart par rapport au pro | lireaire de tem perature). Une fois le nombre de Rayleigh critique
tkepase (R > 1), les premiers rouleaux laminaires de convection apparasent. Il y a alors deux autres points
stationnaires C de coordonrees
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gx - PR
; v = "RR D (3.28)
z =R 1
a)
=
— |, -
b)

c)
R —— - = R —— -
VN—F~ Q

C. Co

C,

Fig. 3.3 { Vues sctematiques du ot au voisinage des points xes
a) R<1, b) 1<R<24.74 et c) R>24.74

Les valeurs propres du ot lirearie respectivement autour de ces deux points xesC ont toutes une
partie eelle regative pour 1 <R< 24.74 [23]. Les deux point xes sont donc stables (g. 3.3.b) Suivant les
conditions initiales, un rouleau de convection laminaire & se cevelopper avec une rotation telle que le uide
chaud monte et le uide froid descende K de méme signe qué&’ ). Remarquons gqu'aucune distinction ne peut
&tre faite entre une convection repesenee parC. (rotation trigononetrique) et une autre par C (rotation anti-
trigononetrique). Le syseme de Lorenz ne contient aucune information sur le sens de rotation des rouleaux :
seules l'intensie de la convection et la dierence de temgerature entre courants ascendants et descendants sont
prises en compte.

Pour R = Ry = 24:74, deux valeurs propres complexes conjuglees traverseraxe imaginaire; il y a
bifurcation de Hopf sous-critique (c'esta dire que les ponts xes perdent leur stabilie par I'absorption d'une
orbite periodique instable [18]). Au deh de cette valeur critique Ry, le ot lirearie respectivement autour de
C pesente une valeur propre eelle regative et une paire ce valeurs propres complexes conjugLees avec une
partie eelle positive. Les trois points xes sont alors instables et la trajectoire seloignera du voisinage de ces
points xes par une spirale (g. 3.3.c).

Le comportement asymptotique du syseme est alors une tragctoire aperiodique qui se developpe sur un
attracteur. A la valeur R = 28 le syseme pesente un attracteur chaotique (g. 3.4) . La convection est alors
turbulente. Les rouleaux de convection voient leur rotation s'inverser de manere chaotique. Toutefois seules
les inversions du sens de rotation des rouleaux sont prisesi&ompte. Rappelons que les equations ne nous
permettent en aucun cas de peciser si la rotation se fait das le sens trigononetrique ou non. Aussi chaque aile
peut jouer le rble de l'autre et eciproquement.
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50,0

~Bg
~200n

Fig. 3.4 { Attracteur chaotique solution du syseme de Lorenz. Valeu rs des paranetres : (R; :b ) = (28 ; 10; 8=3).

3.3.2 Equivariance

e syseme (3.28)etabli par E. Lorenz possede une synetiie axiale. Elle est d& nie par rapporta la droite

perpendiculaire au plan XY et passant par l'origine. Ainsi, nous pouvons passer d'une ailea l'autre par
une rotation de . Du point de vue mattematique, le syseme de Lorenz est ditequivariant. Rappelons
gue le syseme dequations dierentielles propos par E. N. Lorenz ce nit un syseme dynamique non-lireaire
autonome de la forme

x(t) = f ( ;x(t) x 2R3 (3.29)

a 2 R? est le vecteur de I'espace des paranetres ¢k ni par les comosantes R; ;b). Un tel syseme est
equivariant si il \eri e la propree suivante :

f(; x)= f(;x) 2R3 x2RS3 (3.30)

al  est une matrice orthogonale ¢k nissant lequivariance [19]. Dans le cas du syseme de Lorenz, la matrice
orthogonale skcrit :

2 3
1 0 O

=4 0 105 (3.31)
0 0 1

Ainsi, (3.29) reste inchange si nous remplaconsx par x. De ce fait, six(t) est une solution de (3.29) alors

X (t) est aussi une solution [19]. La synetrie du syseme de Loenz appartient au groupe de synetrieZ, (c'est
a dire que 2 =1l). La signi cation physique de cette synetrie se retrouve dans le fait qu'une trajectoire dans
I'espace des phases ne dierencie pas les rotations des rtmaux de convection dans le sens trigononetrique et
dans le sens anti-trigononetrique. Ainsi, siX et Y sont regatifs le uide chaud est ascendant et le uide froid
est descendant comme lorsqu¥ et Y sont positifs. Nous pouvons donc dire que la physique est iawiante sous
le passage d'une con gurationa l'autre, c'esta dire sous I'action de

Dire que le syseme de Lorenz estequivariant signi e que on portrait de phase est invariant sous une

symetrie, c'esta dire que l'image synetrique d'une orbi te geriodique est encore une orbite periodique de méme
periode. La nouvelle orbite peut étre distincte ou identique @ un cecalage temporel pes)a l'orbite originale.
D'un point de vue global, I'espace des phases peut étre corBpement cecompos en egions images les unes des
autres sous l'action de la matrice . Dans le cas du syseme de Lorenz, chacune de ces egionstessoceea
une aile qui ce nit un domaine fondamental.
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Par la eduction de I'espace des phasesa un domaine fondaental, la synetrie du syseme de Lorenz va nous
permettre de simpli er sa caracerisation topologique. M ais nous devons auparavant construire une application
de premier retour.

3.3.3 Application de premier retour

E. N. Lorenz [8] remarque que toute trajectoire quitte une ale pour l'autre lorsqu'elle esta une distance
du centre de l'aile (le point xe) qui exede une valeur critique. De plus, I'exedent par rapporta cette valeur
critique cetermine le point de einjection dans la seconde aile et xe ainsi le nombre de evolutions sur cette
aile avant une nouvelle transition. Une portion de trajectoire sur une aile donree permet alors de pedire le
comportement qui se ceroule sur l'autre aile.

Il observe un comportement analogue lorsqu'il etudie levolution du maximum de la variable Z. Il trace
alors l'application M,+1 = g(M,) a1 My, est la valeur dun®™ maximum de la valeur Z. Cette application lui
permet de ealiser une pediction empirique de levolut ion de son syseme : toutefois celle-ci est limiee par la
sensibilie aux conditions intiales des trajectoires. L'application obtenue par E. N. Lorenz est caraceristique de
son syseme dans la mesure ai elle reete le comportementdynamique de celui-ci.

Nous avons vu au chapitre 1 qu'iccalement, une applicationde Poincae se ¢ nit au voisinage d'une orbite
periodiqgue d'un ot (t) plong dans R" geree par un champ de vecteurs non-lireaire f . Une section R"
d'intersection locale, de dimensionn 1, constitue une hypersurface (pas recessairement planaui est tel que
le ot lui soit toujours transverse. Ceci est eali par | a condition f (x):n(x) 6 0 pour tout x 2 , a n( x) est
le vecteur unitaire normala en x [20].

Les maxima de la variableZ & nissent un tel ensemble constitte de deux hypersurfa ces ., et e nies
respectivement par

_ . 3. @o(XY;Z) _ . @ o(XY;Z) .
.= (X:Y:Z)2 R 67 =0 gz <O0X>0Y>0 (3.32)
o @,(Y;Z) @ o(X;Y:Z)
_ - 3. ol A, Y, A, o X} Y, ) i
= (X:Y;Z)2R%j o7 "0 gz <0X< 0Y <0 (3.33)

qui epondent aux crieres d'une section de Poincae ce nis pe@demment. A ces deux hypersurfaces est in-
trinsequement assocee une direction d'intersection determiree par le ot ;. Du point de vue de l'application
de Lorenz, ces deux hypersurfaces ne sont pas distingleesiie de l'autre. Ceci est une congquence profonde
de la nature de la synetrie du syseme; la coordonreeZ est invariante sous l'action de la matrice . Ces deux
hypersurfaces constituent ce que nous appellerons un ensbla de Poincae: = [ . La recessie d'un tel
ensemble se justi e par les e ets de la synetrie qui interdit de distinguer I'aile gauche de l'aile droite. Ainsi, une
intersection avec . ne doit pas étre distingtee d'une intersection avec . D'une certaine manere, l'ensemble
de Poincae eduit les deux sections et . a une section fondamentale.

Les deux hypersurfaces . et sont respectivementequivalentesa deux plansPy, et Py (g.3.5) ¢k nis
respectivement par :
@ o(X;Y;2) <0

@Y

Py, (X;Y:Z)2R3jY = Yy (3.34)

et
@ ((X;Y;2) >0

@Y

En e et, nous pouvons passerde . ( )a Py, (Py ) sous l'action du ot ; qui e nit ainsi uneequivalence
dieomorphique entre ces plans repesenes gure 3.5.

La repesentation de levolution de Z;j.; en fonction deZ; ai Z; est la coordonree enZ de lai®™® intersection
de la trajectoire avec I'ensemble de PoincaePy = Py, [ Py estrepesente gure 3.6. L'application de premier
retour de Py a lui-méme est identiquea celle obtenue par E. Lorenz [8] Pecisons que lequivalence entre une
application de premier retour dans un ensemble de Poincaeet une application de premier retour au maximum
n'est assuee que dans certains cas particuliers a la toplogie de Il'attracteur l'autorise.

Py X;Y;Z)2R3jY=Y;

(3.35)
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Fig. 3.5 { Projection de l'attracteur de Lorenz sur le plan Y Z :equivalence des plans . et avec les plansPy, et
Py :les deux plans ne sont pas distinguables sur la gure.
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Fig. 3.6 { Application de premier retour dans I'ensemble Py = Py, [ Py

Pour (R; ;b) = (28;10;8=3) le point critique (Z. 385) de cette application corresponda la distance
critique introduite par E. N. Lorenz au deh de laquelle la trajectoire passe d'une aile a l'autre. Ainsi toute
trajectoire, dont l'intersection avec I'ensemble Py \erie la condition Z > Z ., passe d'une ailea l'autre. Au
contraire si Z < Z ¢, la trajectoire ne change pas d'aile. Nous sommes en pesea de deux comportements
dynamiques bien dierents. Ces deux comportements vont carespondrea deux zones topologiqguement distinctes.
Nous allons voir comment les obtenir.

3.3.4 Partition de l'attracteur
Partition invariante

n 1979, J. S. Birman et R. F. Williams [21] introduisent une partition du masque de Lorenz ( g. 3.7) propos

par R. F. Williams [22] qui distingue les deux ailes. Elle estbase sur le segment =[; ] qui repesente
une coupe du semi- ot L assocea ce masque. Letude de J. S. Birman et R. F. Williams est ealize apes
I'explosion homocline autour deR  24:06.

La partition est ce nie par
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Fig. 3.7 { Masque de Lorenz pourR = 24 : A chaque aile est assocee une lettre de la dynamique symbolique.

8 .

< 0 si X< 0
C si X=0 (3.36)
1 si 0<X

Cette partition revienta assignera l'aile gauche la lett re 0 eta l'aile droite la lettre 1. Cette dynamique
symbolique a connu un \eritable engouement; ainsi C. Sparow [23] l'utilise pour coder les cycles limites du
syseme de Lorenz. Plus ecemment, V. Franscheschiniet al [25] utilisent cette partition pour coder les orbites
periodiques du syseme de Lorenz pour R; ;b) =(28; 10;8=3). C. Tresser et R. F. Williams [26] I'utilisent pour
etudier les tresses pesentes sur le masque de Lorenz.

G. B. Mindlin et al [27] utilisent aussi cette partition pour extraire le patron du syseme de Lorenz. Pour
cela, ils construisent un double patron (g. 3.8) directementa partir du masque de Lorenz (g. 3.7).

7

Fig. 3.8 { Double patron extrait du masque de Lorenz.

A n de le eduirea un simple patron, ils e ectuent un deco upage d'une de ses ailes (suivant les pointiles
repesentes sur la gure 3.8) et la recollent sur l'autre ( g. 3.9.a). Le patron est alors achee par uni cation des
deux branches au niveau de la grande boucle (g. 3.9.b).

La matrice de ce patron est alors :

_ 00
ML, = 0 0 (3.37)
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a) b)

Fig. 3.9 { Simple patron obtenua partir du masque de Lorenz par G. B. Mi ndlin et al.

A cette matrice est assocee deux bandes de torsion localeutie : de ce fait l'application de premier retour
doit étre antisyrretrique comme I'a propos Hao Bai Lin [2 8], c'esta dire qu'elle doit possder deux branches
monotones croissantes. Ceci est en contradiction avec |'gfication de premier retour obtenue peedemment
(g. 3.6).

Comme nous l'avons pecise, cette partition distingue les deux ailes et propose une description dynamique
du syseme de Lorenz dierente de celle donree par son ceateur (cf. section 3.2.3). Dans cette approche, c'est
l'information sur l'aile visiee qui est importante : on di stingue l'aile gauche de l'aile droite. Or, nous l'avons vu,
c'est la transition d'une ailea l'autre qui constitue la seule information dynamique eellement pertinente. Or
lequivariance du champ de vecteurs et la synetrie du portrait de phases qui en decoule impliquent I'existence
d'un domaine fondamental permettant de paver I'espace des lpases [3], c'esta dire un traitement identiques
des deux ailes. Ceci n'apparat pas dans la description de B. Mindlin et al.

Nous proposons maintenant une description tenant compte ddequivariance du champ de vecteurs du
syseme de Lorenz [24].

Partitionequivariante

ous partons nous aussi du masque de Lorenz ( g. 3.7) mais, deanerea prendre en compte les proprees
de syrretrie de l'attracteur, nous ealisons une description synetrique des deux ailes. Chaque aile est diviee
en deux egions. Nous obtenons alors un double patron pouny de quatre bandes (g. 3.10).

Suivant cette description, nous obtenons quatre lettres : 01;0 et 1. Les lettres 0 et0 correspondenta la
einjection de la trajectoire dans l'aile dont elle est issue. Les lettres 1 etl sont assoceesa la transition d'une
ailea l'autre. Nous avons deux lettres pour chaque comporément dynamique.

Une aileetant copie de l'autre, les lettres 0 et0 sont assoceesa des egions dont la topologie est idenue.
Aussi, une seule lettre 0 sera utiliee. Il en est de m&éme po les lettres 1 et1. En e et, la synetrie du syseme
de Lorenzetant du groupe Z,, le domaine fondamental est pesent deux fois. Il est assd@a une aile. Une
consquence de ce pavage est qu'une lettre de la dynamiqugrabolique peut correspondrea plusieurs egions
de l'espace des phases, chacune de ces egionsetant la éem'une egion du domaine fondamental.

Il nous reste alorsa eduire le patron du portrait de phases au patron du domaine fondamental (une aile).
Pour cela, isolons l'aile gauche du double patron ( g. 3.11a).

Pecisons que la matrice ¢ nit une rotation de +  (en e et, a n de respecter la con guration de l'attrac-
teur, la bande 1 doit &tre einjecee au dessus de la banded). Ainsi, il sut d'appliquer une rotation de + a
la bande 1 pour la ramener dans le domaine fondamental (g. 3.1.b).
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Fig. 3.10 { Double patron pourvu de quatre bandes : chaque aile est synetrique I'une de l'autre.

axe de symetrie

N
+p

(a) Aile gauche du double patron (b) Simple patronequivariant

Fig. 3.11 { Reduction du double patron assoce au syseme de Lorenz.

101
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Nous obtenons alors un patron constitte d'une bande 0 cepairvue de torsion locale et une bande 1 pourvue
d'une torsion locale + . La matrice assoceea ce patron sécrit alors :

0 O

Mie = 9 01

(3.38)
Nous pouvons maintenant associer la bande 0 (torsion localpaire)a la branche monotone croissante de I'ap-
plication de premier retour ( g. 3.6) et la bande 1 (torsion locale impaire)a la branche monotone decroissante.
La descriptionequivariante est donc en accord avec I'appkation de Poincae propose par E. N. Lorenz.

Les orbites periodiques vont maintenant étre extraites & codceesa l'aide de cette dynamique symbolique.

3.4 Population d'orbites riodiques

1 extraction des orbites periodiques se deroule suivant lanmethode proposee par P. Dutertre [29] et utilisee
L sur le syseme de Ressler au chapitre peedent. La recterche s'e ectue dans I'ensemble de PoincaePy .
Nous distinguerons auparavant les orbites synetriques etes orbites asynetriques.

3.4.1 [egprerescence

arce qua une lettre de la dynamique symbolique correspondnt plusieurs egions distinctes de I'espace des

phases, des orbites periodiques distinctes dans I'espaaes phases vont étre cocees par la méme squence
symbolique. De telles orbites sont dites cegereees etsont images les unes des autres sous la transformation de
synetrie. La cegererescence cepend de la synetrie des orbites. En e et deux types d'orbites periodiques sont
obsenees sur le syseme de Lorenz : les orbites synetriges et les orbites asynetriques.

Les orbites synetriques

Soit une orbite ¢ nie par I'ensemble fx (1);t2[0;T [gar T estla periode temporelle de l'orbite . On
aevidemment x (0) = x (T ).

Ce nition 1 : Une orbite est dite symetrique si
fx (1);t2[0T[g=fx (1);t2[0T [g;
c'esta-dire si l'orbite et son image sont confonduesa un cecalage temporel pes (soit = ).

Dans le cas du syseme de Lorenz, ces orbites sont donc uniga. Une orbite synetrique est repesente
gure 3.12.

Les orbites synetriques ne sont donc pas cegereees. Du point de vue de la dynamique symbolique, ces
orbites ont un comportement un peu particulier. En e et de telles orbites peuvent étre ceccomposes de la
manere suivante :

fx (1);t2[0T [g= x (1);t2 O;T? + x ();t2 T?;T

Du point de vue de la dynamique symbolique, si la £quence sybolique assoceea I'ensemble

T
x (t);t2 0,7

n h ho
est par exemple (D0), la £quence symbolique decrivant 'ensemble x (t);t 2 T7;T sera ~100) = ( 100).

La quence de l'orbite est donc (100 100). Cela veut dire que lorsque l'orbite perodique est eduite sur le
domaine fondamental, I'orbite eduite est cecrite deux f ois. La periode n'est donc pas de 6 (dans notre exemple)
mais de 3...! Il en est ainsi pour toutes les orbites geriodijues synetriques du syseme de Lorenz : leur periode
sur le domaine fondamental estegalea la moite de celle gparaissant sur I'ensemble de l'espace des phases.
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~16.q

Fig. 3.12 { Orbite synetrique du syseme de Lorenz.

Les orbites asynetriques

Soit une orbite ¢ nie par I'ensemble fx (1);t2[0;T [ga T estla geriode temporelle de l'orbite . On
aevidemment x (0)= x (T ).

e nition 2 : Une orbite est dite asynetrique si
fx (1);t2[0;T [g\f x (t);t2[0;T [g=;
c'esta-dire si il n'existe aucun point commum entre l'orbite et son image

Dans le cas du syseme de Lorenz, ces orbites apparaissenappaire (car 2 = 1). Une paire d'orbites
asynetriques est repesenee gure 3.13.

2040 ~200

Fig. 3.13 { Paire d'orbites asynetriques

Ainsi les orbites periodiques asynetriques du syseme ce Lorenz sont cegereees deux fois. Chacune est cocke
par la méme squence symbolique. En e et, supposons quedthite  soit cocke par la £quence symbolique (01).
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Son image sera cocke par la £quence(01) = (101) a1 ~ est l'operateurequivariant agissant sur leseements
de la dynamique symbolique. Les deux lettred) et 1 etant respectivementequivalentes aux lettres 0 et 1, la
equence symbolique eduite au domaine fondamental est101).

Du point de vue de la dynamique ou, de manereequivalente,de la topologie, ces deux orbites periodiques
sont indiscernables.

Nous avons donc vu que la degererescence d'une orbite pEodique cepend de sa synetrie : une orbite
asynetrique est cegereee deux fois alors qu'une orbite synetrique ne l'est pas. D'autre part, les orbites
synetriqgues ont une periode egale a deux fois la fois la periode de Il'orbite correspondante sur le domaine
fondamental.

3.4.2 Population d'orbites priodiques

Rappelons la partition donree par I'application de Poincae sur I'ensemble Py :

8

< 0 si Z<Z;
C si Z2=12; (3.39)
1 si 2>Z,

al Z. 385. Les orbites periodiques ontet extraites et cocees a l'aide de la partition peedente. La population
est reporee dans le tableau 3.2. Un seul point periodiquede chaque orbite est donre : c'est le point le plusa droite
de l'application de premier retour ( g. 3.6), c'esta dire | e point periodique le plusa la geripkerie de l'attracte wur.
L'attracteur se ceveloppant par sa frontere peripker ique, classer ces points geripteriques par coordonrees
croissantes revienta les classer par ordre d'apparition sr l'attracteur sous une variation du paranetre de
controle.

Au sein de ce tableau, nous constatons qu'il manque I'orbitgeriodique cocee par la quence (0). En e et
cette orbite, ree lors de 'apparition des premeres instabilies lorsque R > 1, est detruite par une bifurcation
inverse de Hopfa Ry = 24:74 [18]. Sinon, et ce jusqua la periode 7, toutes les orbies periodiques pedites
par la dynamique symbolique binaire sont pesentes sur |'#racteur. Pour une geriode p donree, ce nombre est
obtenu par la relation suivante [29] :

X
2° i<piN
Np - i=mod (p;i )=0 (3.40)
p
al i est un entier diviseur de la geriode p. La population d'orbites geriodiques se epartit comme indique Tab.
3.1.

Tab. 3.1 { Repartition de la population d'orbites periodiques en fo nction de la geriode p.

p 1 2 3 4 5 6 7
No 2 1 2 3 6 9 18

La route vers le chaos et le processus d'apparition des orlas periodiques du syseme de Lorenz ne sont pas
encore clairement compris. Nous pouvons seulement dire qua naissance de l'attracteur chaotique de Lorenz
(R = 28) esulte d'une srie d'orbites homoclines (la premiere apparat pour R 13:926) et d'une bifurcation
de Hopf (Ry  24:74).

Cependant les travaux de C. Sparrow [23] permettent d'en savir un peu plus. Ainsi, lorsque 224 < R <
Ra  24:06, un chaos netastable apparat dans le egime transitare menanta I'un des deux points xes C . C.
Sparrowetudie alors levolution du nombre maximum Ny, de evolutions conscutives sur une aile, c'esta dire,
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suivant notre dynamique symbolique, la suite de 0 la plus logue apparaissant dans les ssquences symboliques
des orbites periodiques. Il observe que pouR = Rja, cette suite est in nie. Comme nous l'avons vu au chapitre
peedent, la £quence in nie (0) ! est la dernerea apparatre au sein d'une dynamique symiolique assocee
a une application de premier retour constittee d'une branche monotone croissante et d'une branche monotone
cecroissante. Nous pouvons alors dire que la dynamique sybolique est compkte pour R = Ra, C'esta dire
gua chaque squence symbolique peut &tre assocee unerbite periodique sur l'attracteur. Au dehde R = Rjp,
le nombre N, cecroit sur l'intervalle Ra <R < 28 pour atteindre la valeur N, = 24 pour R = 28 [23]. Ainsi,
pour R = 28, aucune quence symbolique ne peut contenir une suitele 25 symboles 0. Lelagage se ealise
donc par le voisinage du point xe (comme pour le syseme de Bssler) et c'est le nombreNy, qui le pilote.

Aucune orbite de periode inkrieurea 25 ne peut donc étre elaglee. Les orbites homoclines responsables
de cetelagage ne peuvent donc &tre ceteckes dans la pagation que nous avons extraite (tableau 3.2). La
caracerisation topologique que nous allons donner pouR = 28 setend ainsi sur l'intervalle 22 :4<R <R 3 35
al Rz est la valeur deR pour laguelle une troiseme branche apparat sur l'application de premier retour.

Lesetudes nunreriques de C. Sparrow indiquent que I'enti¢ N, subit une decroissance monotone suRa <
R < 28. Cependant, pour des valeurs d&R superieuresa 28, le ceveloppement de l'attracteur s'inverse. Ainsi,
pour R = 30:2, N, = 33. Puis pour R > 30:2, N, cecroit jusqua atteindre la valeur Ny, = 2 pour R proche
de 475 a1 une orbite homocline (100) apparat. Pour R 54:6, I'orbite homocline (10) survient impliquant
N = 1. Nous n‘avons pas poursuivi letude de C. Sparrow au deé.

Pecisons en n que les orbites synmetriques sont impaireset que les orbites asynetriques sont paires. En
e et, une orbite periodique synetrique issue des conditions initiales (Xo; Yo; Zo) est telle qu'elle visite le point
( Xo; Yo;Zo) apes avoir cecrit sa quence symbolique. Autrement dit, si elle est issue de l'aile gauche, elle se
retrouve dans l'aile droite et vice versa. Elle e ectue un nanbre impair de transitions d'une ailea l'autre. Seule
la lettre 1etant assoceea une transition, la squence symbolique d'une orbite geriodique synetrique contient
donc un nombre impair de lettre 1 : l'orbite est donc impaire. Au contraire une orbite asynetrique est paire.

La connaissance de la population d'orbites periodiques vanaintenant nous permettre de \eri er le patron
propo< par le calcul des nombres de liaisons sur une projgon egulere d'une paire d'orbites periodiques.

3.4.3 \érication du patron

a proedure de \eri cation du patron est constitiee de de uxetapes. La projection d'une paire d'orbites de

faible periode sur un plan egulier (qui ne contient pas de croisements mettant en jeu plus de deux segments
d'orbites) est eali®e et le cecompte des intersections orienees e ectwe. Ensuite le nombre de liaisons obtenu
est compae au nombre de liaisons pedit par le patron.

Nombre de liaisons d'un syseme synetrique

Pour un syseme cepourvu de synetrie, le nombre de liaisons entre deux orbitesN; et N, estegala la
demi-somme des intersections orienees. Pour un sysem@ossdant une synetrie, le probeme n'est pas aussi
simple. En e et nous devons travailler sur un domaine fondanental a n d'obtenir une repesentation correcte
de la dynamique. Si cette restriction au domaine fondamenthne pose aucune di cule pour le cas des orbites
synetriques (leur synetrie leur impose de se dcevelopperde facon identique sur le domaine fondamental et
chacune de ses copies), la eduction au domaine fondameritdes orbites asynetriques est plus celicate car elles
se ceveloppent dieremment sur le domaine fondamental et sa copie. De manerea ecugerer toute l'information
sur le domaine fondamental (une aile), nous utilisons la prgection de la paire d'orbites asymnetriques. Les orbites
asynetriques sont donc deux fois pesentes sur la projedbn. Rappelons maintenant que les orbites synetriques
cecrivent deux fois leur £quence symbolique, elles sontlonc, elles aussi, deux fois pesentes sur la projection.
De ce fait, chaque intersection entre deux orbitedN; et N, quelconques est pesente deux foix sur la projection
utilieee.

Le nombre de liaisonsL (N1; N;) entre les deux orbitesN; et N, est doncegala :

X
LNGND= 5 12 (341)
p
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Tab. 3.2 { Population d'orbites periodiques de l'attracteur de Lore nz pour R=28: Z = R

periode

nombre

coordonree enX

coordonree enY  squence

1

1

14.2522065229075

39.7867245557628

1

2

1

14.7951769528952

40.9221648730683

10

3

2

15.0378085672956
15.2525741900232

41.4299223274386
41.8793281783582

101
100

14.9014053465600
15.5333228010990
15.6325217983120

41.1445542869137
42.4674009054383
42.6752843547410

1011
1001
1000

14.9570960493399
15.0045396304132
15.3339887740149
15.3800026295199
15.9009962294797
15.9506406339437

41.2610562581815
41.3601910034850
42.0497991445220
42.1462162629907
43.2384692343331
43.3426767000909

10111
10110
10010
10011
10001
10000

14.9080697447421
14.9301766188238
15.2767001944811
15.4438112202875
15.4650080247364
15.7335115409141
15.7556674190500
16.1947710017620
16.2208644569255

41.1583442728562
41.2047410000841
41.9299072293076
42.2798646308593
42.3242267651286
42.8870455735786
42.9335348447330
43.8556077733616
43.9104704676447

101110
101111
100101
100111
100110
100010
100011
100001
100000

18

14.9422872802413
14.9524784956985
15.0111478727811
15.0217932032591
15.3026124353992
15.3130845099294
15.4034466786862
15.4131943204163
15.5010105784521
15.5121509402480
15.6662631212589
15.6776819975134
15.8164912332924
15.8268752708803
16.0514736994975
16.0628375423665
16.4396691577596
16.4538203987959

41.2300761367168
41.2512584982527
41.3740186539534
41.3964130948526
41.9841592585449
42.0060246273502
42.1952679567950
42.2157331064021
42.3996960317227
42.4230008978666
42.7460245727538
42.7699906303591
43.0611310681897
43.0829030721697
43.5544439668688
43.5783243169851
44.3709166248524
44.4007175101430

1011111
1011110
1011010
1011011
1001011
1001010
1001110
1001111
1001101
1001100
1000100
1000101
1000111
1000110
1000010
1000011
1000001
1000000

1

27
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al p cesigne un croisement entre l'orbite N; et l'orbite N».

\éri cation

Prenons la paire (10110). L'orbite (101) est paire, elle est donc asymetrique. Nous utiliserons donc la
paire d'orbites assoceea cette quence symbolique. lorbite (10) est impaire, elle est donc synetrique. La
projection de ce couple d'orbites (g. 3.14.a) pesente daze intersections positives et quatre regatives. Le
nombre L (101; 10) vaut donc :

L(101;10) = %(12 4) = +2

50t ---- g
— (101)
40 - ]
)

30 - 1 10 11

20 - 1
10 s . ‘ ‘ s 011 01 110 10 10

-30 -20 -10 0 10 20 30

X

(a) Projection du couple (101 ; 10) (b) Graphe d'insertion :  Nj,s (101;10) =2

Fig. 3.14 { Calcul du nombre de liaisons : L(101;10) = 2(12 4) = 2. La base superieure du graphe d'insertion est
obtenue par une simple inversion de la bande 1.

Rappelons la relation obtenue au chapitre peedent permettant le calcul du nombre de liaisons entre deux
orbites N1 et N, a partir de la matrice du patron et de la dynamique symbolique :
2 3

1 X1 W2
L(N1;Np) = 54 M( i;j) + Nins (N1;N2) (3.42)
i=1 j=1

a ; et ; repesentent les lettres de la equence symbolique assee respectivementa l'orbite N; et N, de
periodes respectivesp; et p,. A l'aide de cette relation et de la matrice du patron (3.38), nous obtenons :

L(10510) = 1[2M(1;1)+3M(1;0)+ M (0;0) + Nins (101; 10)]
(3.43)
3[2+0+0+2]=2

al Nips (101; 10) est construit selon les egles 2.1 et 2.2 du chapitre pedent (Nis (101; 10) = 2, g. 3.14.b).

Le patron est donc valice. Nous avons donc construit une dymmique symbolique capable de coder toutes
les orbites periodiques jusqua la periode 7 (soit 40 orbites) sans aucune ambiguie. Nous retrouvons la méme
population que V. Franceschini et al [25] qui utilisent la méme partition que G. B. Mindlin et al. Toutefois,
notre analyse tient compte de lequivariance du syseme,ce qui aura de profonde consquences pour une analyse
plus globale de la dynamique (par transformee de Fourier, wir section 3.6). Il reste cependantaelucider le cas
de plus grandes valeurs du paranetreR. En e et pour R = 60, V. Franceschini et al ne peuvent coder toutes
les orbites periodiques sur une dynamique symbolique biniae.
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3.5 Dynamique symboliquea trois lettres

E n augmentant le pararetre de contréle, le chaos se cevelppe. De nouvelles branches monotones apparaissent

sur l'application de premier retour ( g. 3.16). Le patrona trois bandes sera extrait et valice. L'attracteur
correspondant est repesente gure 3.15.

160.0

1400

20.0

9
g
I+

~30,

T

Fig. 3.15 { Attracteur solution du syseme de Lorenz pour R =90.

3.5.1 Application de premier retour

‘application de premier retour est tout d'abord construite sur I'ensemble de PoincaePy avec la variableZ.

Cette application pesente une troiseme branche monotone qui est croissante ( g. 3.16.a). Malheureusement,
nous observons un cedoublement des deux premeres bran@s : deux points critiques,Z1, et Z,_, apparaissent
entre ses deux branches. Nous ne pouvons donc statuer surntervalle [Z;, ;Z, ]. Ce dedoublement est une
consquence du cedoublement de la section de Poincae (g. 3.16.b) provoqLe par le ceveloppement de la varee
stable hors des plans contenant les deux ailes [31] ( g. 3.1€). Plus une trajectoire se situea la periprerie d'une
aile (gris fone sur la gure 3.16.c) plus elle subit I'in u ence de la varee stable (gris clair) : de ce fait elle va
avoir tendancea quitter le plan de l'aile eta s'enrouler sur la varee stable hors du plan des ailes.

Ce cedoublement peut etre eduit par l'utilisation d'un e variable W construitea partir des variables X et
Z suivant la relation :

W =jXj+2:8Z (3.44)
aJ 2:8 est un facteur empirique. La valeur absolue de la variabl&X gquivariante) est utilie a n d'obtenir une
variable W invariante comme l'est la variable Z. Ceci est impos par la eduction au domaine fondamental que
constitue une aile.

L'application de premier retour alors obtenue (g. 3.17) ne pesente plus aucune ambiguie entre les deux

premeres branches. Un eger cedoublement, inessentie€pour la partition, persiste sur la deuxeme branche. La
partition de Il'attracteur est alors la suivante :

8
< 0 si W<W;|_c
1 si W;]_C<W<W2C

(3.45)
2 si Wy <W
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160
ZJC
|
z3
140
. FAn
— ! kY
Y
120 b \ P
135/
100 L L
100 120 140 160
Z(1)
(a) Application de premier retour
80
70 + e —
i
60 - B
50 F B
40 - B
30 - b
20 s ‘ ‘
15 20 25 30 35
X ‘
(b) Section de Poincae (c) Developpement des varees stables hors des plans

assoces aux ailes

Fig. 3.16 { Dedoublement de la section de Poincae du syseme de Lore nz R = 90.

490 .
Wy oz 3334
IL‘
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£ 390
Z 0 I

340 | 2

wy T 3976
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Fig. 3.17 { Application de premier retour construite avec la variable W : le cedoublement des deux premeres branches

a pratiquement disparu.
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La population d'orbites periodiques est alors extraite et coceea l'aide de cette dynamique symbolique. Pecisons
gue la troiseme branche monotoneetant croissante, la létre 2 est paire. Mais auparavant, dressons le patron.

3.5.2 Caracetrisation topologique
Le patron

Comme pour le casa deux lettres, le patron est extraita partir d'un masque construit directement sur
l'attracteura l'aide de la partition ci-dessus. En accord avec I'application de premier retoura trois branches, le
masque obtenu comporte trois bandes par aile ( g. 3.18).

-p

Fig. 3.18 { Masque de Lorenz pourR =90 : la lettre 2 est pourvue d'une torsion locale de

Selon la proposition de P. Kent et J. Elgin [32] (section 2.41), les bandes 0 et 1 sont identiquesa celles
pesentes pour R = 28 : en e et, hormis leseventuelles orbites homoclines qilimpliquent unelagage des orbites
mises en jeu (cf. chapitre 2), aucune bifurcation entre les nbites de faible periode de ces branches n'apparat
sur la plage 28< R < 90. La bande 2 est particulere car avant sa einjection dans le plan de l'aile, elle subit
une torsion locale de  (g. 3.18). Le double patrona six bandes est donc obtenu (g. 3.19).

Fig. 3.19 { Double patrona six bandes du syseme de Lorenz (R =90) : la bande 2 pesente une torsion localeegalea
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Nous proedons maintenanta la eduction de ce patrona u n domaine fondamental (une aile). Choisissons
l'aile gauche. Les trois bandes issues de cette aile doivedbnc etre einjeckees sur celle-ci. Ceci est automati-
guement eali®e pour la bande 0. Les bandes 1 et 2 sont eifjeckes sur cette aile par action de la matrice ,
c'esta dire par I'adjonction d'une rotation de + : la bande 1 se retrouve avec une torsion locale de +et la
bande 2 avec une torsion locale nulle ( + = 0) retrouvant ainsi une parie paire en accord avec l'application
de premier retour.

Le patron ainsi construit est repesene gure 3.20. La matrice qui lui est assocee sécrit :

2 3
0 0 O

M ,=40 +1 05 (3.46)
0 0 O

La population d'orbites periodiques va maintenant &tre extraite.

Fig. 3.20 { Patrona trois bandes du syseme de Lorenz ( R = 90).

3.5.3 Population d'orbites geriodiques

| existe toujours des orbites periodiques synetriques etasynetriques. Pourtant, la synetrie d'une orbite ne
peut plus se ceterminer sur sa parie comme pour le casa deix lettres. En e et nous avons vu que c'est dans
la transition d'une ailea l'autre que eside la clef de la synetrie d'une orbite. Pour la lettre 2, il n'y a plus
correspondance entre transition et parie. En e et,a la | ettre 2 est assocee une transition d'une ailea l'autre
comme pour la lettre 1.
Cependant, nous pouvons construire un operateur de trandion T agissant sur les lettres de la dynamique

symbolique de la manere suivante : 8
< TO)=0
TQ)=1 (3.47)
TR =1

c'esta-dire que la valeur T( ;) vaut 1 si la lettre ; est assoceea une transition d'une ailea l'autre et 0 sinon.
Il \eri e la propree suivante :

al (1; 2;::1; p) estla ssquence symbolique d'une orbite de periode p. Ainsi une orbite est symetrique si
T( ) est impair et asynetrique si T( ) est pair. Par exemple

T(201) T@2)+ TO)+ T(1)
140+1=2

(3.48)
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L'orbite (201) est donc asynetrique : la paire correspondante est repesentee gure 3.21.

~30n ~40.n

Fig. 3.21 { Couple d'orbites asynetriques cockes par la £quence (210).

La population d'orbites periodiques est epertoree da ns le tableau 3.3. Parmi cette population, certaines
syllabes (suites de plusieurs lettres) sont absentes. Ailscomme l'avait indique C. Sparrow [23], le nombre N,
est tes faible ggala 2). Il semble que sur l'intervalle 54:6 < R < 90, N, a,a nouveau, subi une croissance :
eneet, N, =1 pour R 546) alors queN, =2 pour R 90 (aucune syllabe de plus de deux 0 n‘apparat
au ssein de la population d'obites periodiques). La dynamgue symbolique est doncelagwee. Cela se traduit par
une croissance de la zone lacunaire au voisinage des pointges C, et C , en d'autres termes, le "trou" au
centre des ailes s'agrandit!

Pecisons qu'aucune ambiguite n'aee rencontee lor s de la codi cation des orbites periodiques. La partition
choisie est donc gereratrice (une squence pour une orlie periodique). La \eri cation du patron va maintenant
étre e ectwee.

3.5.4 \érication du patron

a \eri cation est ealieea l'aide du couple (21 ;10). A l'aide de I'operateur de transition T, la synetrie des
L orbites est obtenue :
TQRL=TQ)+ TA)=2

T(10)= T(1)+ T(0)=1 (3.49)

L'orbite (21) est donc asynetrique (T (21) pair) et I'orbite (10) synetrique ( T (10) impair). Ces deux orbites
sont projeees sur le plan XY (g. 3.22). Elles pesentent 6 intersections positives et 2 intersections regatives.
Le nombre de liaisonsL (21; 10) vaut donc :

L(21;10) = %[6 2]1=1 (3.50)

La relation (3.42) permet de calculer directement ce nombra partir de la matrice du patron et de la dynamique
symbolique. Nous obtenons :

L(21;10) = Z[M(2;1)+ M(2;0)+ M (1;1)+ M (1;0) + Nis (21; 10)]
(3.51)
= J[0+0+1+0+1]=1

Le nombre pedit par le patron est en accord avec celui calch sur la projection. Le patron est donc valick.
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periode

nombre

coordonree enx

coordonree enz

Lquence

1

25.478207324154685

116.23459080526681

1

3

27.570304253868592
35.818977618411665
35.841956441468398

121.77894014726495
145.23543324257088
145.30401939870268

10
20
21

29.001297921366326
30.169353523091409
32.071961450234518
32.444805646181500

125.72437276449841
128.94652544285941
134.31230268147127
135.37873779299628

101
100
200
201

28.039813520502324
34.361124197001246
34.385382432962039
35.822138123959327
37.181197281787277
37.182519061358910

123.09640175162681
140.92600017444059
140.99687337118553
145.24489523835774
149.33489616355573
149.33891906126050

1011
2011
2010
2120
2110
2111

13

28.423588279617911
28.680471724880737
33.457830365349188
33.485708693880781
35.269747758336663
35.278512469258204
35.672644971803456
35.675318134657114
35.985001033379584
35.986955790743373
36.371054542278677
36.373903419227726
37.891334175997994

124.14189375440889
124.82017787583088
138.29438744751161
138.37569942081269
143.60263822581839
143.62853362619259
144.79928004898089
144.80728736122968
145.73128466229388
145.73710772710779
146.88827940568438
146.89683481065490
151.50055008378002

10111
10110
20110
20111
20101
20100
20200
20201
21201
21200
21100
21101
21111

Tab. 3.3 { Population d'orbites periodiques de l'attracteur de Lore nz pour R=90: Z = R

1=89

113
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120

01
70
01
20 L L
+75 +25 25 75
X
(a) Projection du couple d'or- (b) Graphe d'insertion : Nips (21;10) =1

bites (21; 10)
Fig. 3.22 { Calcul du nombre de liaisons L (21; 10).

Avec notre dynamique symbolique ternaire, nous avons codsans ambiguie toutes les orbites de periode
inErieure ouegalea 5 (soit 27 orbites). Nos esultats con rment ce qu'avait avane V. Franceschini et al [25],
c'esta dire que pour les grandes valeurs d®, une dynamique symbolique binaire est insu sante. La desciption
equivariante, par une eduction du portrait de phasesa u n domaine fondamental, ewele ici toute sa puissance.

Toutefois, les capacies d'un tel formalisme ne se limite @sa la description des orbites geriodiques. Toute
etude dynamique doit etre eali®e avec une e cacie a ccrue sur le domaine fondamental. Nous en donnerons
un exemple avec le spectre de puissance.

3.6 Spectres de puissance

dward Lorenz intitule son article pesentant ce qui est ce sormais connu comme le premier exemple d'attrac-

teuretrange : ot ceterministe aperiodique . L'aperiodicie se traduit par une large bande dans le spectre de
puissance. Celle-ci est gereralement I'une des caractstiques du chaos. En principe les sysemes periodiques
ou quasi-geriodiques ont un spectre de puissance constiéude pics. Ainsi, tout syseme dynamique ceterministe
dont le spectre n'est pas compos de pics est, en principehaotique.

Cependant, certains attracteursetranges ont des spectre de puissance superposants des pics et une large
bande. De tels attracteurs posedent une propret de cderence de phase.

3.6.1 La colerence de phase

‘existence de pics dans le spectre de puissance d'une stiemporelle x(t) et la lirearie de la transfornee
de Fourier impliquent que la rie x(t) peut étre ecrite comme la somme d'une composante gerioéjue et
d'une composante ageriodique :

X(t) = Xp(t) + Xap(t) (3.52)

Ainsi la fonction d'autocorelation peut étreecrite co mme la somme d'une composante tendant vers 0 et d'une
composante periodique qui ne decroit pas vers 0.

Pour les signaux de la forme de lequation (3.52), la compoante aperiodique introduit une incertitude sur la
mesure du temps d'un cycle de la composante eriodique (sbune evolution sur 'attracteur). Cette incertitude
estegalea l'incertitude de mesure du temps de plusieurs gcles, elle ne croit pas avec le temps : c'est la coterence
de phase.
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Cette propret est estinree par Farmer et al [30]a I'aide de la quantie statistique suivante :

X
T(i)= lim Ni To()  T() (3.53)

n=1

al T(i) est le temps moyen pouri cycles (un cycle est une evolution entre deux maxima), T, (i) est le temps
pour i evolutions du n®™€ echantillon et N est le nombre dechantillons.

lls analysent donc les proprees de colerencea l'aide d'une statistique sur le temps de retour au maximum
des variablesX (t) et Z(t) du syseme de Lorenz ( g. 3.23). lls observent des proprees de coterence dierentes
suivant la variable utilisee. La variable Z(t) pesente une coterence de phase bien superieurea cedl qu'ils
observent sur la variable X (t). Si I'on reconna le principe dequivalence des variades du point de vue de
l'information sur la dynamique, ce esultat nous menea u ne contradiction dans la mesure ai la propret de
colerence est une propree du ot et non une propree de certaines variables comme le laisse supposer les
esultats de J. D. Farmer [30].

10[

8 Lorenz X(t)

Lorenz Z(t)

0 256 512 768 1024
temps (en pseudo-periode)

Fig. 3.23 { Perte de coterence T pour les variables X (t) et Z(t) de l'attracteur de Lorenz, et de la variable x(t)
du syseme de Ressler. Les temps sont adimensionalies par rapporta la pseudo-periode fondamentale de l'attract eur
consicee.

L'origine de ces esultats provient, en fait, de la diere nce de nature des variables du syseme de Lorenz.
Les variablesX (t) et Y (t) sontequivariantes, c'esta dire gu'elles distinguent les deux ailes : elles consicerent
I'ensemble du portrait de phase. A l'inverse, la variableZ (t) est invariante ; elle ne distingue pas les deux ailes
ce qui revienta dire qu'elle eduit I'information dynami que sur le domaine fondamental que constitue une aile.
Plus peciement, I'ensemble des maxima de la variableX (t)

X;Y;Z) _ . @ o(X;Y;Z)

.= (GY;2)2 RG2Y

@x 0; ax <0 (3.54)
e nit une section de Poincake sur une seule aile (telle que X > 0;Y > 0). L'ensemble des maxima de la variable
Z(t) e nit ce que nous appelons un ensemble de Poincae z = 2z, [ z
z. = (X;Y:Z)2R%X> 0, Y >0 %zo; %<o (3.55)
et
. = (XYiZ)2 R%X< 0 Y <0 @oYiZ) _ o @ oXiYiZ) (3.56)

@z ’ @2
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Nous retrouvons ici des distinctions analoguesa celles recontees au tebut de ce chapitre. Nous avons
monte que la caracerisation topologique (dynamique) devait étre ealise sur le domaine fondamental. Aussi,
lorsque c'est la variable X (t) qui est consiceee, letude doit étre eduite au doma ine fondamental. Dans la
mesure aJ la colerence de phase est une propree dynamgue (topologique), sonetude doit &tre aussi ealiee
sur le domaine fondamental. Ceci peut &tre simplement ed#ie en utilisant I'ensemble de Poincae & ni par

x = x., [ Px a x, estdonre par la relation (3.54) et x corresponda l'ensemble des minima de la
variable X (t) :

R% @0 YiZ) _ . @ o(XiY;Z) _
@X ’ @x

Il apparat donc que les statistiques eali®es par J. D. Farmer et al [30] portent sur des quanties pro-
foncement dierentes. L'une, issue de la variable X (t), est leea la periode de evolution sur I'ensemble du
portrait de phase alors que l'autre, issue de la variabl& (t), est directement releea la geriode de evolution sur
le domaine fondamental. Ainsi leventuelle coterence dephase est compktement masquee au sein d'une variable
equivariante. Dans un contexte plus gereral, les variables equivariantes ne sont pas de bonnes variables pour
l'analyse du comportement dynamique d'un champ de vecteursquivariant.

x = (X;Y;Z2)2 0 (3.57)

3.6.2 Les proprees de nelange

e manerea observer la coterence de phase, le comportenmta long terme des trajectoires issues d'une
Dsection de Poincae estetude. En e et, la coterence d' un syseme dynamique est >ee par les proprees
de nelange de l'attracteur sur lequel le comportement asynptotique s'installe.

Lorsqu'un attracteur est incolerent, un nuage de points repartis dans une section de Poincae se ceveloppe
sur I'ensemble de l'attracteur sous l'action du ot (. La densie de points avoisine alors une distribution de
probabilie asymptotique, qui est aussi appeke mesure invariante parce qu'elle est une signature du ot ;. La
distribution nale est incependante de la localisation de I'ensemble initial : aucune information sur le temps
initial ou la position de I'ensemble ne persiste. Mais, si unattracteur posede un haut dege de coterence de
phase, il doit propager dans le futur de l'information sur la phase. L'ensemble de points doit rester localie tes
longtemps.

L'attracteur de Lorenz possde un spectre d'exposants de yapunov constitte d'un exposant positif, d'un
exposant nul et d'un exposant regatif. L'exposant positif implique que la taille d'un nuage de points localie
augmente (en moyenne) exponentiellement dans une directiotransverse au ot . L'exposant nul implique
gue, en moyenne, le huage névolue pas le long du ot ;. L'exposant regatif impose au nuage de se contracter
suivant une direction transversea l'attracteur.

Ceci est illuste sur la gure (3.24) a1 un ensemble de condtions initiales D est choisi tel que

. @f
D= (X;Y;Z)2R3%X =X4; =—>0 3.58
(YiZ) 2 RX = X+ i oo (3.58)
Il & nit ainsi une section de Poincae choisie sur l'aile droite. L'ensemble D est constitte de 500 points.
Levolution de cet ensemble estetudee sous l'action du ot , assoce au champ de vecteurd du syseme

de Lorenz. Une "photographie" est prise toutes les 8ts. Chaque vue (g. 3.24, vue 1) est constittee de 9
photographies et correspond approximativementa une ewlution sur le domaine fondamental (la pseudo-periode
fondamentale est de 073s).

Durant la premere evolution (g, 3.24, vue 1), le nuage d e points evolue uniquement dans la direction
transverse au ot. Aucune evolution le long du ot n'est obs enee. La structure en lament de I'ensemble
original est pesenee. La coterence de phase est pour lenoment consenee.

Lorsque la deuxeme evolution est aborcee (g. 3.24, vue 2), le lament sktire. Ceci est d0 au gradient
qui s'annule au voisinage du point xe origine Cy. Toute trajectoire passant en ce voisinage y reste un temps
relativement long. De ce fait, I'extemie peripreriq ue du lament estetiee par le point xe Cgp. La colerence
de phase, si elle est peseree au c ur des ailes, dispard&a la peripterie par unetirement du lament le long
du ot.

Au fur eta mesure de la propagation du lament, cet e et s'am plie, et le lament s'oriente le long du
ot plutét que transversalement. La coterence de phase, @i se traduit par un lament transverse au ot, est
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Fig. 3.24 { Proprees de nelange du syseme de Lorenz :evolution d'un nuage de points issu d'une section de Poincae
D (sur chaque image sont repesentes neuf photographies de levolution de D sur une pseudo-geriode Ty : elles sont
prisesa un intervalle de temps de T=9.

alors cktruite. Poursuivre letude du lament aboutirai ta la photographie d'une epartition des points suivant
la distribution repesentative du ot.

Ce Im sur les proprees de nmelange met enevidence que la coterence de phase est une proprete du ot.
Ainsi chaque variable, respectant le principe dequivalence, doit contenir la m&éme information sur la coterence
de phase.

3.6.3 Le probéme

es spectres de puissanceetant une signature de la colerea de phase, les consicerations peedentes doivent
L se retrouver sur ceux-ci. En particulier, toutes les varialles doivent fournir le méme spectre de puissance. Un
syseme comme celui de Ressler o re trois spectres identjues. Or, il est bien connu que le syseme de Lorenz a
la facheuse particularie de ne pas o rir des spectres de pissance identiques selon qu'ils sont calcuksa partir
de telle ou telle variable. Il o re deux spectres identiquessur les variablesX et Y qui dierent de celui issu de
la variable Z (g. 3.25).

Les spectres extraits des deux variables equivariantes n@esentent pas de pics au niveau de la fequence
assocee a la pseudo-periode de evolution sur le domane fondamental. Les spectres sont monotoniquement
cecroissants. Aucune propree de coterence ne se retiouve sur ces variables : les esultats sont en accord
avec letude de levolution de l'incertitude sur la mesur e du temps de evolution ( g. 3.23). La variable Z(t)
pesente un pic relativement large comparativementa celui obsene sur le syseme de Ressler (variablex(t) pour
a=0:398). En e et, la largeur des pics est leea l'incertitude sur la periode de evolution [30].

Suivant les constatations faites sur levolution de l'incertitude de mesure (section 3.6.1), le spectre de puis-
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PSD (dB)
<
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Frequency
Fig. 3.25 { Spectres de puissance du syseme de Lorenz : les fequence sont adimensionnaliees par rapporta la
fequence fondamentale. Les spectres sont calcuesa partir de 32000 pointsa raison de 40 points par pseudo-gerio de.

sance doit etre e ectie a partir d'une variable invarian te (comme Z(t)). Les variables equivariantes X (t) et

Y (t) peuvent étre rendues invariantes par I'utilisation d'une valeur absolue. Cette astuce restaure une oscillation
suppkementaire au sein de la srie temporelle ( g. 3.26) lors d'une transition d'une ailea l'autre. La colerence
est de ce fait retrouvee. Le spectre calcuka partir de la variable "invariante" jX (t)j pesente maintenant le pic
a la fequence de la pseudo-periode fondamentale (g. 327).

Transition = perte d'une pseudo-periode

20 ¢ / —
N \
. \/
: 10
S ﬁ
é 10
temps (s)

Fig. 3.26 { Apparition d'une oscillation suppementaire sur la ®ri e jX (t)j qui restitue la coterence de phase.

Ainsi, le spectre de puissance peut &tre correctement estea partir d'une erieequivariante du syseme de
Lorenza l'aide d'une simple valeur absolue.
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Fig. 3.27 { Spectre de puissance extrait de la variablejX (t);.

3.7 Conclusion

ous avons maintenantetabli la proedure de carackrisation d'un sysemeequivariant. Si cette proedure est
globalement similairea celle cep appliquee aux syst emes depourvus de synetrie, elle n'en diere pas moins
dans certains cetails. Nous dirons qu'un syseme poss@ une synetrie d'ordre n si la matrice equivariante
est telle que " = |. La synetrie appartient alors au groupe des permutationsZ,. L'espace des phases est alors
constitte de n reproductions du domaine fondamental. La proedure est esunee en quatreetapes.

{ 1. Identi cation du domaine fondamental : il n'existe pas de nethode gererale pour identi er les p roprees
de synetrie d'un syseme. e nir le domaine fondamental est actuellement une question de savoir faire.
Toutefois E. Baramy, M. Dellnitz et M. Golubitsky [33] sembl ent ouvrir la voie d'une telle sysematisation
par une recherche de l'ordre de la synetrie.

{ 2. Construction d'une application de premier retour : apes avoir isok le domaine fondamental, il est
recessaire de construire un ensemble de Poincae qui sechit comme la eunion d'une section de Poincae
sur le domaine fondamental et de ses copies sur I'ensemble Hespace des phases. Ainsi I'ensemble de
Poincae d'un syseme dynamique de synetrie Z, est constitie de n sections de Poincae. L'application
de premier retour est alors construite sur une variable invaiante, c'esta dire une variable qui ne distingue
pas les dierentes sections. Les orbites periodiques sohalors extraites.

{ 3. Partition du domaine fondamental : une partition du domaine fondamental peut alors étre envsagee. A
I'aide de l'application de premier retour et d'une visualisation tridimensionnelle du portrait de phase, la
structure de chaque bande estetudee : leurs torsions loales et leurs rotations relatives sont recherchees.
Un patron est alors propo<.

{ 4. \gri cation du patron : le patron est alors \eri€ par calcul des nombres de liai®ns de quelques orbites
de faible periode. Les orbites sont repesenteesn fois sur une projection egulere (les orbites asynetri ques
apparaissent par groupe den orbites et les orbites synetriques cecrivent n fois la £quence symbolique
qui leur est assocee sur le domaine fondamental). Le nomigr de liaisons est alors de la forme :

" #

X
L(N1;N2) = % 12(P) (3.59)
p

Nous avons alors caraceri la topologie d'un syseme mr l'introduction d'un domaine fondamental. Cette
utilisation de la synetrie a permis de eduire le nombre d'orbites periodiques distinctes. De manere grerale,
toute analyse d'un syseme dynamique devra &tre ealisse en tenant compte de sa symnetrie. Ainsi le physicien
veilleraa utiliser une variable invariante pour le calcul des spectres de puissance.

De plus, nous avons vu qua chaque bande pouvait &tre ass@an comportement dynamique dierent. Suivant
la signi cation des variables du syseme de Lorenz, nous seons qu'une trajectoire qui circule sur une seule aile
corresponda des courants chauds ascendants qui subisseatfiés modulations d'amplitude suivant la evolution sur
l'aile. Lorsqu'une trajectoire e ectue une transition d'u ne ailea l'autre, elle traverse obligatoirement une zone
al les variables X et Y sont de signes opposes : les courants chauds sont alors demdants. Ainsi, au passage
d'une trajectoire par la bande 1 du patron est assoce un corportement dynamique dierent : nous pouvons en
e et concevoir que le processus physique responsable ded@ension des courants froids est dierent de celui des
courants chauds. A chaque bande, il peut donc &tre assocan processus physique dierent. Remarquons pour
nir, qua la torsion locale impaire est assoce un processus physique inverse de celui de la bande de torsion
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locale paire. Ne doutons pas que les patrons deviennent desitds puissants de compehension des processus
physiques...
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Chapitre 4

Principe des Reconstructions

4.1 Introduction
Un syseme dynamique ce ni par
x(t) = f (x(t)) x 2 R (4.1)

est cecrit par le ot :

x(t) = (x(0) (4.2)

Dans la plupart des sysemes experimentaux, une seule obsrvable est facilement accessible a la mesure.
Ainsi le portrait de phase ne peut étre directement obtenu.La reconstruction de I'espace des etats est alors
recessairement le premier pas de toute analyse de la sriemporelle mesuee. Cette analyse est mereea l'aide
des outils de la treorie de la dynamique des sysemes. De m@re gererale, le champ de vecteursf n'est pas
connu, mais nous pouvons &tre en mesure de reconstruire uggace desetatsequivalent (nous verrons dans quel
sens)a l'original.

En 1980, la reconstruction de lI'espace desetats fut introdiite dans la dynamique des sysemes incependamment
par N. H. Packard et al [1] et F. Takens [3]. En fait, dans I'analyse des wries temprelles, l'icee d'introduire un
cecalage temporela n d'obtenir une approximation de la trajectoire est plut®ot vieille et fut propose en 1927
par G. Udny Yule [2]. La nouvelle contribution importante est la cemonstration qu'il est possible de peserver
des invariants geonetriques tels que les valeurs propresl'un point xe ou les exposants de Lyapunov d'une tra-
jectoire. Ceci aet illuste nuneriquement par N. H. Pa ckard [1] et prouwe par F. Takens [3]. L'anree suivante,
J. C. Roux et H. Swinney [4] pesentent une reconstruction far la nethode des cecalages du portrait de phases
de la eaction de Belousov-Zhabotinskia partir d'une < rie temporelle exgrimentale.

En 1985, J. P. Eckmann et D. Ruelle [5] ceveloppent cette icke etetudient non seulement lesetats reconstruits
par cecalages temporels mais aussi les relations entre letats reconstruits voisins. Dans le principe, on peut
alors approximer non seulement |'attracteur mais aussi sa ynamique. Depuis il est devenu courant de regrouper
les points voisins dans I'espace reconstruit et d'utiliserleurs images pour moctliser la dynamique dans de
petites egions. Dans le m&me esprit, D. S. Broomhead et GP. King [6] ceveloppent une technique locale de
decomposition de I'espace des phases en composantes piipales (Singular Value Decomposition.

En 1987, J. Cremers et A. Habler [7] proposent la reconstrution d'un champ de vecteursa partir de plusieurs
variables a n de mockliser I'ensemble du portrait de phases. L'enjeu est maintenant une reconstruction globale
de I'espace des phases. Depuis le tebut des anrees 90, lezonstructions d'un champ de vecteursa partir d'une
seule srie scalaire temporelle se sont consicerableméerkveloppees ([8], [9], [10] et [11]). G. Gouesbet a appoe
une large contribution sur ce sujet ([12], [13], [14], [15] te[16]). Si les nethodes locales sont appliqees aux
signaux experimentaux, les nethodes globales n'en sont Bcore qu'aux investigations nuneriques. Les probemes
recontes seront ceveloppes dans les chapitres suivans.

L'une des grandes questions qui se posent sur les techniqués reconstruction porte sur lequivalence entre
le portrait de phases original et le portrait reconstruit. Quelles garanties pouvons-nous esgerer sur l'information
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disponible dans I'espace reconstruit ? Nous avons vu dans f@emere partie de cette trese que seule l'information

topologique nous importait. Nous tenterons de epondre aucours de ce chapitrea la question : les proprees

topologiques de l'attracteur original sont-elles peserees lors d'une reconstruction globale ? Auparavant nous
aurons illuste le principe de la restitution de l'informa tion sur les variables inobseneesa la base de toutes
les techniques de reconstruction. Le probeme de la dimensn de I'espace reconstruit sera aborce et le choix
de celle-ci dans le cadre de ce travail sera justie. En n nousetudierons le comportement de l'information sur

la dynamique d'un syseme (ou de manereequivalente sur la topologie de I'attracteur) face aux plongements
dierentiels (reconstruction dans I'espace & ni par les cerivees de la srie temporelle etudee).

4.2 Reconstruction de I'espace des phases

4.2.1 Le principe

Les donrees obtenues par les physiciensetudiant des sgshes hydrodynamiques prennent souvent la forme
de sries temporelles, c'esta dire d'une srie de valeus mesueesa intervalles de temps eguliers. Or letude
d'un syseme dynamique recessite de connatre sesetas successifs dans l'espace desetats de dimension 2, 3 ou
plus. Il va donc etre important de pouvoir acedera cette informationa partir de la seule srie de mesures :
ceci sera ealiea l'aide d'une nethode de reconstruction.

Ainsi, de manerea speci er letat d'un syseme d-dimensionnela un instant donre, la connaissance ded
guanties incependantes (au sens spatial) est requise. Penons un exemple simple. Un cercle peut repesenter
levolution dans l'espace des phases (e ni par et J) d'un pendule simple au voisinage du point dequilibre.

Le cercle est un objet qui peut tre cecrit dans un plan eucidien par le syseme dequations suivant :

x(t)=cos (2!t )
yi)=sin@ 1t ) 2R (4.3)
al t est le temps et! une vitesse angulaire.

Ce syseme est constitle dequations coupkes, c'est a dire qu'il existe une relation entre la variable x et la
variable y. En e et la trigonomnetrie nous rappelle que sin(2 't ) = cos(2 ('t )) ar = 1=4 repesente un
ecalage temporel. Cela revienta dire que le cercle peutetre trae avec la seule variablex(t) en utilisant le
cecalage temporel : chaque point du cercle est donc ¢ ni par les coordonrees(x(t) = cos(2 !t );x(t ).
Ainsi, si nous mesurons uniquement la srie temporellex(t), nous sommes capable de dessiner le cercle en
introduisant une deuxeme variable (dite incependante) par un decalage temporel (g. 4.1). Nous avons ainsi
reconstruit I'espace originel ;y) en utilisant I'espace & ni par le syseme de coordonrees x(t); x(t )). De
manere analogue, la reconstruction du cercle peut &tre btenue par I'utilisation des cerivees (la cerivee d'un
sinus est un cosinus et vice-versa).
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Fig. 4.1 { Reconstruction du cercle par la nethode des cecalages : in uence du cecalage  sur la qualie de la recons-

truction : a) cecalage trop faible, b) cecalage correct et c) cecalage trop grand.
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La base de la technique de reconstruction introduite par N. H Packard, J. P. Crutch eld, J. D. Farmer et
R. S. Shaw [1] repose sur ce simple principe. lls ont appligucette technique au syseme tridimensionneletabli
par Ressler. lls la pesentent de la manere suivante :

Nous supposons que tous les jeux de trois quanties incepelantes qui e nissent facilement et
de manere unique lesetats de l'attracteur sont dieomo rphiqguementequivalents. Les trois quanties
habituellement utilies sont les valeurs de chaque coadree de l'espace des phases (x(t), y(t),
z(1)).

Nous avons troue qu'avec une seule rie scalaire tempetle issue de l'inegration du syseme
de Ressler, on pouvait obtenir un jeu de trois quanties inckependantes qui semble produire une
repesentation ckle de la dynamique dans l'espace des phases original x, y, z. Un des jeux possibles
de trois quanties est la valeur d'une coordonree coupkea ses valeursa deux instants pe@dents,
soit x(t), x(t- )etx(t-2 ).

Cette technique repose sur la redondance de l'information & sein d'un syseme physique. Ce concept fut
introduit par J. D. Farmer [18] :

Quelle que soit la variable a laquelle vous pensez, sonelion est obligatoirement in uenee
par toutes les variables qui interagissent avec elles. Lesivaleurs doivent d'une manere ou d'une
autre se retrouver dans l'histoire de votre variable. Elle st irevitablement marqiee par les autres.

Les techniques de reconstruction recessitent donc un codage des variables au sein du champ de vecteurs
f , sinon aucune information ne peut étre transmise d'une vaable a l'autre. Dans le contexte des sysemes
chaotiques, un tel couplage existe toujours.

En pratique, ces techniques de reconstruction reposent sue choix d'un cecalage temporel . La cetermination
de adonre lieua une literature proli que qui ne propose qu e des solutions au le libre arbitre du "chaoticien”
joue un grand réle. Si dans le cas du cercle nous pouvons daite analytiquement la valeur = 1=4, ceci n'est
pas possible dans le cas des attracteurs. Le choix est guigear un comportement caraceristique des trop faibles
valeurs de qui ont tendance a produire une reconstruction qui se con ne autour de la premere bissectrice
(g. 4.1.a) et celui de trop grandes valeurs qui orientent demanere exageee le portrait reconstruit perpendi-
culairementa la premere bissectrice (g. 4.1.c). Le ce calage temporel est un paranetre de reconstruction.
Sa cetermination est essentielle dans la qualie de la reonstruction. Un second pararetre est repesent par la
dimensionm de I'espace reconstruit.

4.2.2 Le choix de la dimension

L'icee de base des nethodes de reconstruction est que le g2 et le futur d'une srie temporelle contiennent
de l'information sur les variables detats inobsenees, information qui peut etre utilisse pour e nir unetata u
temps pesent. L'information sur le pase et le futur peut etre contenue dans un vecteur de la forme

s(t) = (x(t+ mg );unx(t);nx(t mp ) (4.4)

a1 est le cecalage temporel,m, le nombre de coordonrees du passm; le nombre de coordonrees du futur.
La dimension m de I'espace reconstruit est alorsegaleam, + m; + 1. Rappelons que lesetats sont ¢ nis par
un vecteur x (t) de dimensiond et de la forme

X () = (x(t);y(t);::) (4.5)

F. Takensetudie la nethode de reconstruction par cecalage temporel qui transforme le vecteur de I'espace
desetats d'un syseme de dimensiond en un vecteur de dimensionm par I'application

( x(1) = s(t) (4.6)

Il montre que cereriquement est un plongementlorsquem  2d + 1. Un plongement est une transformation
dierentiable injective des coordonrees dont la transfo rmation dierentiable inverse existe. Dans ce cas, aucune
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information n'est perdue sous la reconstruction. Si  est un plongement alors il existe une dynamiqueequivalente
F induite sur I'espace des vecteurs reconstruits. Lesetatseconstruits peuvent étre utilies pour estimer le champ
de vecteursF , et puisqueF estequivalenta la dynamique originale f , nous pouvons I'utiliser pour caraceriser le
syseme. L'application transforme I'espace desetats M de dimensiond en un espace reconstruit de dimension
m. Si la surface (M) ne contient pas de self-intersections, alors touts 2 ( M) est l'unique image d'un etat
X 2 M. Si estdierentiable, alors estun plongement Ceci est illuste pour d =2 et m = 3 sur la gure 4.2
(d'apes [10]); dans ce cas des self-intersections sontggentes le long d'une courbe unidimensionnelle.

%o X (M)

F (M)

Fig. 4.2 { Solution de lequation s= (x) lorsqued =2 et m=3.

M est I'espace des etats bidimensionnel et (M) est la surface reconstruite : dans ce cas, il y a self-
intersection. Letat X est transforme sur une self-intersection alors quex; ne I'est pas. Excepe pour les valeurs
speciales dex comme xXp, ¢k nit un plongement [24]. Lorsque m = d+ 1, I'ensemble des self-intersections
est gereriguement au moins de dimensiond 1, et est presque partout un plongement [24]. Lorsquem crot
de 1, la dimension de I'ensemble des self-intersections kit de 1, jusqu'au cas al nalement m > 2d alors il
n'y a plus du tout de self-intersections. Ainsim  2d + 1 garantit que est un plongement. Il est cependant
possible que soit un plongement lorsquem est aussi petit quem = d.

Par exemple, nous verrons (section 4.4.1) qua partir de lavariable y du syseme de Ressler [17] nous pouvons
e nir un dieomorphisme entre l'attracteur original et I'attracteur reconstruit dans I'espace des cerivees : il y
a alors plongement. Mais auparavant nousetudierons plus e cktail les sources de self-intersections.

4.3 Equivalence des variables ?

D'apes le treoeme de Takens, toute variable du sysem e peut étre indieremment utiliee pour reconstruire
un portrait desetats. Comme nous le verrons, I'hypottese de lequivalence des variables du point de vue des
reconstructions est bien malmeree. En e et, certaines vaiables sont plus "sympathiques" que d'autres. Un eel
probeme survient lorsque les variables sont issues d'unyseme pourvu de proprees de symnetrie : la plupart
du temps, le portrait reconstruit possde des propree s de synetrie dierentes de l'original. Ces dierences
concernant l'information contenue dans une observable sdrduesa la con guration de l'attracteur dans l'espace
des phases.
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4.3.1 Le r6le de la courbure

Les attracteurs tridimensionnels etudes dans la premiere partie sont susamment dissipatifs pour que
leur etude puisse etre rameree a letude d'une surface. En e et, un calcul de leur dimension fractale ewle
une dimension tes voisine de 2 (1.93 pour le syseme de Rasler pour des paranetres de contréle egaux a
(a;b;9 = (0:398 2;4) et 2.063 pour le syseme de Lorenz pour R; ;b) = (28;10;8=3) [22]). Cette surface
e nit un espace suppog bidimensionnel : elle est gereee par la population d'orbites periodiques instables de
l'attracteur.

Nous nous ineresserons au cours de ce chapitrea la notiorde courbure d'objets plonges dans un espace
euclidien. Par exemple, le cercle, espace geonetriqueaine dimension, est d'autant plus courke que son rayon
est plus petit. A l'inverse, si son rayon tend vers l'in ni le cercle se recti e en perdant sa courbure et tend vers
une droite. Par ¢k nition la courbure k(s) en un point s d'une courbe dierentiable est e nie comme etant
l'inverse du rayon de courbure. Ainsi, une droite est de raya de courbure in ni et donc de courbure nulle. De
meéme, la sptere tend vers le plan en augmentant ince niment son rayon @ notreechelle la surface de la Terre
est plate si nous faisons abstraction du relief).

Fig. 4.3 { a) courbure positive, b) courbure regative

La courbure a donc une ce nition geonetrique bien peci se mais quand on augmente le nombre de dimensions,
la & nition se complique : la courbure ne se eduit plusa un seul nombre comme dans I'exemple du cercle et il
faut alors parler "des courbures". Examinons le cas simple d cylindre, surfacea deux dimensions. La courbure
mesuee paralelementa son axe de synetrie est tout simplement nulle, alors que la courbure mesuee dans la
direction perpendiculaire est celle du cercle inscrit danse cylindre.

Malge les multiples facettes de la courbure, il est possite de parler d'une courbure intrineeque. En chaque
point d'une surfacea deux dimensions, on peut mesurer dansleux directions perpendiculaires deux rayons de
courbure, dont le produit inverse & nit la courbure intr ineque de la surface. Si les deux rayons de courbure se
trouvent du méme coe de la surface, la courbure est posite tandis que si les rayons de courbure sont de coes
opposs, la courbure est regative (g. 4.3).

Le fait de visualiser la sptere, le cylindre et toute surfae bidimensionnelle comme etant plongees dans
I'espace euclidiena trois dimensions incitea dire qu'une surface est courtee dans quelque chose. Pourtant, sur
le strict plan de la topologie, on peut mesurer toutes les prprees des surfacesa deux dimensions en ignorant
parfaitement I'existence de I'espace de plongement. Par exmple, au signe de la courbure peut &tre assocee une
propree de ces surfaces. Le cylindre a une courbure intinseque nulle ; on peut en e et le cecouper et le poser
a plat sur une table sans le dechirer (g. 4.4.a).

La sphere posede une courbure strictement positive ; si'bn decoupe une calotte selon un cercle et si I'on
essaie de l'aplatir, la surface decoupee se cechire caran aire est inkrieurea celle du cercle de méme rayon
cecoupe dans un plan euclidien R? (g. 4.4.b).

Il existe aussi des surfaces de courbure regative. Toujosra deux dimensions, I'exemple classique est le
parabolode hyperbolique, dont une portion se visualise sus la forme d'une selle de cheval (g. 4.3.b). L'envi-
ronnement d'une telle surface peut etre tes complexe (g 4.5). Si I'on cecoupe une portion de cette surface
selon un arc de cercle et si I'on tente de l'aplatir, la portion se plisse car son aire est sugerieurea celle du cercle
de méme rayon cecoupe dans un plan ( g. 4.5) [23]. Nous avas & l'origine de l'apparition des self-intersections
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a)

&%

®%9%%

Fig. 4.4 { Exemple de plongement de surfaces dans un espace euclidieR ? : a) le cylindre, b) la sptere

e

Fig. 4.5 { Eet de la courbure regative d'une surfacea la geonetri e hyperbolique lors de la projection sur un plan
euclidien R?.

lors d'une reconstruction.

Si I'on se deplace en "ligne droite” tout en epousant les cairbes d'une surface a courbure regative, on
ne revient pas, en gereral,a son point de cepart mais on s'en eloigne inde niment. Cette propree permet
l'obtention de la sensibilie aux conditions initiales de s attracteursetranges qui sont la plupart du temps construit
autour d'un point xe instable de type "selle". Ainsi ces sur faces jouent un réle peponderant dans la dynamique
des sysemes non-lireaires. En e et, ce sont elles qui asgent la possibilie d'obtenir une trajectoire ageriodi que
et par b-méme, un comportement chaotique. Au voisinage ¢un point selle, deux trajectoires initialement proches
l'une de l'autre peuvent diverger exponentionellement ave le temps ( gure 4.6). Les objetsa courbure regative
sont hyperboliques et possedent au moins une direction stale et une direction instable.

4.3.2 Dierentes qualies de reconstruction

Le caracere hyperbolique de tels objets a de profondes caequences sur leur plongement dans un espace
euclidien. Prenons par exemple le ot , sur I'espace euclidienRY geree par un syseme autonome de d
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__J
R

Fig. 4.6 { Divergence de deux trajectoires initalement proches au voisinage d'un point selle.

equations dierentielles. Supposons que toutes les trajectoires soient asymptotiquesa un ensemble attracteur
A. Letude du comportementa long terme du syseme impliqu e alors letude de I'ensembleA. Soit une orbite
periodique  de cet ensembleA inscrite sur une surface bidimensionnelle de courbure regfive au voisinage
d'un point selle (g. 4.7). Sa dimension fractale est donc del. Projetons cette orbite periodique sur un plan
bidimensionnel euclidien; suivant la direction choisie dela projection, nous obtenons une con guration sans
intersection ou pourvue d'une intersection ( g. 4.7). Sur la transformation 1 (g. 4.7), la position relative des
points est peseree. Si des points sont distincts sur le &cet alors les deux points images qui leur sont assoces
sont distincts sur I'image 1( ). La projection est injective. Dans le cas de la transformaibn », il existe deux
points distincts de l'orbite periodique  qui ont pour image un méme point de ,( ). Du point de vue de la
reconstruction de I'espace desetats cela signi e que deustats distincts du syseme ne peuvent &tre distingles :
de l'information aet perdue.

Fig. 4.7 { Lacet inscrit sur une varee au voisinage d'un point selle : 1 B nit un plongement de sur un plan
euclidien, » une immersion non injective et 3 une application injective qui n'est pas une immersion.

La propree d'injectivie est utile car elle peserve I'objet reconstruit d'une violation du principe du ceterm inisme.
La projection , peut associer deux futurs dierentsa un mémeetat alors que le ceterminisme est garanti sous
1. La e nition pecise d'un plongement implique la struct ure dierentielle de I'espace desetats. Une appli-
cation injective est une application qui ne confond pas des @ints, c'esta dire qu'elle n‘associe pas une méme
imagea deux points distincts. Un plongement est une appli@tion qui ne confond pas des points ou des directions
tangentes. Ainsi, pour ¢ nir un plongement, il est reces saire de consicerer aussi bien I'ensemble des points que
la structure des espaces tangents.



132 CHAPITRE 4. PRINCIPE DES RECONSTRUCTIONS

Soit M une varet continuement dierentiable. Une applicati on continuement dierentiable sur M est une
immersion si I'application cerivee D ( X) repesente par la matrice jacobienne de au point x est injective en
tout point de M . PuisqueD ( x) est une application lireaire, ceci estequivalenta ce que D ( x) ait un jacobien
non nul. Ceci peut étre eali® que soit injective ou hon . Sous uneimmersion, aucune structure dierentielle
de M n'est perdue sur ( M) [24].

I nition 3 Soit  une application continuement dierentiable entre deux varees compactes M; et M.
L'application  est une immersion sia chaque pointP 2 M, la dierentielle d , :fp(M1) ! f(p)(My2) est
un monomorphisme, c'esta dire une application injective. Si de plus I'application  transforme injectivement
M en ( M1) et que cette image est un ensemble ferne, I'application est un plongement. L'image ( M) est
dans ce cas une sous-varete dansM, [25].

Ainsi l'application 1 (g. 4.7) ¢ nit un plongement : les proprees tangenti  elles sont pesenees eta chaque
point de l'image du lacet ( ) est assocee un unique point du lacet . L'application , peserve elle aussi la
structure tangentielle mais il existe au moins un point de limage du lacet »( ) qui pos®de deux aneecdents
sur le lacet : , & nit une immersion. Realiser une immersion ne garantit donc pas la conservation du
ceterminisme. L'application 3 associea chaque point du lacet un point dierent de I'image du lacet  3( ).
Toutefois, elle ne peserve pas les proprees tangentelles du lacet et un point de rebroussement apparat sur

3( ). 3 n'estdonc pas une immersion.

Il est donc important de s'assurer des proprees o ertes par l'application qui projette l'objet dans un

espace reconstruit.

4.3.3 Thleoeme de Whitney

Un plongement deM est un dieomorphisme de M sur ses images (M), ce qui repesente une application
injective continuement dierentiable qui posede une ap plication inverse continuement dierentiable. Pour une
varee compacte M, l'application est un plongement si, et seulement si, est une immersion injective.
La transformation 1 (g. 4.7) est un exemple de plongement d'une orbite geriodique sur un plan. Son
information dierentielle est pesernee et aucune self -intersection n‘appara. La transformation , repesente
une immersion qui n'est pas injective (des intersections gparaissent) et la transformation 3 est une application
injective qui n'est pas une immersion (un point de rebrousseent survient, signature de proprees dierentielles
perdues). Nous verrons que la structure d'une simple orbitede periode 1 contient une information tes riche
sur I'ensemble du portrait de phases, aussi il est importantde la reconstruire correctement. Lequivalence
dieomorphique n'est donc pas assuee lors de la projecton d'une orbite periodique unidimensionnelle dans
un plan euclidien bidimensionnel. En fait seul un espace tdimensionnel assure I'obtention d'une image ()
dieomorphiquement equivalente a I'orbite periodiqu e unidimensionnelle. Plus gereralement, soitd = 1 la
dimension de I'objet original, la dimension de I'espace delpngement doit &tre sugerieure ouegalea 2d+ 1 pour
garantir une projection dieomorphiquementequivalent e : c'est le treoeme de H. Whitney [26]!

Avec des arguments geonetriques simples nous avons vu quie plongement d'un objet de dimensiond dans
un espace euclidierR ™ etait dieomorphiquementequivalenta l'original lor squem  2d + 1. Si lequivalence
dieomorphique est garantie sous cette condition, elle n'est pas interdite dans des dimensions inkrieures ( g.
4.7, 1 est un dieomorphisme). Elle est permise lorsque la projedion est ealise suivant une direction ai
aucun plissement (du type de ceux rencontes lors de la prajction d'une surface de courbure regative sur un
plan euclidien R 2, gure 4.5) n'apparait : en e et, lors d'une projection il ex iste une direction suivant laquelle
aucune portion de la surface n'est cactee par une autre. Dasle cas d'une surface au voisinage d'un point selle,
cette direction r; est perpendiculairea I'espace tangent au point selle ( g.4.8.a). Par contre dans la direction
Ry (g. 4.8.b), la projection de la surface au voisinage du poin selle pesente un plissement (une superposition
de portions de surfaces, c'esta dire que deux points distints de I'espace original ont une méme image dans
I'espace de projection). Des que ceci survient, lequivdence dieomorphique est perdue. Nous avons & les origires
profondes de la nonequivalence entre les dierentes varables d'un syseme dynamique non-lireaire.

Nous allons illustrer ceci sur les syemes de Ressler, de drenz et de Burke et Shaw.
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b)

Fig. 4.8 { Deux directions de projection de la surface au voisinage d'un point selle : a) projection sans plissement et b)
projection avec plissements (des parties se recouvrent)

4.4  Applications

Soit un syseme dynamique continu ce ni par un ensemble dequations dierentielles ordinaires

x=f(x:) (4.7)

al x(t) 2 RY est un vecteur temporel etf un champ de vecteurs compos ded fonctions continuement
dierentiables gererant un ot t- 2 RP estun vecteur de I'espace des paranetres de contréle du sgme.
Le syseme (4.7) est appek syseme original. Dans la pesenteetude, nous netudierons que des ots tridimen-
sionnels. Dans ce cas, le syseme original peut étreectisous la forme

< x= fa(xy;2)
y = fa(x;y; 2) (4.8)
z=f3(xy;2)

Nous connaissons I'histoire d'une seule de ces variablesuimeriquement ou experimentalement) sous la forme
d'une wrie scalaire temporelle. Supposons que nous conisaons levolution de la variable x(t). Notre objectif
est de ealiser un "plongement dierentiel* de la dynamiq ue c ni sous la forme d'un syseme standard [13]
(ou canonique [27]) extraita partir d'une des variables du syseme original. Ce syseme standard skcrit sous la

forme :

X
Y=12 (4.9)
Z=F

A n detablir dans quelle mesure le syseme reconstruit e stequivalent au syseme original, nous pouvons
e nir une transformation qui nous permettra de passer de l'ensemble attracteur Ao du syseme original
e ni par les variables ( x(t);y(t); z(t))a I'ensemble attracteur As du syseme standard c& ni par les variables
(X (1); Y (1); Z(t)). La transformation directe standard s exprimant les coordonrees standard ¥ (t); Y (t); Z(t))
en fonction des coordonrees originalesx(t); y(t); z(t)) est alors introduite et s'exprime sous la forme suivante :
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% X =X
Y = fi(xy;2) (4.10)
_E @i @i

Z= @Xf1+ @yf2+ @Zf3
Nous avons choisi la dimension du syseme reconstruitegke a 3 de manere a utiliser les techniques de
carackerisation topologique pesentes dans la premiere partie de cet ouvrage. Le criere de Takens [3] n'est
alors pas respece puisque la dimension de l'espace recdnst estegalea celle du syseme original. Dans ce
cas l'application transformant le syseme original en syeme reconstruit devra etre dieomorphique sinon de
l'information sera perdue.
Pour nous assurer de cela, nous avons recours au treoem#inversion locale [28].

S

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions nied) un ouvert deE etV un ouvert de F. On dit que f est un dieomorphisme
local de classeC" au voisinage dea de U, s'il existe des ouvertsU° de E et V' de F, aveca 2 u® U; f(a) 2 v®  V tels que f
induise un dieomorphisme de U°sur V.

Supposons quef soit un dieomorphisme local en a, gardons les notations pe@dentes et notons g : ver U I'application eciproque
def :U°! Vv° Derivant la relation g(f (x)) = x, on obtient go(f (x)) fo(x) = | ; cerivant la relation f (g(y)) = vy, on obtient de
méme f 0(g(y)) go(y) = 1. Ainsi six 2 U et g2 v’ se correspondent (on a doncy = f (x) et x = g(y)), les applications lireaires

fo(x) cE! F et go(y) : F ! E sont eciproques l'une de l'autre. En particulier au voisinage dea, f %a) est bijective. On peut donc
enoncer le tleoeme suivant (dit d'inversion locale) :

Theoeme 4 : Soitr 2 [1;+1 ] et soit f une application de classeC" de U dansF. Pour que f soit un dieomorphisme local de classe
C' ena, il faut et il sut que I'application lireaire tangente  f 9(a) soit bijective (c'esta dire qu'elle soit un isomorphisme) .

Dans le cas a1 I'on a choisi des bases dan& et F (recessairement de méme dimension), ce qui revienta prendre E = F = R",
explicitons ce theoeme. On consicre donc un ouvert U de R", un point a = (aji;::;an) de U et n fonctions fi(x1;::5;xn), i =1;:5;n
de classeC" sur U, avecr 2 [1;1 ]. La cbrivee de f en a est |'application lireaire de R" dans R" de matrice

@f
— (az;:an)
@x "
(c'esta dire la matrice jacobienne de f1;::;fn ena). Si le ceterminant jacobien
D(fq;:uf
( 1yeeey n) = det @
D(x1;:5%Xn) @x i =1 ;mn
est non nul ena, alors dans un ouvertU’ de U contenant a convenable, lesequations
fa(x;u5xn) = yaunfa(Xa i xn) = yn
ont une solution unique pour (y1;:::;y¥n) Vvoisin de
b=(bg;:bn)=(f1(as;nan); 2 fa(ar;inan))
De plus cette solution secrit
X1 = g1(y1;55Yn); i Xn = g1(y1; 55 Yn)

et @9 sont, aux points

a les fonctions gi;:::;gn sont de classeC' au voisinage deb. Enn les matrices jacobiennes % y

correspondants, inverses I'une de l'autre.

Laissons maintenant le langage mattematique et transposos le theoeme d'inversion localea notre cas :

Theoeme 5 : La transformation standard s & nit un dieomorphisme de I'espace desetats dans l'es pace
reconstruit (soit ici de R® dans R?) si son determinant jacobien D s ne s'annule en aucun point de I'espace
desetats.

Ainsi \erier que ¢ est un dieomorphisme se eduit simplementa letude de son jacobien.

Pecisons que la transformation standard ¢ est & nie sans aucune singularie puisque le champ de veteur
original (f 1;f2; f 3) est continuement cerivable. La transformation standard va donc nous permettre de connatre,
au moins en partie, la nature de lequivalence entre les dex attracteurs As et Ao.
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4.4.1 Le syseme de Rossler

Le syseme de Ressler est un syseme tridimensionnel dpourvu de toute synetrie propos par O. E. Ressler
[17]. Il est ¢k ni par le syseme dequations dierenti elles ordinaires suivant :

8
< X= Yy z

y= X+ ay (4.12)
Z=b+ z(x )

La reconstruction de ce syseme sera envisagee dans un pmaier temps pour des paranetres de controle
(a;b;9 = (0:398 2; 4) pour lesquels le comportement asymptotique s'installe s un attracteuretrange. Celui-ci
est repesene gure 4.9.a accompagre de son application de premier retour du plan de Poincae Py a lui-méme
e ni par

- v Sy - @o
Py (X;y;2) 2 R°j x = X ; @x 0 (4.12)
1=2
a X = c (@ 24ab) est la coordonree enx du point xe central (voir Chapitre 2).

y(i+1)
|
in
N

L L L
-15 -25 -35 4.5 -5.5
yd)

Fig. 4.9 { a) Attracteur du syseme de Ressler pour des paranetres d e controle (a;b;d = (0:398 2;4) et b) son
application de premier retour dans la section Py

Chacune des variables du syseme de Ressler peut étre cligie comme observable ; trois cas peuvent donc
Btre envisages.

Observable x(t)

La variable x(t) est la seule observable suppose connue. Nous connaissastonc I'histoire d'une rie sca-
laire temporelle dont levolution est illustee gure 4. 10. Dans ce cas, la transformation standard  reliant
l'attracteur original Ao et l'attracteur As, assoce au syseme standard est de la forme :

8

< X
y z (4.13)
b

X ay + z(c x)

<
1

N < X
1

La matrice jacobienne de cette transformation est ce nie par :
2 3
1 0 0
D=4 0 1 1 9
1 z a ¢ X

(4.14)
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X(t)

i4 L 1 L 1 L 1 L
0 50 100 150 200

temps (s)
Fig. 4.10 { Evolution temporelle de la variable x(t) du syseme de Ressler

Le jacobien s'annule sur le plan dequationx; = a+ c soit x; =4:398. Ce plan est de mesure de Lebesgue nulle
(probabilie de visite nulle), aussi y est presque partout un plongement. En d'autre termes, la gonetrie de
l'attracteur As, est presque partout dieomorphiqguementequivalentea c elle de l'attracteur original Ao. Etant
donre la con guration tes simple de l'attracteur standa rd As, et lequivalenceevidente avec I'attracteur original
Ao, la \eri cation topologique n'est pas utile. La repesen tation de l'attracteur standard As, accompagre de
son application de premier retour du plan de PoincaePs, a lui m&me con rme ces assertions (g. 4.11). Le
plan de Poincae Ps, est ¢ ni par I'ensemble

@ o,

— RV 3 —-N-
Ps, = (XYiZ)2R'jY=0; o

X

>0 (4.15)

al , repesente le ot assoce au syseme standard.

/

x(i+1)

L L L
—0.5 -15 2.5 -3.5
x(i)

Fig. 4.11 { a) Attracteur standard As, obtenu par application de x sur une trajectoire chaotique et b) son application
de premier retour de la section de Poincae Ps, a elle-méme.

Observable y(t)

Nous connaissons maintenant I'histoire de la variabley(t) ( g. 4.12). Dans ce cas, la transformation standard
y reliant l'attracteur original Ao et l'attracteur As, assoce au syseme standard est de la forme :

8
< X=ax + (a® 1y z

y=. Y=y (4.16)
T Z=X+ ay

La matrice jacobienne assoceea cette transformation esde nie par :
2 3

a a 1 1
Dy=40 1 05

1 a 0

(4.17)
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y(t)

) 100
temps (s)

Fig. 4.12 { Evolution temporelle de la variable y(t) du syseme de Ressler

150 200

Le jacobien ne s'annule jamais, aussi la transformation s, ce nit un dieomorphisme entre I'attracteur original

137

Ao et l'attracteur standard As, (g. 4.13). Il ne se pose alors aucun probeme dequivalerce entre les deux
objets. Nous avons & un exemple de reconstruction dieomorphiquementequivalente pour m = d. Lequivalence

dieomorphique etant plus stricte que lequivalence to pologique, nous sommes assue de la conservation des
proprees topologiques sous .

@00

z

emm —mge 335 —280 —125

Fig. 4.13 { a) Attracteur standard As, issu de la reconstructiona partir de la variable y(t).

Observable z(t)

Pour terminer, nous choisissons levolution temporelle & la variable z(t) du syseme de Ressler (g. 4.14).
Dans ce cas, la transformation standard  reliant I'attracteur original Ao et l'attracteur As, assoce au syseme
standard est de la forme :

g X=b+ zx ¢
;= Y= bc+ bx+ c?z 2cxz yz 72+ x°z (4.18)
Z=1z2
La matrice jacobienne de cette transformation est ce nie par :
2 3
z 0 X C
D ,=4b 2z 2xz z & 2ox y 2z+x%5 (4.19)
0 0 1

Le jacobien s'annule sur les plans dequatiornzg = 0 et x; = 0. Ces plans sont de mesure de Lebesgue nulle, aussi

; est presque partout un plongement. En d'autre termes, la gonetrie de l'attracteur As, est presque partout
dieomorphiquementequivalentea celle de l'attracteu r original Ap. Bien que la repesentation de Il'attracteur



138 CHAPITRE 4. PRINCIPE DES RECONSTRUCTIONS

0 n ! 1 n !
0 50 100 150 200
temps (s)

Fig. 4.14 { Evolution temporelle de la variable z(t) du syseme de Ressler

standard As, soit relativement compressee ( g. 4.15), I'application de premier retour du plan de Poincae Ps, a
lui-mé&me est analoguea celle de l'attracteur original ( g. 4.11). Le plan de PoincaePs, est e ni par 'ensemble

Q
@

032 F /

A
.
z(i+1)

037 | \

042 0.‘37 O.I37.
2(i)

Fig. 4.15 { a) Attracteur standard As, issu de la reconstructiona partir de la variable z(t) et b) son application de

premier retour de la section de Poincae Ps, a elle-méme.

@ o, <
@Y

al s, repesente le ot assoce au syseme standard issu de la variable z(t).

Dire si la topologie de l'attracteur est conseree n'est pa& ai®; en e et, la compression de l'attracteur rend
di cile sa carackrisation. Cette ceformation provient de la con guration de la variable z(t). Alors que sur les
observablesx(t) et y(t), les variations d'amplitude sont perceptibles sur tous les extrema (minima et maxima),
celles-ci ne sont perceptibles que sur les maxima de la valite z(t) (g. 4.14). Une compression des variations a
eu lieu au niveau des minima. Ceci se comprend aiment sured projections de l'attracteur original Ap sur les
plans xz ou yz ( g. 4.16) : la structure du repliement est di cilement iden ti able sur ces projections en raison
de lecrasement des trajectoires au niveau des minima de laariable z(t). Toutefois, une projection egulere de
deux orbites deAs, permet la \eri cation du patron propos pour le syseme o riginal [29].

Siles trois variables du syseme de Ressler o rent un attracteur standard presque partout dieomorphiquement
equivalenta l'attracteur original, celles-ci ne se comportent pas toutes de manere identique du point de vue de
la reconstruction : ainsi la variable z(t) impose une compression de l'information sur la structure d repliement
qui rend di cile la carackrisation de l'attracteur recon struit.

Ps,= (X;Y;Z)2R3jY =0; 0 (4.20)

4.4.2 Le syseme de Lorenz

Nous etudions maintenant le cas de la reconstruction du sysme le plus populaire de la dynamique des
sysemes : celui propoe par E. N. Lorenz [31]. Il est c& ni par le syseme de trois equations dierentielles
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6 T T T T 6

IS
T

z(t)
z(t)

I I I I I I I I
+4 +2 0 2 4 6 +6 +4 +2 0 2 4
X(t) y(@®

Fig. 4.16 { Projections de l'attracteur Ao du syseme de Ressler sur les plans a)xz et b) yz. La structure du repliement
est pratiqguement perpendiculairea I'axe des z : l'information disponible est ainsi "compresze".

ordinaires suivant :

8
%X_: y x)
Yy=Rx vy xz (4.21)
2
z= bz+ xy
: 48 | ‘
:
%38
= 33 o
\\

L L L L
28 33 38 43 48

~1. ;
0 ~20p 2(0)

Fig. 4.17 { Attracteur solution du syseme de Lorenz pour les paranet res de bifurcation (R; ;b ) = (28 ; 10; 8=3).

La reconstruction de ce syseme estetudee pour les pararetres de contréle (R; ;b) = (28; 10;8=3) pour
lesquels le comportement asymptotique s'installe sur un atacteuretrange. Ce dernier est repesene gure 4.17
accompagre de son application de premier retour de l'ensebie de Poincae Py = Py, [ Py a lui-méme a les
deux plans sont ¢ nis par

Py, (X:y:Z)2R3jy=y+:%<0

@y (4.22)
xyv:z)2 R3jy=y :—2>0
(Xy:2) jy=1y @y

P . .
avecy = b(R 1)etar , estle ot produit par le champ de vecteurs assoce au syseme de Lorenz.

Py



140 CHAPITRE 4. PRINCIPE DES RECONSTRUCTIONS

Rappelons que ce syseme estequivariant (cf. chapitre 33), c'esta-dire que

f(; x)= f(:x) 2R% x2RS® (4.23)
al est une matrice orthogonale e nissant lequivariance [30]). Dans le cas du syseme de Lorenz, la matrice
est & nie par :
2 3
1 0 O
=4 9 1 05 (4.24)
0 0 1

Cetteequivariance corresponda une synetrie axiale par rapporta la droite x = y =0.

Observable x(t)

Seule l'histoire de l'observablex(t) est connue (g. 4.18). De manerea construire le syseme standarda
20

10 - b

10 20 30 40 50
temps (s)

Fig. 4.18 { Evolution de la variableequivariante x(t) du syseme de Lorenz.

partir du syseme original, la transformation standard  assocee au syseme de Lorenz est calcuke. Elle secti
sous la forme : )
< X=X
x=. Y= ( X (4.25)
Z= [R+ )x (+)y xz]

La matrice jacobienneD  a pour expression

2
1 0

0
D ,=4 0
[(R+ ) Z] ( +1) X

3
5 (4.26)

Le jacobien s'annule dans le plan dequationx; = 0. Ce planetant de mesure de Lebesgue nulle (probabilie de
visite nulle), la transformation s, est presque partout un dieomorphisme local.
Pourtant, les proprees de synetrie de l'attracteur st andard As, dierent de celles de l'original (g. 4.19).

En e et, I'observable x(t) est une observable equivariante, c'esta dire que sonewlution temporelle s'organise
avec une synetrie globale par rapporta la valeur x = 0. De par la construction du syseme standard, il n'‘est
pas possible de ecugerer une variable non pourvue de la ppree dequivariance. Aussi, toutes les observables
du syseme standard sontequivariantes et la synetrie axiale du syseme original est perdue au prot d'une
symetrie centrale par rapporta l'origine. La matrice  de ce syseme standard est alors :

2 3
1 0 0
=4 0 1 05 (4.27)
0 0 1

L'application de premier retour de I'ensemble de PoincaePs, a lui-méme ( g. 4.19) est identiquea I'application
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b(T+1)]

“Rog

1800 Xl

Fig. 4.19 { Attracteur standard As, issu de la variable x(t) du syseme de Lorenz accompagre de son application de
premier retour.

de premier retour du syseme original. Cet ensemblePs, est ¢ ni par :

(X;Y;Z)2 R3 Y =0; %S; <0 siX>0
Ps, = (4.28)

(X;Y;Z) 2 R3jY=0;@@S\*( >0 siX<O0

@  estle otassoce au syseme standard issu de la variablex.

Les proprees topologiques de cet attracteur sont equivalentes a celles de l'attracteur original Ao (la
\eri cation est ealie suivant celle e ectiee sur I' attracteur As, au paragraphe suivant). Ainsi, malge des
proprees de synetrie dierentes (synetrie central e au lieu d'une synetrie axiale), la topologie est peseree.
Du point de vue de la dynamique symbolique, aucune informatin n'est perdue. Seule de l'information sur les
proprees de synetrie de l'attracteur original est e truite par la transformation .

Observable y(t)

La wrie temporelle est maintenant issue de levolution de la variable y(t) (g. 4.20). La transformation
30 ‘ ‘ ‘ : ‘

10 [ ]

i3o L L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 10 20 30 40 50

temps (s)

Fig. 4.20 { Evolution temporelle de la variableequivariante y(t) du syseme de Lorenz.

standard  assoceea cette variable secrit sous la forme :

<

X= R( +1)x + (R +1)y + ( +b+1)xz yz X2y
y=. Y
T Z

(4.29)

y
Rx y Xz
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La matrice jacobienneD  a pour expression

R( +1)+( +b+1)z 2xy (R +1) z x2 +( +b+1)x vy

D y= 0 1 0 (4.30)
R z 1 X

Le jacobien s'annule sur la surface dequation

2
z= e R—b§+ R (4.31)

qui se eduita une droite lorsque x = y = 0. Une fois de plus, la transformation standard , & nit presque
partout un dieomorphisme entre Ao et As, .

29

Y1)l
)

, , .
9 14 19 24 2
Y

Fig. 4.21 { Attracteur standard As, accompagre de son application de premier retour.

Du point de vue des proprees de synetrie, le comportement de I'observable y(t) est similairea celui de la
variable x(t). La srie temporelle y(t) o re un attracteur standard As, (g. 4.21) dont la synetrie est centrale
(par rapporta l'origine). L'application de premier retou r de I'ensemble de PoincaePs, a lui-méme est identique
a l'originale (g. 4.21). L'ensemble de Poincae Ps, est constitie des plansPz, et Pz & nis par :

Py, = (X;Y;Z)2R3jZ=O;@Sy <0Y >V,

@z

o (4.32)
P, = (X;Y;Z)2R%Z=0; @S£>O;Y <Y

@ Y sontles coordonrees des points xes autour desquels se eeloppent les deux ailes de l'attracteurAs, et
t, repesente le ot du syseme standard. Etant donre la tra nsformation standard , les coorcbonreesY de

ces points xes sontegalesa leurs expressions dans l'egge desetats original, soitY =y = (R 1)

Un syseme equivariant est donc obtenu (g. 4.21). Comme l'attracteur A, , l'attracteur As, est pourvu
d'une synetrie centrale. La caracerisation topologiqu e de cet attracteur doit donc se faire suivant une proedure
analogue a celle ceveloppee pour le syseme de Lorenz [3]. Toutefois, les synetries centrales di “erent des
synetries axiales car elles ne peservent pas le sens destations mais les inversent. Une torsion de  sur une
aile devient une torsion de + sur l'autre (g. 4.22).

Si nous comptons les intersections orienees suivant la pyedure developpee pour les syrretries axiales, tous
les nombre de liaisond (N1;N>) seront nuls @ tout croisement sigre sur une aile est assee un croisement de
signe oppos sur l'autre). Ainsi, un patron peut &tre ass@ea une aile et le patron opposa la seconde aile.
Pecisons que les matrices de liaisons ne seront pas oppeEss : en e et, la convention standard d'insertion [33]
impose des croisements positifs au niveau du graphe d'ing@n (cf. section 2.2.2).
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/ Symetrie Centrale\

Fig. 4.22 { Inversion du sens de rotation par une symetrie centrale.

Les croisements orienes seront donc comptabilies indpendamment sur chaque aile (rappelons qu'une aile
est une bonne repesentation du domaine fondamental [32])Nous introduisons alors un nombre de liaisons
L(N1;N>), non sigre, ¢ ni par la relation suivante :

" #
11X 1 X
L(N1;N2)= 5 3 12(p1) + 5 12(P2) (4.33)
2 2 2
P1 p2
al les p; designent les intersections sur une projection plane de la®™ aile et 12(p)) = 1 suivant que

l'intersection est positive ou non. Ce nombre de liaisond (N1; N2) peut valider indieremment un patron a
son oppos. Nous ne pouvons donc pas trancher sur l'orienteon des torsions d'un patron assocea un attracteur
pourvu d'une synetrie centrale.

Ainsi, l'attracteur As, doit pesenter des nombres de liaisons, au signe pes, encgord avec ceux obtenus
sur le patron de l'attracteur de Lorenz. Pour \eri er cela, choisissons les orbites (1) et (101). L'orbite (1) est
symetrique et l'orbite (101) est asynetrique. Les croisements orienes sont alors compes sur une projection
egulere de l'orbite (1) et de la paire d'orbites asynet riques (101) ( g. 4.23.a). Le nombre de liaisons est alors

" #
X X
L(N1;N2) = % % 2 + 1 +2 =1 (4.34)
P1 p2
La relation 2 3
1 X X2
L(N1;Ny) = 54 M( i; )+ Nins (N1;N2)° (4.35)
i=1 j=1

nous permet de \eri er ce nombre de liaisonsa l'aide de la matrice de liaisons donree au chapitre 3 (3.38). Nous
trouvons en e et

L(1;101) $[2ML(1;1)+ M (1;0) + Nips (1;101)]
(4.36)

= %[2+0+0]:+1

@ Nips (1;101) est cetermire sur la gure (4.23.b). L'attracteur As, peut donc etre caracerise indieremment
par le patron du syseme de Lorenz ai son oppos ( g. 4.24).

La topologie est donc peseree sous y au signe pes, c'esta dire que de linformation sur le sensde
rotation aet perdue sous l'action de . Toutefois, I'organisation relative des orbites geriodiques est pesenee.
Levolution dynamique est donc pesenee.

Observable z(t)

La variable z(t) est la seule observable suppose connue (g. 4.25). La vable z netant pas une variable
equivariante, la reconstruction d'un portraitequivari ant n'est pas permise. Aussi, est-ce sans surprise que l'on
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(a) Projection egulere des orbites (1,101) : L(1;101) = (b) Graphe d'insertion entre les orbites (1) et
F(+4)=+1 (101) : Nins (1;101) = 0

Fig. 4.23 { \kri cation du patron original sur l'attracteur ~ As, .

P Symetrle

centrale

0 +1 1 -1
Fig. 4.24 { Patron de l'attracteur de Lorenz et son oppo : en raison de la convention standard d'insertion, les matrices

de liaisons ne sont pas oppoges l'une de l'autre.
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40 |- .
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Fig. 4.25 { Evolution temporelle de la variable z(t) du syseme de Lorenz.
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constate que l'attracteur reconstruit n'est constitte qu e d'une seule aile. Cet attracteura une aile renferme
pourtant toute l'information topologique sur l'attracteu r de Lorenz.
Dans ce cas, la transformation standard , est de la forme :

8
< X = bz + xy

;= Y=Pz+ Rx?+ y2 (b+ +1)xy x%z (4.37)
T Z= 12

L'application de ;a une trajectoireevoluant sur les deux ailes de I'attract eur original permet I'obtention d'une
projection de celle-ci sur une aile ( g. 4.26). La matrice jecobienneD , a pour expression :

2 3
y X b

D, =%42Rx (b+ +1)y 2xz 2y (b+ +1)x Db* x%5 (4.38)
0 0 1

Son ceterminant est nul lorsque
R 2)= = (4.39)

Cette relation e nit une surface de mesure de Lebesgue ndé. Le jacobien de , s'annule aussi sur la droite
e nie par ( x = y = 0). Ces ensembles sont donc de mesure de Lebesgue nulle, sida transformation , est
presque partout un dieomorphisme.

400

300 -

200 -

X(it1)

L L L
0 100 200 300 400
i)

A0

Fig. 4.26 { Projection d'une trajectoire chaotique de l'attracteur or iginal de Lorenz sur une con gurationa une seule
aile sous l'action de ; et son application de premier retour.

L'attracteur As, ne possde aucune propree de synetrie. Sa caracerisation topologique est donc requise
suivant la proedure des sysemes non-synetriques (conme celui de Ressler au chapitre 2). La transformation
standard ; associea chaque orbite periodique de l'attracteur original Ag une et une seule orbite de méme
periode et cocke par la méme equence symbolique (la pdition est donree par I'application de premier retour
repesente g. 4.26). Toute l'information topologique est donc consenee dans la mesure al un objet n'est
pas distinglte de son compagnon . Par exemple, une paire d'orbites periodiques asymnetriques (degereees)
est transfornee en une seule orbite periodique comme c'déde cas du point de vue de la dynamique symbolique
(voir chapitre 3).

Nous ‘eri ons maintenant que l'attracteur As, est caracerie par le patron du syseme original. Le nombre
de liaisonsL (1;101) est cetermire sur une projection de la paire d'orbites correspondantes ( g. 4.27.a). Il est
egala celui obtenu sur l'attracteur original (4.27.b). L a \eri cation aurait tout aussi bien pu étre ealizea
l'aide de la relation (4.36). Malge des proprets de sy netrie dierentes, la topologie de I'attracteur reconst ruit
est identiquea celle de l'attracteur original.
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45
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20 m o0

15 - 1

o
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(a) Projection de la paire d'orbites (1 ;101) issue deAg (b) Projection de la paire d'orbites (1 ;101) issue deAs,

Fig. 4.27 { \eri cation du patron de l'attracteur standard par identi  cation des nombre de liaisons.

Ce esultat conforte le decoupage de l'attracteur de Lorenz en deux domaines fondamentaux, copies I'un de
lautre sous la transformation , : ces deux ensembles sontequivalents et ne doivent pas @&trdistingwes (cf.
chapitre 3).

Reconstructiona partir de deux variables

Nous avons vu que le cas du syseme de Lorenz est plus celitaans la mesure a1 la pesence de la synetrie
complique quelque peu le probeme. G. P. King et I. Stewart B4] proposent une version du treoeme de Takens
pour des sysemes equivariants. L'une des conditions regises pour I'obtention d'une reconstruction correcte
est que la variable utilise soit elle-méme equivariante. Cette condition est eali®e pour les variablesx et y
du syseme de Lorenz; les portraits reconstruits dans un gsace tridimensionnela partir de ces variables sont
e ectivement pourvus de proprees dequivariance. Ce pendant celle-ci est ¢k nie par une matrice constitiee
dekements diagonauxegauxa (1) et nuls sinon. La synetrie des portraits reconstruits eg donc centrale (par
rapporta I'origine) et non plus axiale (I'axe des z) comme sur le portrait original. A n de retrouver lequiva riance
originale, la reconstruction doit étre eali®ea part ir de deux quanties scalaires : une observable equivariate
coupkea une seconde, invariante [34].

Ceci est ealiea partir de la variableequivariante x(t) et de la variable invariante z(t). Nous utilisons ainsi

la transformation suivante : 8
< X=X
Y= (y X=X (4.40)
Z =z

Le portrait de phase obtenu possde alors les méme propeks de synetrie ( g. 4.28) : une synetrie axiale par
rapporta la droite dequation ( x =0;y =0).

4.4.3 Burke et Shaw

Si la proprete dequivariance pose certaines di cult es visa vis des nethodes de reconstruction, des sysemes
epourvus de synetrie peuvent, eux aussi, etre sujetsades probemes dequivalence entre leurs variables. Le
syseme propos par Bill Burke et Robert Shaw [35] est un deces exemples dont la con guration est propicea
guelgues probemes. Le ot de Burke et Shaw est gouverre pale syseme dequations dierentielles suivant :

S(x+y)
Sxz y (4.42)
=Sxy + V

<

IN <>
1
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~20g

Fig. 4.28 { Attracteur reconstruita partir de la variableequivaria  nte x(t) et de la variable invariante z(t).

al S etV sont des paramnetres de controle. Le paranetreS est »a 10 et V est consicee comme paranetre
de controle variable. Cesequations gouvernent un ot presentant un ensemble attracteur qui n'est pas borre
dans l'espace desetats. En e et, le syseme (4.41) pesate deux points xes instables ccnomnes C. et C de

coordonrees : 8
1=2

. (4.42)

NN

x

1]

nl< unl<

= % y =
, = 1
S
et une droite particulere dequation ( xp = 0; yp = 0). Tout point appartenanta cette droite est condition
initiale d'une solution qui setenda l'inni le long de I' axe z : ces solutions sont gouverrees par le syseme

suivant : 38
<

0
0 (4.43)
Vv

|er<l|><

Dans les autres cas, I'action du ot est assimikea des saltions en entonnoir vers cette solution singulere
(g. 4.29). L'attracteur geree par lesequations (4.4 1) ressemble aux exemples de Lorenz et Ressler dans la
mesure al sa structure est semblablea celle d'un ruban bidmensionnel. Ses fronteres existent seulement au
sens d'une densit de probabilie. Cet attracteur est repesene sur la gure 4.29 ainsi qu'une coupe prise sur la
partie inErieure de l'attracteur repesentant sa struc ture en entonnoir.

La route vers le chaos de ce syseme est la ekbre cascadde doublements de periode ([36]-[37]). Nous
allons nous ineressera l'attracteur geree par le sy seme dequations dierentielles (4.41) pour des valeu rs des
paranetres de contrble (S;V) = (10; 3:8115) : pour ces paranetres de contrble, la dynamique symtliquea deux
lettres (peu apes le point d'accumulation) est compkte. Ceci se retrouve sur l'application de premier retour
dans la section de PoincaeP, qui pesente une branche monotone croissante contigseda premere bissectrice
(g. 4.30). Le plan P; est ¢ ni par :

0 @o(x;y;2) <0

P,, = (xv;2)2R%z=12z ;x> oF:

+

(4.44)

al  estle ot assoce au syseme de Burke et Shaw.
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stk

, .
-4 -2 o z 4
x

Fig. 4.29 { Attracteur de Burke et Shaw pour des parametres de contrél eegauxa ( S;V) = (10; 13). Une coupe dans
le plan dequation z = 1 repesente la structure en entonnoir de l'attracteur.
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Fig. 4.30 { Attracteur solution du syst Asme de Burke et Shaw pour ( S;V) = (10 ; 3:8115) accompagre de son application
de premier retour.

L'application de premier retour ( g. 4.30) de nit une parti tion de l'attracteur qui permet la construction
d'une dynamique symbolique. Nous utiliserons les symbole®" et "3" pour chacune des branches monotones
de l'application de premier retour. Ce choix est guice par les torsions locales de chaque bande de I'attracteur
e nie par l'application de premier retour qui sontegale s respectivementa +2 et +3 . Le symbole "2" est
a ecea la branche monotone croissante et le symbole "3" a la branche cecroissante. Ces torsions locales sont
cetermirees apes visualisation de l'attracteur. Si la parie des bandes est directement cetermireea partir d e
l'application de premier retour, la torsion locale est comgetement obtenue apes quelques consicerations sur la
structure de l'attracteur. L'attracteur pesente une bou cle qui estequivalentea une torsion globale d'un tour
(en raison de l'isotopie entre une boucle et une rotation d'm tour, cf. Chapitre 1). Nous pouvons alors construire
le patron de cet attracteur (Fig. 4.31). La population d'orbites periodiques de cet attracteur est reporee dans
le tableau (4.1).

Il nous reste maintenanta \eri er ce patron. Pour cela, un e projection de la paire d'orbites (3 32) est ealize
(9. 4.32). Le nombre de liaisonsL (3; 32) estegala celui cetermire sur le patron (g. 4.31).
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Tab. 4.1 { Population d'orbites eriodiques instables de l'attract eur de Burke et Shaw pour (S;V) = (10 ; 3:8115).

periode

nombre

coordonree enx

coordonree eny

Lquence

1

2

1.249520330969671
1.103460712965665

-1.733995584312329
-1.442788982632999

3
2

2

1

1.278643178629651

-1.794500469624336

32

3

2

1.293379206934682
1.287286934211652

-1.825426849507418
-1.812616155758162

322
323

1.299980227571048
1.298613143318114
1.282828803697774

-1.839347507999089
-1.836461380077897
-1.803263531476994

3222
3223
3233

1.302773778085942
1.302463828030293
1.296101042652131
1.295178380688817
1.286267107502502
1.284687040328182

-1.845251411380812
-1.844596959974027
-1.831161132526585
-1.829215912769560
-1.810474690880866
-1.807158654747949

32222
32223
32233
32232
32332
32333

1.303912974113894
1.303849606269639
1.301321304457583
1.301108345337920
1.297551734501512
1.297193889127679
1.293964228802586
1.283825196249410
1.283059416189209

-1.847660729945948
-1.847526995198401
-1.842180638917310
-1.841730727891827
-1.834220236610435
-1.833465630419624
-1.826658040310341
-1.805351636490169
-1.803746069025063

322222
322223
322233
322232
322332
322333
322323
323333
323332

18

1.304370998466096
1.304364485811007
1.303363195854872
1.303317172991636
1.301909828463069
1.301827989722876
1.300532546601797
1.300397693562734
1.298286428002744
1.298109894002035
1.296636068778684
1.296527997310477
1.294742460699932
1.294516467170998
1.286810975585124
1.286466926686574
1.284540279664690
1.284204486883903

-1.848631472709805
-1.848616045363675
-1.846497626695096
-1.846400554217184
-1.843425263571348
-1.843251120696329
-1.840513729221170
-1.840229709705528
-1.835771549127268
-1.835399535728496
-1.832289693729757
-1.832062596916984
-1.828298370726084
-1.827820928983970
-1.811615624328446
-1.810893702199210
-1.806851050792935
-1.806146428323847

3222222
3222223
3222233
3222232
3222332
3222333
3222323
3222322
3223322
3223323
3223333
3223332
3223232
3223233
3233233
3233232
3233332
3233333
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15

Fig. 4.31 { Patron de lattracteur de Burke

et Shaw pour des paranetres de controle egaux Fig. 4.32 { Projection de la paire d'orbites periodiques cockes
a (S;V) = (10;3:8115). Une paire d'orbites respectivement par les quences (3) et (32).L(3;32) = +3.
periodiques est construite sur le patron.

Observable x(t)
Seule l'observablex(t) est connue (g. 4.33). La transformation , est alors de la forme :
14h | ]
044
S
+0.6 .
+1.6 ‘ ‘
0 10 20 30 40

temps (s)
Fig. 4.33 { Evolution temporelle de la variable x(t) du syseme de Burke et Shaw.

X =X
x=. Y= S(x+y) (4.45)
" Z=S% + S(S+1)y + Sz
La matrice jacobienneD 4 a pour expression :
2
1 0 0
D ,=4 S S 0 5 (4.46)

S2(1+2z) S(S+1) S

Le jacobien s'annule sur le plan dequation x = 0. Cet ensemble est de mesure de Lebesgue nulle, aussi la

transformation de nit presque partout un dieomorphism e local. L'attracteur As, est toujours pourvu de la
torsion globale d'un tour (g. 4.34) et son application de premier retour est identique a celle de Il'attracteur

original (g. 4.34). La section de Poincae est ¢ nie par
— RV 3; —-N- @Ox . —
Ps, = (X;Y;Z)2R%Y =0; @Y<O,X> 1=2 (4.47)

X
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al ¢, estle otassoce au syseme standard issu de la variablex. La population d'orbites periodiques est donc
pesenee sous la transformation . La topologie de l'attracteur est donc consenee.

3000

o
g
)
®

145 | //\
135 © \

125 \

L15 . . 5
7 115 125 135 145
1 .
0.0 iyl x(i)

x(i+1)

Fig. 4.34 { Attracteur standard As, du syseme de Burke et Shaw accompagre de son application de premier retour.

Observable y(t)

Toute l'information sur le syseme est issue de levolution temporelle de la variabley(t) (g. 4.35). La
transformation standard , assocee au syseme de Burke et Shaw sécrit :
2

l,

12 L L L
0 10 20 30 40
temps (s)

Fig. 4.35 { Evolution temporelle de la variable y(t) du syseme de Burke et Shaw.

<
1
N
N < X
1

SVx + y + S(S+1)xz + S?yz  S?x?%

y (4.48)
Sxz y

La matrice jacobienne assoceea cette transformation a & forme suivante :

2 2 2y2 2 3
SV+ S(S+1)z 2S°xy 1+ Sz S°x S(S+1)x + S¢y

0 1 0 5 (4.49)
Sz 1 Sx

Dy

Le jacobien s'annule lorsque
V X
z= — 2Sx% 60 4.50
Sy y (4.50)
Cette condition ¢k nit une surface d'un type analoguea celle rencontee sur le syseme de Lorenz. Sa mesure
de Lebesgue est nulle, la transformation , est donc presque partout un diomorphisme. Le portrait sta ndard
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As, (g.4.36) o re une topologie similairea celle de I'attrac teur original et I'application de premier retour dans
la section de PoincaePs, est identiquea l'originale. La section de Poincae est de nie par

@o,

— RV 3; - N-
Ps (X:Y:Z)2 R% 2 =0; 52

y

>0 Y< 1 (4.51)

@ s, estle ot assoce au syseme standard issu de la variabley.

-19
PN
-1.8 / \
/ \
hY
//
-1.7 \
= N
-16 /J \s\
\
/ \

-15 //' ‘\

/ Y

) \
-1.4 .

X - =14 -15 -1.6 -1.7 -1.8 -19
o T Y0

Fig. 4.36 { Attracteur standard As, issu de la variable y(t) du syseme de Burke et Shaw accompagre de son application
de premier retour.

Malge cela, lequivalence topologique n'est pasevidente. La \eri cation du patron est ealisea l'aide de la
paire d'orbites (3,32) suivant la proedure ceveloppee au cebut de cette section. Le nombre de liaisond (3; 32)
de l'attracteur As, compe sur la projection egulere de la paire (3 ;32) (g. 4.37) estegala celui compe sur
l'attracteur original Ao (g. 4.32). Les proprees topologiques sont donc pesenees sous .

N
o

LN L L L L L L L L L L B L B

15

10

N

o

'
a1

=
o

'
N [T [T T [T T [ T T T T rreT

b b b b b b,

v b v v b by

2
Y

Fig. 4.37 { Projection de la paire d'orbites (3,32) : L(3;32) = 3(+6) = +3.



4.4. APPLICATIONS 153

Observable z(t)
Nous travaillons maintenanta partir de la variable z(t) du systeme de Burke et Shaw (g. 4.38). La trans-

formation standard, 4/ @ pour expression :
0.4
X
+0.6
+1.6 : : : : :
0 10 20 30 40

temps (s)
Fig. 4.38 { Evolution temporelle de la variable z(t) du syseme de Burke et Shaw

g X =Sxy + V
;= Y= Szy2 S(S+1)xy  S%x?z (4.52)
-
La matrice jacobienne skcrit sous la forme :
2 3
Sy Sx 0
D ,=4 S(S+1)y 2S%z 2S%y  S(S+1)x S2x2 5 (4.53)
0 0 1

Le jacobien s'annule sur la surface dequationy? = x?z et sur la droite x = y = 0. Ces ensembles sont de mesure

de Lebesgue nulle. La transformation , est donc presque partout un dieomorphisme.
Toutefois, levolution temporelle de cette variable nous autorisea penser qu'elle n'a pas la méme "vision" de

l'attracteur que ses deux s urs. A l'instar du syseme de Lo renz, l'attracteur de Burke et Shaw est pourvu de

deux ailes. Cependant, le champ de vecteurs n'est pasequaviant; aucune consiceration de synetrie n'est donc

a prendre en compte. Si les variables(t) et y(t) ont une pseudo-periode en accord avec le temps de ecurree

a une section de Poincae, il n'en est pas de méme pour la vaable z(t). En e et, celle-ci ne distingue pas les

deux ailes et n'a aucune information sur la con guration en loucle de l'attracteur. Aussi l'attracteur standard

As, ne pesente qu'une seule aile (Fig. 4.39). La structure en bucle est perdue et seule une torsion globale

d'un demi-tour est restauee sur l'attracteur As, .

X()

Fig. 4.39 { Attracteur standard As, issu de la variable z(t) du syseme de Burke et Shaw accompagre de son application
de premier retour.
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Lequivalence topologique est donc perdue. Le patron de httracteur standard diere donc de celui de
l'attracteur original ( g. 4.40). Sa matrice de liaison est de la forme :

1 2
Ms,= 5 5 (4.54)

Toutes les torsions sont maintenant regatives alors qu'desetaient positives sur l'attracteur original. La dyna-
mique symbolique est donc ¢k niea I'aide des symboles "1" et "2" respectant les torsions locales de chaque
bande.

15E E
L e :
l,O; — (1211) é
05— 3
4
z 00F E
05E 3
+3 EONOL N T
0 £
,,,,,,, (12)
155 3
(1211) B bbb b b b3
20 15 10
X
(1a) Patron de l'attracteur standard ~ As, : L(12;1211) = (b) Projection de la paire (12,1211) : L(12;1211) = 3( 10) =
1( 13+3)= 5 5
2

Fig. 4.40 { \eri cation du patron de l'attracteur standard  As,

De plus I'application de premier retour dans le plan de Poinae Ps, ¢ nie par

@ o, <

— VA 3; —_N-
Ps, = (XYiZ)2R%§Z=0; "%

z

0 (4.55)

est tronqee (g. 4.39), c'esta dire que la population d'o rbites periodiques aetelagiee lors de I'applicatio n
de la transformation ;! Lequivalence entre l'attracteur original Ao et l'attracteur standard As, est donc
fortement compromise. Pour comprendre cet elagage, nous el’lons examiner comment sont transfornees les
orbites periodiques sous ;. En supposant que chaque orbite voit sa periode doubke sos , et apes extraction
de la population d'orbites periodiques sur l'attracteur standard As, (reporee dans le tableau 4.2), nous pouvons
e nir un operateur ~, agissant sur la dynamique symbolique des orbites originakecomme suit :

“2(3) =12
~ @ =11 (4.56)
Nous pouvons \eri er que la parie d'un symbole est consenee sous l'action de l'operateur ~,. Ainsi le
symbole impair est transforne en une quence impaire deymboles. Nous pouvons \eri er I'action de ~, sur
les deux orbites (3) et (32) :
2(8) = (12
~,(32) = (1211) (4.57)
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Tab. 4.2 { Population d'orbites priodiques instables de l'attract eur standard As, du syseme de Burke et Shaw.

feriode nombre  squence

1 1 1
2 1 12
3 0
4 1 1211
5 0
6 2 1211111
1211121
7 0
8 3 12111111
12111112
12111212
9 0
10 6 1211111111
1211111112
1211111212
1211111211
1211121211
1211121212

Si nous appliquons l'ogerateur ~; a chacune des orbites du tableau 4.1, nous retrouvons la papation

extraite de l'attracteur standard As, (tableau 4.2). Toutes les orbites de periode impaire onteeelaglees sous

2 (qui double sysematiquement la periode des orbites) exepee l'orbite de periode 1 codee par la quence
(1). Eneet, 7;(2) =(11) = (). La transformation ~ , compresse de l'information essentielle sur la dynamique
de l'attracteur original. L'utilisation de la variable z(t) ne peut donc etre requise pour la caracerisation du
syseme original. Un plongement dans une dimension supeieure doit donc étre envisagee. Souhaitant utiliser le
kere ce de notre capacita visualiser des espaces de dinension 3, nous nous borneronsa ceux-ci.

Si le probkme de lequivalence des variables est relatiement bien formali® dans le cas des sysemes
equivariants, celui des sysemesa con guration pathol ogique n'a pas encore fait I'objet d'un formalisme matte-
matique. Un lien peut cependant &tre fait avec les probkmnes des plissements qui apparaissent lorsque des sur-
facesa courbure regative sont projetes dans des espasale dimension 2 (voir Section 5.3). Un plissement (ou le
recouvrement d'une portion de l'attracteur par une autre lors de la projection) implique une perte d'information
sur la structure topologique de l'attracteur. Une projection dans le planx vy de l'attracteur de Burke et Shaw
n'o re aucun plissement hormis au voisinage du repliement (g. 4.41.a). Par contre, sur une projection dans le
planx zouy z apparat une large zone cactee par une autre : la variable ne peut dierencier celles-ci, de
l'information est perdue!
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Fig. 4.41 { Dierentes projections de l'attracteur de Burke et Shaw : a ) dans le plan x y, b) dans le plan x z et
dans le plany z.

45 Conclusion

Si lequivalence des variables d'un syseme de dimensiond aet cemontee par F. Takens [3], elle n'est
\eriee que dans les cas a1 la dimensionm de I'espace de reconstruction est sugerieurea @+ 1. Nous avons vu
gue dans certains cas, un plongement pouvait tre obtenu de& un espace de dimensionegalea celle du syseme
original (variable y du syseme de Ressler).

Une restriction suppkmentaire survient dans le cas des syemes equivariants ai plusieurs variables sont
parfois recessaires pour restaurer les bonnes proprits de synetrie (cas du syseme de Lorenz). Toutefois, la
topologie est le plus souvent consenee; seule la variable du syseme de Burke et Shaw ne la conserve pas.
Lorsqu'elle I'est, la caractrisation dynamique (base sur la partition de Il'attracteur et la construction d'une
dynamique symbolique) est alors possible. La perte des propes de symnetrie d'un attracteur induit une perte
d'information sur les bifurcations probables qui apparaisent sous des variations des paranetres de controle
mais pas recessairement sur la topologie, c'esta dire quéa dynamique peut étre pesenee.

Si dans la plupart des casetudes il y a conservation des poprees topologiques, il survient des cas patholo-
giques (variablez du syseme de Burke et Shaw) pour lesquels celles-ci ne sopts consenees. Facea de tels cas,
aucune prescription ne peut etre actuellement propose pur ecugerer l'information perdue. Aussi l'utilisatio n
d'un espace reconstruit doit donc etre ealisse avec beacoup de prudence.

Pratiqguement, l'utilisation d'un espace reconstruit de basse dimension garantit toujours une bonne connais-
sance de l'observable; en d'autres termes, bien que la topmjie puisse &tre changee, levolution temporelle de
I'observable peut toujours &tre correctement pedite lorsque nous utilisons le syseme standard, et ce quelle que
soit la dimension de I'espace reconstruit.
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Chapitre 5

Reconstruction du champ de vecteurs

5.1 Introduction

es techniques de reconstruction couramment utiliees sdrla methode des dcecalages temporels la nethode

descerivees et la nethode de la decomposition en valeurs principales A partir de €ries experimentales, les
nethodes de reconstruction peuvent fournir une grande dierence dans la qualie des coordonrees esultantes
et il n'est pas aise de dceterminer laquelle est la meilleute.

Nous commencerons par pesenter une revue de ces trois tetigues. Celle-ci s'appuiera largement sur I'ex-
cellent article de J. F. Gibson, J. D. Farmer, M. Casdagli et S Eubank [1] qui montre lequivalence de ces trois
nmethodesa une similitude pes. Toutes ces nethodes s'appuieront sur la construction de variables incependantes
a partir de la seule srie scalaire temporelle connue du phsicien : ces nouvelles variables sont obtenues par
ecalages temporels, par estimation des cerivees de lagsie ou par une analyse en composantes principales. Cha-
cune de ces nethodes permet uneetude de la structure geoairique des attracteursetranges et de ceterminer
des paranetres globaux importants tels que les dimensiongractales [2], les exposants de Lyapunov [3] ou les
nombres de rotations [4].

Notre ambition est d'obtenir une approximation du champ de vecteurs egissant le syseme dynamiqueetude
a partir de la seule srie experimentale. La connaissan® d'un champ de vecteursequivalent permet de gererer
de nouvelles sries temporelles s'inscrivant sur un attrateurequivalenta l'original. Cette possibilie ouvre une
large perspective dans le domaine de la pedictiona partr de la connaissance d'orbites periodiques.

Le formalisme de notre technique de reconstruction sera delopge. La nethode sera appliqieea quelques
sysemes cepetudes dans les chapitres peedent s. En n la reconstruction d'un attracteuretrangea parti r de
la connaissance d'une seule orbite de periode 1 sera tege

5.2 Les dierents sysemes de coordonrees

5.2.1 Les acalages temporels

a nethode des decalages temporels [5] est la plus populadrcar sa mise en uvre est relativementeementaire.

L'icee de base des nethodes de reconstruction d'un espacdes phases est que le pas et le futur d'une srie
temporelle contiennent de l'information sur les variablesdetat inobsenees qui peut etre utilisse pour ¢ nir
letata l'instant pesent.

Connaissant une srie temporellef x (i t )giN:O echantillonree avec un pas de temps t constant, l'information
sur le pase et le futur de la rie peut &tre reporee dars le vecteur celai de la forme

X(1) = (x(t+me );x(t+(me 1) );unx(t);nnxt mp )Y (5.1)

al estun cecalage temporel multiple du temps dechantillonnage ( = ht), ms estle nombre de coordonrees
futures et m, le nombre de coordonrees passes. lgf cesigne la transposee et nous adoptons la convention de
repesenter lesetats par un vecteur colonne. La dimensia du vecteur celai est m = my + m¢ +1.
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160 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DU CHAMP DE VECTEURS

Soit d la dimension du syseme dynamique qui gerere x(t). F. Takens [6] prouve qu'en l'absence de bruit,
sim 2d+1, alors, gereriqguement, le vecteur celai forme un plon gement de I'espace des phases original. Bien
guem 2d+ 1 garantisse un plongement, nous avons vu au chapitre pesdent qu'il existe des cas a1 il y a
plongement pourm = d @ partir de la variable y(t) du syseme de Raessler).

Du point de vue de licealisation de mesures arbitrairemert pecises de x(t), un plongement existe quel que
soit : le choix du cecalage temporel est sans in uence sur la reconstruction. Cependant les doees eelles
sont recessairement bruiees et une quantie nie de donrees introduit des erreurs d'estimation. Ces limitations
rendent le choix de important.

lllustrons les dierences de qualie obsenees sur la reconstruction de l'espace des phases en fonction du
cecalage. Supposons que seule la variabigt) du syseme de Lorenz soit connue du physicien. La srie tenporelle
est repesenee gure 5.1. Sa pseudo-periode fondamentle Ty est de Q73s.

30
20 a

y(®)
o

i30 [ n 1 n 1 n 1 n
0 10 20 30 40

temps (s)
Fig. 5.1 { Serie temporelle y(t) du syseme de Lorenz.

De cette srie, nous construisons une projection du portré de phase sur un plan. Nous utilisons le vecteur
celai x(t) = (y(t);y(t+ )). Suivant Th. Buzug et al [7], la projection est ealise pour trois valeurs du decalage
temporel : =0:03s, =0:09set =0:80s(g.5.2).

a) b) c)

t=0.03 s t=0.09 s t=0.80 s
Fig. 5.2 { Projection de l'attracteur de Lorenz dans I'espace reconstruit ¢ ni par les coordonrees ( y(t+ ); y(t)) pour
trois valeurs du cecalage temporel . a) le cecalage = 0:03s est trop petit : la dynamique est con ree au voisinage de
la diagonale de I'espace. b) Le cecalage = 0:09s est correctement choisi : la dynamique est relativement repesentative
de celle de l'attracteur original. c) Le cecalage temporel = 0:80s est trop grand : les structures caraceristiques de
l'attracteur original tendenta disparatre suitea des  plissements intempestifs de I'attracteur.

Pour un cecalage tes faible, = 0:03s, chaque coordonree esta peu pes identiquea l'autre et la dynamique
de l'espace desetats est compresse sur la diagonale dee$pace reconstruit. Les coordonrees du vecteur celai
ont tendancea &tre lireairement cependantes (ce qui n'est pas le cas des observables eelles d'un syseme non-
lireaire) : c'est la redondance. En raison de la esolution nie des donrees, un tel dcecalage peut aussi provoquer
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des intersections de la trajectoire qui sembleront violere principe du ceterminisme. Dans le cas d'un cecalage
temporel trop important, = 0:80s superieura la pseudo-geriode Ty du syseme, la dynamiquea un instant

donre devient compktement ceconnecee de la dynamiquea un instant ulerieur rendant les objets geonretrique s
les plus simples extrémement complexes : c'est la decoefation. L'espace de plongement est correctement utilise
mais nous observons un plissement intempestif de l'attractur.

Gereralement le cecalage temporel est choisi sur l'intervalle [0; To=2] [8]. De manereaeviter la cecorelation
compekte des coordonrees du vecteur ctlai, le cecalage est choisi aussi petit que possible, mais pas trop. Dans
le cas typique d'applications experimentales, la dimensbn d est inconnue. Ainsim et  doivent étre choisis
incependamment du treoeme de Takens.

De la rie fx(it )giN:O ! nous pouvons construireN ’= (N (mp + ms)h) vecteurs de la srie temporelle.

0
Le premier vecteur estx (to) w to = m, etle dernierx(to+(N0 1) t). La matrice celai X 2 RN ™ est une
£quence normaliee de tous les vecteurs celai,

x¥(to)
X¥(to + 1) 2

(62X NN

2
1
XF’TE

;<V(to+(N° 1) t)

En substituant dans lequation (5.1) le temps to par sa valeurmp , nous observons que la matrice celaiX est
invariante sous le changement den, et m; sim= mp+ m; +1 et est garcee constant :

2 x(0) ;o x(h(m 1)t)
1 g x(t) s x((h(m 1) +1) t) z
X = Py . C (5.3)
X((N° 1)t) i x(N 1))

Ainsi la distinction entre le pase et le futur de x(t) est sans signi cation.

La construction d'une matrice celai est le premier pas de taite methode de reconstruction de l'espace des
etats. Nous montrerons que des nethodes telles que celleab cerivees ou de I'analyse en composantes principales
correspondenta des transformations de coordonrees surel vecteur celai.

Par convention, nous appellerons la construction de la maice celai (essentiellement le choix des paranetres
m et ) la reconstruction par cecalage et les operations ulerieures la transformation de coordonrees

5.2.2 L'analyse en composantes principales

‘analyse en composantes principales (qui diere peu de laSingular Value Decomposition) est un algorithme

cereral de cecomposition multidimensionnelle des donres en coordonrees lireairement incependantes. D. S.
Broomhead et G. P. King [9] proposent I'utilisation de I'analyse en composantes principales comme transforma-
tion de coordonrees sur la nethode de reconstruction poueliminer les coordonrees lireairement cependantes
et les symetries arti cielles.

La premereetape de l'analyse en composantes principals est I'estimation d'une matrice de covariance (ceci
peut aussi etre formuk en terme d'une cecomposition en \aleurs singuleres de la matriceX suivant [9]). Pour
les vecteurs celai, nous ¢k nissons la matrice y 2 R™ ™ par:

x = X¥X (5.4)
Des ke nitions de la matrice celai X et de la matrice de covariance , nous obtenons leseements
( x)j = hxi(t)x; ()i, (5.5)
al x;(t) designe la i®™¢ coordonree du vecteur cklai x (t), < > la moyenne temporelle,
1 X!

O = P . fto+it)
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ett le temps detpa to+ (N ° 1) t. Par la suite nous supprimerons l'indice temporel dans la mgenne et nous
supposerons queNot est susamment grand pour que lequation (5.4) & nisse e ectivement une moyenne
temporelle in nie. En ce cas, x approche la matrice de covariance du vecteur cklai. Dans dée limite les
ebments de 4 sont donres par la fonction d'autocorelation :

Cx)y =AW 1)) (5.6)
a 1 Z+T
A= Im oo XX ) (5.7)

Tout au long de cette section, nous utiliserons pour cesigner la matrice de covariance et un indice pour
peciser son syseme de coordonrees.

Letape suivante de I'analyse en composantes principalegst la diagonalisation de la matrice de covariance.
Puisque « est synetrique et eelle, elle peut étreecrite comme le produit

«= S 29 (5.8)

@ S est une matrice orthonormalem m et 2 une matrice diagonalem m.S:R™ ! R™ ¢k nit une
rotation sur les vecteurs cklai,
yr(t) = xY(1)S (5.9)

Les composantey; (t) du vecteur y (t) sont appebescomposantes principalesDe nissons les matrices Y = XYS
et y = YYY. Il estaisment monte que  estla matrice de covariance des composantes principales

( y)j = iy (5.10)

Par ¢k nition de Y et de , et d'apes lequation (5.8) et l'orthonormalie de S, nous obtenons

<
1

y y
S xS (5.11)

Ainsi la matrice de covariance , des composantes principales est diagonale. Les composasarincipales sont
donc lireairement incependantes.

Soit s; la j°™® colonne deS et soit ]2 = ]2 Alors s; est un vecteur propre de et ]2 est la valeur propre
correspondante. D'apes lequation (5.9), les composares principales sont des projections des vecteurs celai su
les vecteurs propres :

yi (1) = xY(1):s; (5.12)

A partir desequations (5.10) et (5.11), les valeurs propres J-Z mesurent la variance des composantes principales

yp = 7 (5.13)
L'ensemble dem valeurs propres jz , ] 2 [0;m 1], est appek spectre de valeurs singuleres Les valeurs
propres sont ordonrees comme
2 2 2
0 1 2

Le spectre de valeurs singuleres est obtenu en repeseant ; en fonction dej : il contient l'information sur
I'expansion de la trajectoire dans I'espace de plongemenOn peut penser la trajectoire decrite par la matrice
X comme explorant un ellipsode de dimensiorm. Les vecteursf s; g de nissent la direction des axes principaux
de l'ellipsode et lesekments f ;g leur longueur.

T. Sauer, J. Yorke et M. Casdagli [11] etendent le treoem e de Takens aux composantes principales, mon-
trant que gereriquement 2 d + 1 composantes principales forment un plongement. Dans céglins cas, moins de
composantes principales sont recessaires. Soif le nombre minima de composantes principales qui forment un
plongement, seule transformation qui nous ineresse, nosl supposerons quen > (.
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5.2.3 Les cariees

ne reconstruction de l'espace desetats peut aussi &tre dbnuea partir des cerivees. L'estimation de celles-
U ci peut etre ealiee soita partir d'un schema aux di erences nies, soit par des ltres lireaires. Nous
pesenterons ces deux techniques et montrerons qu'un Ite lireaire construit sur une base de polynémes de
Legendre peut se ramener aux dierences nies sous certaias conditions.
Nous posons les restrictions suivantes sur la fonction tengrelle x(t) :
{ x(t) est analytique surt 2 R

{ x(t) est?orree et ses cerivees sont borrees surt 2 R
+T

1 2

{ _I!I!IP T ; X“(t) dt 60
qheT )

{ TIl!rln T . x°(t) dt 60

a1 x(t) est la cerivee par rapport au temps de la srie temporelle x(t). Un exemple de fonction qui satisfait
toutes ces restrictions estx(t) = sin t. Toutefois, nous porterons notre attention sur des fonctims dierentiables

issues de la projection sur des valeurs eelles des trajeaires inscrites sur un attracteur chaotique geree par

un syseme dynamique dierentiable.

Sclema aux dierences nies

Nous utiliserons l'information sur les variables inobserges contenue dans le pase et le futur d'une <rie
temporelle par l'internediaire des cerivees. La transf ormation de coordonrees utilise alors de mangere indiret¢e
les pararetres m et

Connaissant une srie temporellef x (i t )giN:O ' echantillonree avec un pas de tempst constant, l'information
sur le pas® et sur le futur de la rie peut étre reporee dans unvecteur cerivee de la forme :

x(t) = xO@);x® (1);x@ (t); o x(™M D(y) ’ (5.14)

ar x((t) cesigne la cerivee i®Me de la srie x(t). La dimension du vecteur cerivee est m.
La fonction x(t)etant suppose analytique et su samment dierentiabl e, nous pouvons obtenir une approxi-

mation de la fonction x(t)a l'instant t+ (a = ht)a l'aide d'un developpement en srie de Taylor jusqua
l'ordre 2 :

x(t+ )= xm+ x0 + <) 240 5.15)
De mémea linstant t

x(t )= x() x(t) + xé_tl) 2+ 0(3 (5.16)

A l'aide d'une simple combinaison lireaire, nous obtenonsune expression de la cerivee premere x(t) :

x(t+ ) x(t )
2

x(t) = +0( ) (5.17)

Sur le méme principe les cerivees d'ordre superieur pewent étre obtenues. Ainsi les cerivees ZM€ et 3*™M€ sont

donrees par les expressions suivantes :

x(t+2 ) 2x(t)+ x(t 2)
4 2

x(t) = +0( 3 (5.18)

'>:<:(t): x(t+3 ) 3x(t+ )8+;3x(t ) x(t 3)

Le cecalage temporel introduit dans la nethode des decalages se retrouve ici sas la forme d'une duee sur
laquelle est ceveloppee la srie de Taylor.

+0( 4 (5.19)
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Utiliser un ceveloppementa un ordre sugerieur anelior e l'estimation des derivees mais ne fournit pas de
meilleure reconstruction; dans certains cas un sctema dwre superieur peut fournir des reconstructions de
moins bonne qualie [10]. La distinction essentielle ente la methode des decalages et celle des cerivees eside
dans leur comportement respectif face au bruit. L'utilisation d'un vecteur cklai epand le bruit de manere
isotrope alors que l'utilisation d'un vecteur cerivee vo it le bruit s'ampli er au fur eta mesure des cerivations
successives. De plus, le bruit sur les dierentes cerivees est corek. Nous verrons au chapitre 6 qu'une nethode
des ckrivees est extremement sensible au bruit.

Nous allons cevelopper maintenant une technique d'estim#éion des cerivees par l'utilisation d'un ltre lireaire
sur une base de polynébmes de Legendre [1].

Polyndmes discrets de Legendre

Dans cette section, nous allons montrer comment relier lesacteurs celai et les vecteurs cerivee. Pour cela,
nous devons utiliser des vecteurs ctlai synetriques. En et, dans les expressions des cerivees successives de
la ®rie temporelle x(t) (eq. 5.17, 5.18 et 5.19), il appara’t au sein du sclema auxierences nies un vecteur
celai sous une forme synetrique, c'esta dire

x(t)=(x(t p);unx@);nxt+p))Y (5.20)

QI nous avons poem, = My = p (ce qui est autorie par l'invariance du vecteur celai entre le pass et le
futur). Pour simpli er, le paranetre de dimension m sera donc choisi impair, soit de la formen = 2p+ 1. Nous
pouvons alors cecrire lechelle temporelle du vecteur celai par la taille de la fenétre ,, = (m 1) au lieu du
tecalage temporel .

Nous nous interessons maintenanta I'estimation de la ceiveea l'ordre | de la srie x(t) par un ltre lireaire
discret du type :

NG
w; (t) = rip (N) X(t+ 1) (5.21)
n= p

a1 la erie temporelle x(t) est la sriea ceriver, w; (t) est saj ®™® cerivee et rj, (n) est une convolution discete
paramnetrise par le choix de p et de l'ordre j de la cerivee cesiee. Puisque x(t) est analytique, nous pouvons
la cevelopper en srie de Taylor tant que la taille de la fenétre ,, est su sament petite. Nous obtenons :
" #
xX° X )y
w; (t) = M () =2 x 0 () (5.22)

il
n= p i=0

En supposant que I'ordre des sommations peut etre permugnous obtenons [1] :
" #
O on T
w (t) = X (t) n' rip (n) (5.23)
i=0 ’ n= p

D'apes lequation (5.23), nous pouvons rendre w; (t) proportionnellea la j°™ cerivee en imposant I'an-
nulation du terme entre crochets pouri < j . Ceci est eali® en choisissantrj, (n) orthogonala n', c'esta
dire :

n' rip(n)=0 pour i<j (5.24)
n= p
Un noyau r qui satisfait cette contrainte laisse le terme eni = j de lequation (5.23) comme terme d'ordre
principal en ,, ainsi w; (t) est approximativement proportionnela x()(t).

Beaucoup de lItres satisfont lequation (5.24). Nous porterons notre attention sur les Itres orthonormes
tels que

Fip (N) Tip (N) = pouri;j  2p (5.25)
n= p
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Il peut &tre monte [1] que les contraintes d'orthogonalie desequations (5.24) et (5.25) ceterminent un unique
ensemble dem fonctions de base qui peuvent étre gereeesa partir de la relation de ecurrence suivante :

2 _ 3
1

1, X .
Mip (N) = op 4nl Mp (N) I riep (1) S pourj  2p (5.26)
C] k=0 I= p

al ¢ est une constante de normalisation. Ainsirj, (n) est un polyndme duj *™¢ dege pair ou impair en n pour
j pair ou impair. La constante de normalisation peut étre cetermiree par la condition suivante :

e, (n)=1 (5.27)
n= p

qui fait de ¢; une fonction dep. Reportant lesequations (5.24) et (5.27) en substituantp par -, nous obtenons :
. i .
W= P X+ o( i) (5.28)

La variable w; (t) est proportionnellea la j ™ cerivee x({)(t) avec une constante de proportionalie cetermiree
parj, p et .Les trois premiers polynébmes discrets de Legendre ainse dis pour m 2 [ p;p], c'esta dire les
trois premiersrj 2 R™=2P*1 'sont

8
% fop(n) = cO(p)

1
1 2 p(pt+1)
"p = Fom " 3
al les constantes de normalisation sont :
8
% co(p 2p+1
(2p+1)(p+1)
aP)= Ty (5.30)
S
1 (4p?2 1D(p+1)@2p+3
% = ; (4p )(F;p3 )2p+3)

Les polynémesrj, (n) peuvent se eduirea un ltre de dierences nies quand p est pris sur de faibles valeurs
[1]. Nous consicerons maintenant rf;p (n) avec p aussi petit que possible. De lequation (5.26),rj,, (n) existe

seulement pour » j. Ainsi pour j =0;2;4 lesp mimimum sont respectivementp = 0; 1; 2. Sous la forme d'un
vecteur, les polyndbmes discrets de Legendre pour ces pasr§;p) sont :

8
< roo(n) =(1)”
Ile(n) =(1; 21y (5.31)
rao(n) =(@1; 46 41)

D'apes lesequations (5.21) et (5.23), nous avons legdie

" 4
. 20O o 8oL,
Fip (N) X(t+n )= A x"(t) n' rip (n) (5.32)
n= p i=0 ’ n= p
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Cherchons par exemple la cerivee du deuxeme ordrex(t) assocee au couple ( = 2;p = 1), nous obtenons :

h i
A X+ 1 )= o x@ () ha( D () 539

n= 1

Nous obtenons alors

X(t) = x(t+ ) 2x(2t)+ x(t )

qui estequivalentea la relation donree par le sckema aux dierences nies (5.18). Les cerivees d'ordre 0, 2 et 4
peuvent ainsi étre obtenues. Les cerivees d'ordre impar 1,3,... peuvent étre obtenues lorsque la dimensiom est
choisie paire [1]. Ainsi nous pouvons penser les dierencg nies comme un cas special des polynémes discrets
de Legendre.

Nous avons vu que le ltre w; (t) est proportionnel aux cerivees. Aussi leseements w; (t) peuvent former
une base orthonormale danR M=2P*1 avec les vecteurs de base; ¢ nis par :

+0( 3 (5.34)

ry = ( lip ( p;os lip 0); = lip (p))y (5.35)

et donc former un plongement de l'espace des phases origindd'apes lequation (5.21) la projection d'un
vecteur celai sur la base de vecteurgj est

wi () = xY(t) 1, (5.36)

Nous appelonsw;j (t) une coordonree de Legendrepuisque c'est la projection d'un vecteur celai sur un polynéme
discret de Legendre. Nous insistons sur le fait qu'une cooahree de Legendrew; (t) est une quantie cependante
de letat fonction du temps, proportionnellea la ™€ cerivee de la erie temporelle. Ceci n'est pas le cas du
polynéme discret de Legendrerj, qui est un vecteur de base » dans un syseme de coordonaes orthogonal
sur R™. Les coordonrees de Legendre et les polyndmes discrets degendre sont reles par lequation (5.36).

Pris ensembles, lesn polyndmes discrets de Legendre ck nissent une transforration R : R™ I R™, donree
par la matrice m m

R=(rosrs;=5rm 1) (5.37)
Par conequent R est orthonornee. De nissant le vecteur des coordonreesde Legendre par
2
Wo(t)
wi (t)
wit)=§ . (5.38)
Wn o 1(t)
Nous obtenons alors
wY(t) = xY(t)R (5.39)

PuisqueR est orthogonale, les coordonrees de Legendre sont une sitegotation des coordonrees ctlai. Lorsque
w €est petit, les coordonrees de Legendre sont proportionnéds aux cerivees; par conequentla relation entre
les etlais et les eriees consiste en une rotation et un ¢ hangement dechelle
Cependant il n'est pas dit que les coordonrees de Legendreostequivalentes aux cerivees obtenues par un
schema aux dierences nies.
{ Premerement la eduction des polynémes discrets de Legendre aux dierences nies prend place a
dierentes valeurs de p pour chaquer;. Par consequent, les sclemas standards de dierences ries
((Q); ¢ 1,1); (1; 2;1); =) correspondenta desr; de dimensions dierentes. Plongees comme vecteurs
dans R™, les dierences nies ne sont pas orthonornees. Par exempe, les trois premiers sctemas aux
dierences nies plonges comme vecteurs dans R 2 sont (0,1,0), (0,-1,1) et (1,-2,1). De ce fait, si nous
utilisons des sctemas aux dierences nies pour former un espace des etats des ceriees, le bruit dans
I'espace desetats n'est pas isotrope, et le bruit reporesur les dierentes cerivees est corek.
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{ Deuxement, les coordonrees de Legendre sont proportimnelles aux cerivees et non egales. Ceci n'est
pas une dierence triviale puisque pour une rie bruit e, le rapport signal/bruit des coordonrees de
Legendre est cetermire par le pefacteur de lequation (5.28). Gereralement les rapports signal/bruit des
coordonrees de Legendre sont meilleurs que ceux des schaaux dierences nies [1].

Lorsque , est petit, les coordonrees de Legendre rendent possible erestimation quantitative grossere de

la forme d'un attracteur dans I'espace des celais, et en paticulier comment la forme de I'attracteur varie avec
w. Des relations (5.31) et (5.36), nous pouvonsecrire o sous la forme :

o= (—191#—) (5.40)
qui corresponda la ligne identie. D'apes lesequatio ns (5.30), (5.31) et (5.29), la projection du vecteur celai
X sur cette ligne est :

wo = O( ) (5.41)

Les directions orthogonalesa la ligne identie correspadenta r; avec des valeurs sugerieures d¢ ; dans ces
directions la projection est '
w = 0(}) (5.42)

Ceci explique ce qui aet vu au cebut de ce chapitre : pour de faibles valeurs de ,, (c'esta dire du decalage),
l'attracteur estetie le long de la ligne identie etec rase suivant les directions perpendiculaires. De plus cel
montre que pour de faibles \, I'attracteur reconstruit s'inscrit dans un ellipsode lo ng et n. Les longueurs des
axes principaux sont de l'ordre de w3 = O( 9)a w2 ; = O( 2™ 2). Leurs orientations sont donrees par
les polyndbmes discrets de Legendre.

5.3 Les reconstructions globales

pes une revue des dierents sysemes de coordonrees, mus allons maintenant cevelopper le formalisme

de notre technique de reconstruction d'un champ de vecteura partir d'une <rie scalaire temporelle. Par
opposition aux rmethodes de reconstructions bases sur Igpediction du futura partir de la connaissance du
pass et diteslocales les reconstructions d'un champ de vecteurs sont diteglobales Ainsi, au lieu d'approximer
la dynamique localement, les techniques globales ealis® une approximation du champ de vecteurs original sur
I'ensemble de I'espace des phases. De ce fait elles permattéa reconstruction de I'ensemble de l'attracteura
partir de la connaissance d'une faible egion de celui-ciyoir section 5.5). Seules les composantes principales et
les ckrivees permettent une reconstruction globale. Apes avoir cecrit brevement un exemple de reconstruction
globale utilisant les composantes principales, nous pesnterons notre nethode de reconstruction sur les cerivees.

5.3.1 A partir des composantes principales

K. Agarwal et al [12] utilisent le syseme de coordonrees constitte ded vecteurs propres (i < m) de
A. I'espace orthogonal cetermire par la cecomposition en composantes principales. La matriceX est alors
projeee sur la basefs; g : ils obtiennent alors une nouvelle base & nie par la matrice = XS constitilee des
ebments

xo
()= x(ti+(k 1))sq i2[LNY; 2L d (5.43)
k=1
Le syseme est alors ckecrit par le jeu dequations dier entielles ordinaires non-lireaires coupkes :
dt = L1, 25 -y d .
al les fonctions non-lireaires G; peuvent etre exprimrees comme la somme de fonctions de baselle que
X

Gi= al (1 2 o) (5.45)
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Les fonctions de base sont alors cetermirees par approxiration des cerivees des d variables par une nethode
de minimisation du 2, soit :
X°h o 2
2= i(t) Gj@; a; = a) (5.46)
i=1

a les coe cients a(k') sont les inconnues a ceterminer. Les fonctionsG; determinent un champ de vecteurs
recontruit. Cette technique esteprouwe lorsque la divergence du ot dans l'espace desetats reconstruits est
constante (hypothese \eriee lorsque le syseme dynam ique a une dissipation constante). Toutefois, la robustess
de la methode n'a pasee teste pour des fonctions G; constitiees de termes non-lireaires de dege sugerieua

3(, & 2al+m+n 3) Cette methode utilise une prescription ad hoc (divergence constante) de mangere

a eduire le nombre de coe cients a(k') permis.

5.3.2 A partir des ckrivees

Takens [6] a aussi suggee que des plongements pouvaierdtre ealies en termes de cerivees successives
. de la srie temporelle pour lesquels le syseme dynamiqu@eut &tre eecrit sous la forme standard [18] (ou

canonique [19]) suivante :
8
% Y1=Y2
Y2=Ys

(5.47)
Yod = Yod+1

Yod+1 = Fs(Y1; Y2, i Yad; Yad+1)

a1 Fs estlafonction standard du syseme [18]. L'espace reconstruit est alors c ni parI'ensemble de coordonrees
(y2(t); ya(t); ya(t); o).

Partant de la srie scalaire temporelle nous devons appramer la fonction standard Fs. Ceci implique une
evaluation par une approximationa l'aide d'une nethode de moindres cares. Pour esoudre ce probeme, nous
devons commencer par choisir un mocele pour la fonction stadard Fs. Initialement, une dcomposition sur
des fonctions rationnelles polynémiales fut retenue et penit une reconstruction des sysemes de Ressler [18]
et de Lorenz [20]a partir de leurs variablesx(t) respectives. Les fonctions rationnelles pesentent l'aantage de
mockliser des fonctions standardFs pourvues de poles (ce qui est e ectivement le cas des syskes de Ressler
et de Lorenz). Cependant elles pesentent des poles qui relent celicate leur inegration (bien que les ensembles
singuliers soient de mesure de Lebesgue nulle). De plus, pgroximation de la fonction standard Fs sur des
fonctions rationnelles se comporte tes mal en pesence d bruit [21]. Pecisons en outre qu'aucun criere de
convergence n'est connu dans ce cas.

Par consquent 'impementation d'une nouvelle nethod e d'approximation de la fonction standard, plus
robuste, s'est aveee recessaire. Une approximationL, sur des polynémes multivariables est maintenant utilisee
[22]. Non seulement, il existe un treoeme de convergencpour les approximations polyndmiales dua Weierstrass
[23], mais encore la nethode ne pesente plus les probkras d'inegration nunerique en raison de l'absence de
poles. Les polyndmes ne sont pas choisis a prioriegauxaes polynémes de Legendre comme dans le travail de
J. Cremers et A. Habler [24] ou de J. F. Gibsonet al [1], mais sont geneees par l'attracteur lui-méme.

Bien que seules les techniques de plongements dierentislsoient icietudees, remarquons que la technique
d'approximation utilisee peut aussi étre appliquee pour mockliser les fonctions propres du spectre de valeurs
singuleres (de manere analoguea celle employee par A K. Agarwal et al [12]).

F. Takens [6] a prouwe un ensemble de treoemes justi ant de telles reconstructions (ou plongements)a partir
d'un simple dege de libere du mouvement dans l'espace de phases d'un syseme exgerimental. Le portrait
de phase reconstruit est relea I'original par un changement dierentiable de coordonrees. Ainsi 'information
topologique peut etre pesenee malge des variations quantitatives des coordonrees.
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Le syseme standard

Nous reprenons dans la suite de ce chapitre les hypotresesiadthapitre peedent. Soit le syseme dynamique
continu & ni par un syseme dequations dierentiell es ordinaires (section 4.4) :

x=f(x;) (5.48)

al x(t) 2 RY est une fonction vectorielle cependant du tempst et f est le champ de vecteursad composantes

cererantle ot . 2 RP est le vecteur des paranetresap composantes qui sera suppos constant dans cette
section. Le syseme (5.48) est lesyseme original. Les casetudes dans le cadre de cet ouvrage sont tels que
d = 3. La dimension m de I'espace reconstruit est choisieegalea la dimensiow de I'espace original. Les sysemes
originaux peuvent par consequent secrire de la manere suivante :

g x = f1(x;y;2)
3 y = fa(x;y; z) (5.49)

z=f3(xy,2)

Nous nous inkeressons au cas al le syseme original prodit un comportement asymptotique qui s'installe
sur un attracteur Ao.

Nous avons vu au chapitre peedent qu'il est possible de @ nir un syseme standarda partir d'une variable
donree du syseme original. Lorsque seule la srie tempeelle fx;gl\; est connue, le nombre desequations (et
des cerivees)a introduire au sein du syseme standard doit &tre estirme par un calcul de dimension de Haussdor
[2] de la wrie temporelle. SoitDy la dimension de Haussdorf estinee, F. Takens [6] a prouwe ge l'attracteur
reconstruit (ou standard) est gereriquement dieomorp hiquement equivalent au syseme original lorsque la
dimensionm de l'espace de reconstruction \eri e le criere m 2Dy + 1.

Toutefois, nous avons vu dans la premere partie de cet ouvaige, que seule lequivalence topologique nous
importait eellement. Nous avonsegalement monte que dans certains cas lequivalence topologiqueetait assuee
pour des dimensions de reconstructiom telle quem = Int(Dy)+1 a1 Int(Dy) est la partie entere de la
dimension de Haussdor Dy estinee a partir de la srie scalaire temporelle. Ainsi, en acceptant de limiter
la gereralie de notre etude, nous pouvons restreindre, avec certaines pecautions, la dimension de l'espace
standarda celle de I'espace original. Dans la suite de ce epitre, la dimension de I'espace des phases standard
sera donc toujoursegalea 3 comme celle du portrait de phas original.

Supposons gue l'observable soit, le syseme standard skcrit alors sous la forme suivante:

8
% X=x=Y

Y=17Z (5.50)
2

Z=Fs(X;Y;2)

Il gerere l'attracteur standard As ce ni sur le syseme de coordonrees standard (X;Y;Z), c'esta dire sur les
cerivees successives de l'observable = x;Y = x;Z = %). Lorsque le syseme original est connu, il est possible
de e nir une transformation standard reliant les coordo nrees standard (X; Y;Z) aux coordonrees originales
(x;y; z). Elle secrit (relation (4.16)) :

8
% X =X

Y = f1(x;y; 2) (5.51)
-E Z= @f1+@fz+@f3

~ @x @Y @z

L'application de al'attracteur Ao permet l'obtention de I'attracteur standard As assoce au syseme standard.
En principe, la transformation inverse ! peut alors etre obtenue. Toutefois, il se peut que les manigations
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algebriques impligiees rendent di cile voire impossibl e la cetermination de 1 Lorsque ! est connue,
I'expression analytique de la fonction standardFs(X;Y;Z) peut alors étre cetermiree. Evidemment, lorsque le
syseme original est inconnu, la transformation standard , son inverse ! et la transformation standard Fs
ne peuvent étre cetermirees.

Toutefois, que le syseme original soit connu ou pas, le bua atteindre est une reconstruction du syseme
standard a partir d'une seule des variables du syseme orginal. Pour cela, il est suppo® que le physicien
enregistre numeriqguement (ou experimentalement) la erie scalaire temporelleechantillonree fx; g\, ai I'entier
i repesente le temps discret tel quet = it . Les cerivees successives de I'observable(t) peuvent étre estinees
par un sckema aux dierences nies. Toute l'information s ur le champ de vecteurs originalf est reporee au sein
de la fonction standard Fs. Reconstruire un champ de vecteursequivalentaf recessite donc une estimation
Fs de la fonction Fs.

Cette estimation est ealise par une cecomposition de Fourier sur une base de polynémes multivariablesa
l'aide d'une nmethode de moindre care. Une telle technique de reconstruction est dite globale car la fonction
standard estinee Fsa partir de la connaissance des cerivees de I'observables, permet de reconstruire I'ensemble
de l'espace desetats dans lequel est ce ni l'attracteur standard As.

La proedure de reconstruction se cecompose en dierentesetapes qui sont :

Simultarement a la lecture de la srie temporelle fx;gl,, une rie vectorielle temporelle
fXi=x;Yi = X, Zi = Xi;Zi =X giN:‘*1 est obtenuea l'aide d'un sclkema aux dierences nies cente
d'ordre 2 (voir section 5.2.3). A chaque point de I'ensemblede coordonrees standardf X;;Y;; Zigi'\':"'1

est ajouee une valeur f Z;g. En e et le syseme standard (5.50) recessite la connaisance de cette
variable pour l'approximation de la fonction standard Fs.

Une estimation nunerique de la cecomposition de Fourier de la fonction standardFs est ealiee
sur une base de polyndmes multivariables par une techniqude moindre care. Un spectre naturel
est alors calcuka partir des coe cients de Fourier. Nous pos®donsa ce stade une approximation
de la fonction standard.

L'attracteur standard As peut en n &tre obtenu par inegration du syseme standar d recons-
truit.

L'espace fonctionnel sur lequel est cccompos la fonctio standard Fs va maintenant etre cevelopye.

5.3.3 Approximation de la fonction standard
Choix d'un espace fonctionnel E"

A n detablir une decomposition robuste de la fonction st andard Fs, nous choisissons de la projeter sur un
espace de HilbertE" de polyndémesP. Ces polynémes seront construitsa partir des trois variebles X; Y et

Z. lls seront construits selon l'arrangement des triplets {;j; k ) correspondants aux puissances respectives des
variables X; Y et Z suivant I'ordre donre par (pour plus de cetails, voir [22] et [27]).

200 110 101 020 011 002 (5.52)

8 000
§ 100 010 001
% 300 210 201 120 111 102 030 021 012 003
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Nous pouvonsetiqueter chaque triplet suivant le méme orde :

8 1
2 3 4
5 6 7 8 9 10 (5.53)

§ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Il y a ainsi une correspondance bijective entre lesetiquetes n et les triplets (i;j; k ). Nous utiliserons donc la
notation suivante : o
P = X'yl zk (5.54)

L'espace vectoriel E" sera constitle par les combinaisons lireaires des polyames P! tels que i n. Ces
polyndbmes sont lireairement incependants et forment donc la base P' . . Nous construisons maintenant une

seconde base par orthonormalisation de la premere.

Construction d'une base orthornornee
La basef Xg est construite par orthonormalisation de Gram-Schmidt suivant la relation :

k

kK= T (5.55)
al lesekments X sont ¢k nis par
g 1 = pl
(5.56)
k = pk szll PX; k> 1

et a1 ( ; ) cesigne le produit scalaire. La condition d'orthonormalisation sécrit :
(5= (5.57)

@ j estle symbole de Kronecker. Les relations (5.55) et (5.56)rpliquent que les ¥ & nissent une famille
multivariable triangulaire de polynémes donree par :

+

w
1
>
P w
+

Adx + A3Y (5.58)

4= AT + Alx + ALY + AjZ

8 1
§ 2= A2 + A2

4
1
>
RO
+

Adx + AJY + A3Z + A2X?

La projection d'un monéme P sur la basef g &crit :

pk = Bk (5.59)
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Le ceveloppement des coe cients BX sont alors de la forme :
Bk = PX; (5.60)

Inversement, chaque function ¥ peut se cecomposer sur la base suivant la relation :
k= Ak P (5.61)

Ainsi, les coe cients Bjk secrit aussi :

Bk=" Al PXP (5.62)

En inerant les relations (5.60) et (5.61) dans la relation(5.56), nous obtenons :

8
X K1 X
3
; ” - (5.63)
AR= A K
Avec une permutation sur la double sommation :

K1 X K1K?

(5.64)
=1 =1 =1 =
nous obtenons 0 1
X« K1 K1
Akp =pX @ BKA AP (5.65)
=1 =1 =

Les coe cients A ¥ sont alors cetermires par identi cation entre chaque membre de la relation (5.65). Nous
obtenons la relation de ecurrence suivante :

gAkkzl

K1 (5.66)
BX A pour <k

Y

De manerea ne conserver qu'une relation sur lesA, nous remplacons les coe cients B¥ par leur expression
suivant la relation (5.62) ; nous obtenons alors :

" #
K1 X
Ak= A A PP (5.67)
= =1
Il reste alorsa normaliser chaqueA ¥ comme suit :
A k
Ak - 31:2 (568)

2

X X
4 AKAK PP 5
=1 =1
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Approximation de Fourier

Nous possdons maintenant une base compkte da polynémes orthogonaux K. Nous souhaitons une ap-
proximation Fg de la fonction standard connue sur I'ensemble des points :

Fs(Xis Yis Zi) = Z; (5.69)

Une telle approximation est donree par : X
Fs = G ! (5.70)

i
a les ¢ repesentent les coe cients de Fourier. L'approximation de Fourier ainsi e nie est la meilleure ap-

proximation possible sur la base choisie.
Les coe cients de Fourier ¢; sont donres par :

G =(Fs; 1) (5.71)
Nous avons ainsi ' I
X _
G = Zi Al Pk (5.72)
k=1
L'approximation de la fonction dans E" skcrit aussi en fonction desP/ :
XX XX o
Fs = GA] P = GA P! (5.73)
i=1 j=1 j=1 i=j
En posant
X [
Kp= G A, (5.74)
i=p
nous pouvons kecrire la relation (5.73) :
X
Fs = Kp PP (5.75)
p=1

Ainsi l'information concernant l'attracteur chaotique (m etrique plus dynamique) est contenue dans I'ensemble
des coe cients K, qui forme une signature de l'attracteur. L'ensemblefK g est appek spectre naturel de
l'attracteur.

Fesultats et vecteur pilote

Les spectres de coe cients reconstruits sont alorsevales. Plusieurs paranetres de reconstruction doivent
etre introduits. Dans la suite de ce chapitre, nous nous bareronsa pesenter les meilleurs esultats obtenus sur
guelgues sysemes connus. L'in uence de chacun des paragtres sur la qualie de la reconstruction seraetudee
au chapitre suivant.

Il aek obsene que la qualie de la reconstruction cep endait du nombre de pointsNq retenus au sein de la
rie scalaire temporelle assocesa leurs cerivees siccessives, du hombre de pointdls par pseudo-periode Ty et
du nombre N, de polyndmes retenus pour 'approximation de la fonction sandard Fs. Chaque syseme ayant
sa propre pseudo-periodeTy, le pas d'inegration t de l'algorithme de Runge-Kuttaa pas constant d'ordre 4
[28] doit etre choisi en fonction deTy. La reconstruction se fait donc sous unvecteur pilote constitle de ces
paranetres; il est de la forme (t;N g; Ns; Np).

5.4 Applications

ous avons ceveloppe le principe de notre technique de reaustruction. Elle va étre maintenant appliqiee
N aux deux sysemes les plus populaires de la dynamique des sigmes : celui de Ressler [25] et de Lorenz
[26].
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5.4.1 Le syseme de Rossler

e syseme de Ressler gtude aux chapitres 2 et 4) est corstitle de I'ensemble des troisequations dierentielle s
L ordinaires coupkes suivant :

y= X+ ay (5.76)

8
% X=Yy z
3

z=Db+ z(x ¢
dont les paranetres de contréle sont choisis egauxa @;b;9 = (0:398 2;4) et pour lesquels le mouvement
asymptotique s'installe sur un attracteuretrange (g. 5. 3).

Fig. 5.3 { Attracteur Ao ceree par le syseme original de Ressler.

Le syseme (5.76) repesente le syseme original. Il estconstitte de trois coordonrees originales : chaque
coordonree peut etre consiceee comme une observableet par consequent, trois cas dierents peuvent &tre
etudes comme lors de letude de la transformation stand ard au chapitre peedent.

Observable x(t)
Suivant la proedure developpee section 5.3.2, le syseme standard est de la forme
8

% X=Y
E Y=2 (5.77)
" Z=Fs, (XY;2)
La transformation directe standard  est de la forme (section 4.4.1) :
8
% X =X
x : Y=y z (5.78)

Z= b x ay+z(c x)
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Cette transformation peut &tre inversee :

y= —— (5.79)

Z+ b+ X ay
zZ= ——M
a+c X

8
% X=X
Y(c X)+Z+b+X

Derivant I'expression de Z dans et substituant les coordonrees originales par leur expresion suivant 1,

nous obtenons la fonction standardFs, suivante :

Y(X +b aY +2)

5.80
a+c X ( )

Fs, =ab cX + X? aXY +XZ +(ac 1)Y +(a ©)Z

Dans ce cas, la fonction standardrFs, pesente une singularie en X = a+ ¢ de mesure de Lebesgue nulle.
Le syseme standard n'est alors inegrable que par un algaithme de Runge-Kuttaa pas variable [28]. De plus,
en raison du terme rationnel deFs,, celle-ci ne peut avoir une cecomposition exacte sur la bas de polynémes
choisie (cf. section 5.3.2). La fonctionFs, ne s'identi e pasa son approximation de Fourier Fg,_ .

Le syseme standard exact est repesene gure 5.4.a. Bien que la fonction standardFs, soit de la forme
d'une fonction rationnelle, des reconstructions satisfadantes sont facilement obtenues. Elles sont relativement
robustes, c'esta dire qu'elles sont peu sensiblesa des nu cations du vecteur pilote. Par exemple, un syseme
standard reconstruit satisfaisant ( g. 5.4.b) est obtenu avec le vecteur de pilotageegala (10 2;500, 5; 33), c'est
a dire avec un syseme originalechantillonrea 5 point s par pseudo-geriodeTy sur 100T, et une approximation
de Fs, sur 33 polynbmes.

%00 Son
(a) Attracteur standard As obtenu par application de (b) Attracteur standard Ags obtenu paor inegration du
x Sur une trajectoire du syseme original champ de vecteurs recontruit

Fig. 5.4 { Attracteur standard reconstruit sous un vecteur pilote (10 3;500; 5; 33).

Il est possible d'obtenir une reconstruction satisfaisané par unechantillonnage sur un nombre plus faible
de pseudo-periodes siNg et Ng sont augmenes de manere adcequate, c'esta dire par un surechantillonnage.
Remarquons qu'une fonction rationnelle telle queFs, est correctement estinee par un polyndme de 33 termes (33
composantes dans le spectre d&, repesene gure 5.5.a). Un spectre de K,a 100 composantes est repesent
gure 5.5.b. Il est evident que l'information essentielle est contenue pourp < 50. L'information contenue au
voisinage dep = 60 est une information parasite car aucune tentative de reonstruction d'un syseme standard
avec un vecteur pilote (t;N ¢; Ns;60) n'a pu aboutir. De plus, l'ajout de polyndmes suppkmentaires parasite
egalement lesK, d'ordre inkrieur.



176 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DU CHAMP DE VECTEURS

1 25
0 H i U ’_‘u\—‘ =] 15 L “ B
g i ﬂHﬂ 1] mH“H“ e ]
2 X +5H i
3 +15} H]HJ HJ 1
o 10 20 30 25 20 20 60 80 100
p p
(a) Np =33 (b) Np =100

Fig. 5.5 { Spectre de coe cients sous une reconstruction piloee par le vecteur (10 3;500;5; Np).

Observable y(t)

L'observable est maintenant la variabley(t). Utilisant une permutation circulaire, la proedure c veloppee
section 5.3.2 est appliqieea la variabley(t). Le syseme standard est :
8

E Y=Zz
E Z=X (5.81)
- X=Fs, (X;Y;2)

La transformation standard directe  est la suivante (section 4.4.1) :

§X=ax+(a2 1y z

y Y=y (5.82)
2
Z=x+ ay
tandis que son inverse ! est de la forme :
g Xx=27Z ayY
1 —
y 3 y=Y (5.83)

La fonction standard Fs, est alors :

Fs, = b cY+(ac 1)Z+(a ©X aY?+(a?+1)YZ aXY az?+ XZ (5.84)

y

C'est un cas tes simple a1 la fonction standard Fs, est une fonction polynémiale. Nous retrouvons sur cette
variable tous les tere ces de lequivalence dieomorp hique entre l'attracteur original Ao et l'attracteur recons-
truit As, cemontee au chapitre peedent. La fonction standard Fs, etant une fonction polyndmiale de E?,

elle estegalea son approximation de FourierFs, dans E°:
Fo, =K1+ KoY +K3zZ +KsX +KsY? +KgYZ +K7YX +KgZ? + KgZX (5.85)

dont le spectre treorique de coe cients K, peut etre connu par identi cation avec I'expression de Fs, . Les
valeurs literales K, les valeurs nurreriques treoriques K, et les valeurs calcueesk ;, sont reporees dans le
tableau 5.1 pour une reconstruction piloee par le vecteur(10 ;100 10;10). Nous pouvons & nir une erreur
relative , de la forme :

b = Kpn Kol (5.86)
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L'erreur relative est de I'ordre de 0.001 %. Nous avons ici ua tes bonne pecision sur le calcul desK . L'avantage
manifeste d'une telle propree de la fonction standard est une grande robustesse. Une reconstruction satisfaisamt
du syseme standard ( g. 5.7.b) est obtenue avec un vecteurpiloteegala (10 2;10; 10; 10).

Tab. 5.1 { Coecients K,

p Kp Kb Kp p (%0)
1 b -2 -1.9999842 @B 10 %
2 c -4 -3.9999729 ¥ 10 ©
3 ac 1 0.592 0.5919901 @ 10 92
4 a c -3.602 -3.6019751 @ 10 %3
5 a -0.398 -0.3979973 @ 10
6 a?+1 1.158404 1.1583972 6 10 %
7 a -0.398 -0.3979960 0 10 9
8 a -0.398 -0.3979978 ® 10 ©3
9 1 1 0.9999936 ® 10 03
10 0 0 11426 10 % -

La robustesse se traduit par une reconstruction satisfaigste obtenue sous le vecteur (10%;200; 10; 200).

Le spectre de coe cients correspondant est propoe gure 56 : seuls les 9 coe cients theoriquement non nuls

restent dierents de 0. Une reconstruction de qualie est donc obtenue sans aucune di cule : la reconstruction
est tes robustea partir de cette variable.

2

o il

il

Kp(p)

14 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
0 50 100 150 200

p
Fig. 5.6 { Spectre de coe cients sous le vecteur (10 *;200; 10, 200).

Observable z(t)

Poursuivant la permutation circulaire, seule I'observabk z(t) est accessible au physicien. Le syseme original
est maintenant : 8
% X=Y
E Z=X (5.87)
T Y= Fs,(XY;2)
La transformation standard , assocee est de la forme (section 4.4.1) :

X =b+z(x ¢
3

N
<
1

bc+ bx+ 2z 2cxz yz 7%+ X’z (5.88)
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300 . ) S.0n
(a) Syseme standard exact obtenu par application de (b) Syseme standard reconstruit : (10 3;10; 10; 10)
y @ une trajectoire issue du syseme original

Fig. 5.7 { Syseme standard issu de I'observable y(t).

Son inverse , ! skcrit :

8 o os XD
% - Z
! Y X(X b (5.89)
z = 7z _ R
37 7" 72
T z=2
et la fonction standard Fs, :
— 2 1 2 2X2
Fs,=b (X+¢Z X+aY+ az“+ 7 [(@ab+3Y)X bY aX-<]+ ?(b X) (5.90)

Cette fonction est encore une fonction rationnelle laissanapparatre une singularie pour Z = 0. L'attracteur
As, assoce au syseme standard ( g. 5.8) est obtenu par applcation de la transformation ;a une trajectoire
issue de l'inegration du syseme original (5.76). Nous pouvons d'ores et dep constater une forte compression des
trajectoires au voisinage de l'origine de I'espace des phes standard. Cette compression se retrouve directement
sur levolution temporelle de la variable z(t) (voir section 4.4.1). Toutes les tentatives de reconstrution d'un
attracteur chaotique ontee vaines. Seul un cycle limite a pu &tre reconstruit.

5.4.2 Le syseme de Lorenz

Le syseme de Lorenz [26] est rendu particulerement interessant par la pesence d'une synetrie au sein de
son portrait de phase (chapitre 3). Il possde deux variabésequivariantes, x(t) et y(t), et une variable invariante
z(t). Comme l'ont pecie G. P. King et I. Stewart [29], le the oeme de Takens ne s'applique pas aux sysemes
equivariants, comme le syseme de Lorenz. D'autre part, nous avons vua la section 4.4.2 que les attracteurs
standardsAs, et As, possdent des proprees de synetrie dierentes de ce lles du syseme original : la symetrie
axiale originale est remplaee par une synetrie centrale. Il ne peut donc y avoirequivalence dieomorphique entr e
l'attracteur Ao et les attracteurs As, et As, . De plus, en raison de l'invariance de la variablez(t), I'attracteur
standard As, ne possde aucune propree de synetrie. Si topologiquement cela nous importe peu, du point
de vue du diagramme de bifurcation, la synetrieeventuelle d'un attracteur interdit certaines bifurcations (par
exemple celle du doublement de periode [30]).

A n de renediera ces inconwenients, G. P. King et |. Stewa rt proposent le recoursa deux variables : une
equivariante et une invariante. Malge tout cela, nous no us bornerons,a l'instar de beaucoup d'autres,a letude
de la reconstruction d'un portrait de phasea partir d'une seule srie scalaire temporelle.
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Fig. 5.8 { Syseme standard exact obtenu par application de a une trajectoire issue du syseme original.

Le syseme original est constitte de I'ensemble de troisequations dierentielles ordinaires suivant gtude
aux chapitres 3 et 4) :

8

%X_: (y x)

; Yy=Rx vy xz (5.91)
z= bz+ xy

nanti des parametres de contréle R; ;b) = (28 ;10; 8=3) pour lesquels le mouvement asymptotique s'installe sur
un attracteuretrange synetrique ( g. 5.9). Suivant la m" eme stratgie que dans la section 4.4.2, nousetudierons

les trois observables«(t), y(t) et z(t).

200

Fig. 5.9 { Attracteur original Ao ceree par le syseme de Lorenz ( R; ;b)=(28;10;8=3).

Observable x(t)

Levolution temporelle de lI'observable x(t) est suppose &tre la seule connaissance que possde leypicien
sur le syseme. Il est en pesence d'une variableequivaiante. Le syseme standard assoce skcrit de la manere
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suivante :

Y=2 (5.92)
Z=Fs, (X)Y;2Z)

La transformation standard  sécrit :

g X =X

X 5 Y= (y X) (5.93)
Z= [R+ )x ( +1y xz]

Son inverse ! secrit : 8

E X=X

ot : y=X+7Y (5.94)

z=(R 1) S+ [( +1)Y+2Z]
tandis que la fonction standard Fs, est de la forme :

Fe,=b (R 1X B +1)Y (b+ +1)Z x2y x 3+ 2K +§()Y+Z] (5.95)

C'est un nouveau cas ai la fonction Fs, est rationnelle. L'existence d'une singularie en X = 0 interdit une
decomposition exacte dans un espace de polynémds".

L'inegration du syseme standard (5.92) gerere un att racteur As, repesene gure 5.10.a. Une reconstruc-
tion satisfaisante (g. 5.10.b) est obtenue pour un vecteurpiloteegala (10 3;10% 100 18). Malheureusement

une telle reconstruction est vraiment peu robuste. De tesfaibles variations du vecteur pilote su senta cetruire
la structure fractale.

oboo 2000 39000

oo 20000 30000

Zz
o

z
on

o008

]

’ Ma 20n
(a) Attracteur As, obtenu par appIiDcation de xa (b) Attracteur As, obtenu par reconstruction du
une trajectoire greee par le syseme original champ de vecteurs (10 3;10%*;100; 18)

Fig. 5.10 { Attracteur As, du syseme standard.
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Observable y(t)

Suivant une permutation circulaire, le physicien n'‘est cere connare maintenant que levolution temporelle
de l'observabley(t). C'est encore une variableequivariante. Le syseme standard est de la forme :

%Y_=Z

Z=X (5.96)
2

X-=Fs, (X;Y;2Z)
La transformation standard  est de la forme (section 4.4.2) :
% X= R( +1)x+(R +1)y+( +b+1l)xz vyz x%
Y=y (5.97)

Z=Rx y xz

tandis que son inverse , ! est plutét di cilea obtenir. En posant

y

8

< A=1 R Rb
B=( +b+1)(Y+2Z2)+X Y (5.98)
C= Y(Y+2)

on obtient nalement (apes un peu d'algebre et la esolu tion d'uneequation du troiseme ordre en x ) :

8 A
% X=X =(xg+ %)+ (x1 x2)*° 3y
o % y=yY (5.99)
> - RX Y Z
X
al
8
3 = AB C A3
17%Y2Z 2y  27v3
; (15Y 2Y 27Y ) (5.100)
- _ 3 272 2v 2 3~ 122
x2-€4BY B“A< 18ABCY +27C<Y~“+4A°C 3y 2
La fonction standard Fs, peut alors etre donree :
Fs, = R(1+R + + X (R ( +2)+1)Y
(L+b+ )> b +2R XZ+ ( +2b+2)YZ (5.101)

+(2+ b+3 )X2Y 3 XY?2+ X Z2 RX3+X3Z

Nous allons tout de méme tenter I'approximation de cette foiction Fs, plutét compligiee. Pecisons qu'elle
pesente des singularies enX =0et Y =0.

Il n'a pasee tene d'inegration du syseme standard  (5.96). L'attracteur As, (g.5.11.a) qui lui est assoce
est obtenu par application de la transformation a une trajectoire issue de l'inegration du syseme orig inal.
L'attracteur As, est tes similaire a l'attracteur As, : nous retrouvons la synetrie centrale (par rapporta
l'origine de l'espace des phases standard). Les reconstiiims sont peu robustes. La structure fractale est
rapidement cetruite sous une perturbation du vecteur pilote. Toutefois une reconstruction satisfaisante ( g.
5.11.b) est obtenue pour le vecteur piloteegala (10 3;10%; 100, 47).
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(b) Attracteur As, obtenu par reconstruction du
champs de vecteurs : (10 3;10%;100; 47)

Fig. 5.11 { Attracteur standard As, assocé au syseme standard.

Il est tout de méme remarquable que la fonction standardFs, , aussi compligee soit elle, puisse &tre ap-

proxinee par une fonction polyndbmiale Fs, a 47 termes non-lireaires. Le spectre de coe cientsK, est pesene
gure 5.12 : aucune information signi cative n'apparat a pes le cinquanteme coe cient.

=

=

1
I 0 0
= *1
E L
X 42
+3]
4] —
0 10

Fig. 5.12 { Spectre de coe cients de la fonction Fs, sur E"

une meilleure lisibilie du spectre.

Observable z(t)

: les coe cients sont repesengsa la puissance 1 =4 pour

Le physicien a maintenanta sa disposition I'observable irvariante z(t). Le syseme standard est de la forme :

La transformation standard

%X_:Y
Z=X

:

Y= Fs,(X;Y;2)

8
X = bz+ xy
3

; skcrit de la manere suivante :

. Y = bPz+ Rx2+ y?2

Z=1z

(b+

(5.102)

+1)xy x%z

(5.103)
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Son inverse , ! s'obtient apes la esolution d'un polyndme en x d'ordre 4 qui se ramenea un polynébme du
second dege. En posant :

D=Kz (b+ +1)(X+bz) Y (5.104)
la transformation standard inverse ! secrit :
8 " 1o H1=2
« = D+ D? 4R 2Z) (X + b2)? X
- 2(R 2) B
1
. X +bzZ y (5.105)
z=27
a = 1. reste incetermire. Il est une signature de lequivarian ce du syseme de Lorenz : le syseme est
invariant sous le changement de variableX;y;z) ! ( Xx; V;z). La fonction standard est de la forme :
Fs,= bZ (R+3R DbR)X? (3 + 2+b)Y?
+ (1+b+2)2 b +1)+4R XY (5.106)

+[1+3 +20X?%Z 4 XYZ X3Y
Ici encore, la fonction standardFs, est plutét compligee et pesente un ensemble de singulaes, notamment
pour Z = R.
Comme nous l'avons vua la section 4.4.2, |'attracteur stardard As, (g. 5.13.a) obtenu par application de
la transformation , sur une trajectoire gereee par le syseme original (5.91) est cepourvu de synetrie.

=log

=200 0 200
(a) Attracteur Ag, obtenu par appligation de ; sur (b) Attracteur As, obtenu par reconstruction du
une trajectoire du syseme original champ de vecteurs : (10 3;10%;100; 46)

Fig. 5.13 { Attracteur As, assocé au syseme standard.

Malge la complexie de la fonction standard Fs,, son approximation de Fourier par un polynébme a 46
coe cients permet l'obtention d'un attracteur standard As, reconstruit sous le vecteur (10 3;10% 100, 46).
Cette reconstruction est plus robuste que dans les deux caseedents. En accord avec G. Rowland et J. C.
Sprott [14] qui observent une perte accrue de robustesse kgue les sysemes sont synetriques, la robustesse
de la reconstruction est bien meilleure sur la variablez(t) qui fournit un portrait de phase reconstruit pourvu
d'une structure plus simple (non synetrique) que les autres variables.

Nous avons test la puissance de notre nethode dans plusies cas. Si les probemes de robustesse se posent
encore et font toujours I'objet de recherches, il est inceriable qu'un proges a et ealie par rapporta la
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technique de decomposition de la fonction standard sur dedonctions rationnelles polynémiales ([18], [20] et
[10]). Il nous reste pourtanta o rir une cemonstration de la puissance d'une telle technique en ealisant une
reconstructiona partir d'orbites periodiques.

5.5 Reconstructiona partir d'orbites griodiques

i durant les anrees 80, la carackrisation des attracteurs etranges se faisait souvent par l'internediaire de
Scalculs de dimension [2] ou de spectres d'exposants de Lyapov [3], I'importance des orbites periodiques
au sein d'un syseme chaotique a commenea poindrea l'aube des anrees 90 [31]. En e et, si I'extraction des
orbites periodiques est cesormais un probeme esolu [32], leur extraction d'un syseme experimental semble
devenir une ealie par les techniques de controle [33].

A cela s'ajoute l'essor de la caractrisation topologique[4] qui est base sur la connaissance de quelques
orbites de faible periode. Nous avons vu aux chapitres 2 et 3que deux ou trois orbites de faible periode su saient
a valider un patron. Une condition sur cette \eri cation d emeure pourtant que chaque bande du patron soit
visiee par au moins une orbite periodique. Neanmoins, nous cemontrerons que la connaissance d'une seule
orbite de periode 1 (qui ne visite donc qu'une seule bande dipatron) peut permettre la reconstruction globale
de l'attracteur As, .

5.5.1 Le ruban simplement ple

ous commercons notreetude sur le syseme de Ressler (5.6) avec pour vecteur des pararetres de controle
N (a;b;9 = (0:432952; 4). Etant donre le esultat de la section 5.4.1, nous choigssons de travailler sur la
variable y(t) qui pesente la plus grande robustesse. Nous savons que \ecteur pilote (10 3;10; 10; 10) permet
une reconstruction satisfaisante. Nous rappelons que poue vecteur (a;b; g choisi, I'attracteur est un ruban
simplement ple (cf. chapitre 2). Le patron qui lui est assoce est repesene gure 5.14.

Fig. 5.14 { Patron du ruban simplement ple et l'orbite (1) qui lui est a ssocee.

De la population d'orbites periodiques de l'attracteur, n ous choisissons de tenter une reconstructiona partir
de l'orbite de periode 1 cocee par la quence symbolique(l). Cette orbite est construite sur le patron (g.
5.14). Comme nous pouvons le constater, seule la bande 1 essiee. A priori nous n‘avons aucune information
sur la bande O...

Dans l'espace des phases original, l'orbite (1) est obtenupar inegration du syseme de Ressler (5.76)a
partir des conditions initiales suivantes :

8
< Xp =0:2296610494032504

Yo = 4:11575770590046 (5.107)
zp = 0:4500602426204998
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Fig. 5.15 { Orbite de periode 1 codee par la £quence (1) du ruban simp lement ple : ( a;b; ¢ = (0 :43295 2; 4).

extraites du tableau 2.2. Elle est repesente gure 5.15 La reconstruction se ealise sous le vecteur pilote
(10 3;10;10;10), c'esta dire sur une pseudo-periode. Elle conduit au pectre de coe cients K , regrouges dans
le tableau 5.2. Les valeurs de¥, calcubes sont en tes bon accord avec les valeurs tteoques. La fonction
standard Fs est donc correctement estimee et I'attracteur As issu de l'inegration du syseme standard est
equivalenta l'attracteur A ; comme nous l'avons vu au chapitre 2, l'attracteur de Ressér ne pesente plus
de "trou" en son centre pour (a;b; g = (0:432952; 4). Ceci est une signature de la pesence d'une dynamique
symbolique compkte (section 2.3). Cette propret se retrouve bien sur l'attracteur reconstruit (g. 5.16). Une
evolution sur l'orbite sut donca reconstruire l'attra  cteur As, dans son ensemble (g. 5.16).

oo 20 40 6.0

Fig. 5.16 { Attracteur As, reconstruita partir de l'orbite (1) sous le vecteur (10 *;10; 10; 10).

Ainsi l'orbite (1) contient susamment d'information pour permettre une approximation de la fonction
standard Fs, et une reconstruction du champ de vecteurs, c'esta dire qwelle contient de l'information sur
I'ensemble du portrait de phase standard.

En d'autres termes, l'orbite de periode 1 contient de l'information sur la bande 0 qu'elle ne visite pas
puisqu'elle permet la reconstruction globale de l'attracteur! Mais poursuivons notre etude par des variations
des paranetres de contrble.
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Tab. 5.2 { Coecients K,

p Kp Kb Kp p (%)
1 b -2 -1.999921 @10 2
2 c -4 -3.999950 @ 10 2
3 ac 1 0.7318 0.731773 @102
4 a c -3.56705 -3.566983 @10 ?
5 a -0.43295 -0.432967 @10 2
6 a’+1 1.187445703 1.187429 :010 2
7 a -0.43295 -0.432967 @ 10 ?
8 a -0.43295 -0.432944 @ 10 ?
9 1 1 0.999980 (2 10 2
10 0 0 0:465 10 ° -

5.5.2 L'entonnoir

our des paranetres egauxa (a;b;9 = (0:523 2;4), nous avons vu au chapitre 2 que l'attracteur etait
P caracerie par un patrona 4 bandes (g. 5.17).

@

Fig. 5.17 { Patrona 4 bandes assocea l'attracteur geree par le  syseme original pour ( a;b; ¢ = (0 :523; 2; 4).

Fort de notre suces peedent, nous tentons maintenant une reconstruction de cet attracteura partir de la
méme orbite eriodique : (1). Ce sont ainsi trois bandes qiine sont pas visiees par I'orbite periodique choisie.
Le vecteur pilote est toujoursegala (10 3;10;10;10). L'orbite (1) est obtenue par inegration du syseme d e
Ressler nanti des paranetres de contrble @; b; 9 = (0 :523 2; 4)a partir des conditions initiales suivantes :

8
< Xo = 0:2812795457084942
Yo= 3:9379773231553 (5.108)
Zo = 0:4585986331588

L'orbite periodique est repesente gure 5.18.a.
Du point de vue topologique aucune distinction n'est possite entre l'orbite pour a = 0:523 et l'orbite
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40

: 5 ) 75 —ia a5 oo Is 20 75
(a) Orbite de periode 1 cocke par la sﬂaquence (2). (b) Attracteur As, reconstruita partir de l'orbite

(€Y

Fig. 5.18 { Reconstruction du syseme de Ressler : (a;b;9=(0.523,2,4)a partir de l'orbite (1).

pour a = 0:43295. Toutefois la reconstruction est e ectiee avec sues (g. 5.18.b). Les coe cients K, sont
correctement calcuks o rant une estimation satisfaisarte de la fonction standard Fs sur E1° (tableau 5.3).

Tab. 5.3 { Coecients K,

p Kp Ko Kp p (%0)
1 b -2 -2.000021 €101032
2 c -4 -3.999869 B2 10 2
3 ac 1 1.092 1.091931 831032
4 a c -3.477 -3.476880 34 10?2
5 a -0.523 -0.523052 @9 10 ?
6 a?+1 1.273529 1.273502 @110 7?2
7 a -0.523 -0.523082 15101
8 a -0.523 -0.522953 ®8 10 ?
9 1 1 0.999953 @16 10 2
10 0 0 0:132 10 4 -

Ainsi, I'attracteur a encoreet reconstruit dans son ensemble par une approximation du champ de vecteurs
standard a partir d'une orbite de periode 1 (comparez la g ure 5.18.b avec la gure 2.19 repesentant l'at-
tracteur original pour ces valeurs des paranetres de contle). En d'autres termes, nous sommes capables de
pedire la population d'orbites periodiques d'un attrac teura partir de la connaissance d'une seule de ses orbites
periodiques!

5.5.3 Limite de kEquivalence topologique

ecisons que si nous ne pesentons que deux exemples, I'gaprise aet couronree de sucaes pour dierents

points de l'espace des parametres appartenanta I'ensemie (a;b; 9 2 ([0:380; 0556} 2; 4). Notre nethode
nous permet donc une caracerisation des orbites periodgues plus ne que celle o erte par la topologie.

En e et, les deux orbites de periode 1 cockes par la £quege symbolique (1) sont, par c nition de la
dynamique symbolique, topologiquement equivalentes. Hes ont le m&me nombre de self-torsions donre par
leEment de matrice du patron M (1;1). Elles ont méme nombre de liaisond. (1; N ) avec toute orbite eriodique
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N pesente sur les deux attracteurs (pour a = 0:43295 eta = 0:523). Pourtant, nous avons vu qu'elles ne
contiennent pas la m&me information. Nous devons donc && en mesure de mettre enevidence une quantie qui
distingue ces deux orbites.

Nous avons vu au chapitre 2 que le syseme de Ressler posge deux points xesF, et F de coordonrees :

8
% c (¢ 4dap'=?
X =

2

c (@ 4ap'? (5.109)

% y 2a
c (¢ 4dab'=
oz =
2a

Levolution de l'attracteur en fonction des paranetres d e contrble est piloke par levolution des positions
relatives des deux points xesF, et F . Au fur eta mesure que le paranetre a augmente, le point F, se
rapproche de l'attracteur ; son in uence se fait donc de plusen plus sentir. Il modi e notamment la con guration
de la varee au point d'inechir notablement la boucle d e l'orbite (1) (cf. g. 5.15 et g. 5.18.a).

Par congquent la quantie repesentative de l'attract eur leea I'orbite (1) doit etre relee aux deux points
xes F. et F . Au point xe F est assocee une varee instable bidimensionnelle surlaquelle une trajectoire
se ceveloppe en spirale divergente [34]. La varee stalde est unidimensionnelle. Le second point xeF. pesente
une varee instable unidimensionnelle et une varee stable bidimensionnelle sur laquelle une trajectoire cedit
une spirale convergente [34]. Par congquent, nous pouvaerassocier un vortexa chacun des points xes. Chacun
d'eux est caracerie par une vitesse angulairew. etw .

En accord avec les travaux de L. P. Sil'nikov [35], les valelws propres du jacobienJ, en ces points xesC
sont respectivement de la forme (section 2.3.2) :

8 : 8 :
< + iw < 4w
iw et R | (5.110)

+

Les deux vitesses angulaires peuvent donc étre cetermees par calcul des valeurs propres du jacobien (section
2.3.3). Pour (a; b; 9 = (0:43295 2; 4), les solutions sont enF

8
< 0:1481087 + i 0:975955

0:1481087 i 0:975955 (5.111)
3:63360630
etenF; : )
< 0:08145529 i 3:108388
0:08145529 +i 3:108388 (5.112)
0:36619954

D'y w =0:975955rad s ! etw, =3:108388rad s . Nous pouvons ainsi retrouver un ordre de grandeur de
la pseudo-periode fondamentaleT, par la relation :

2

To =6:43s (5.113)

Etant donre que l'attracteur se construit sous I'in uence de ses deux points xes, l'orbite (1) est issue de la
combinaison des deux vortex. Poura = 0:12496::, Oetw 1 : c'est la bifurcation de Hopf qui donne

naissance au cycle limite gererateur de la cascade de doldments de periode (voir chapitre 1). Juste au deh,

le cycle limite (1) est uniquement sous I'in uence du vortexassoce au point F : il decrit une ellipse contenue

dans un plan approximativement paralele au plan xy (g. 5.19).

Au fur eta mesure que le paranetre de contrble a est augmeng, le second point xe F. se rapproche du
point F . Le vortex qui lui est assoce prend de l'in uence sur le cyde limite (1) maintenant cestabilie @
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Fig. 5.19 { Evolution de l'orbite (1) sous I'in uence croissante du poi nt xe F..

partir de a = 0:3348::). Le paranetre a augmentant, la distance entre les deux point xes diminue etl'orbite
(1) se cecolle progressivement du plan originel pour s'oenter suivant la direction desz (g. 5.19). Sa longueur
augmente simultarement impliquant une croissance de la priode temporelleT (1).

D'une certaine mangere, nous pouvons dire que la periode emporelleT de l'orbite (1) estegalea la somme
des contributions du vortex de F et du vortex de F. . Lévolution de la periode temporelle (1) traduit quali-
tativement levolution respective de I'in uence des vort ex assocesaF et F, . Par congquent, cette periode
temporelle caracerise l'attracteur dont I'orbite (1) est issue. Son evolution en fonction du paranetre a est
repesenee gure 5.20.

6.40

620 Il Il Il Il
0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60

a

Fig. 5.20 { Levolution de la geriode temporelle T de l'orbite (1) comme signature d'un attracteuretrange. L 'in uence
croissante du point xe F. est caraceri®e par une augmentation de la griode T.

Nous avons donc mis enevidence une quantie leea l'orbite (1) qui caracerise chaque attracteur. Ainsi
l'information recessairea la reconstruction globale de I'espace des phases n'est pas d'ordre topologique. Deux
orbites topologiquement identiques o rent deux attracteurs reconstruits dierents. Cette information est conte-
nue dans la structure dierentielle de la trajectoire, c'e sta dire dans les gradients de vitesse et d'acekrationde
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la trajectoire. Ainsi de telles possibilies sont probablement I'apanage des techniques dierentielles. Une seule
orbite de faible periode sut donca caraceriser un attr acteur par l'information contenue dans sa structure
dierentielle.

5.6 Conclusion

i les methodes de reconstruction locale ont permis letude geonetrique de I'espace desetats par l'internediair e
Sde parametres tels que la dimension fractale, I'obtentionde mockles dequations non-lireaires pouvant re-
produire le comportement chaotique obsene est desormas une ealie nunerique. L'approximation du champ
de vecteurs peut etre ealiee sur les cerivees ou les omposantes principales. Nous avons pete la nethode
dierentielle car si une telle reconstruction existe, I'a ttracteur standard pesente toujours un "trou" en son mi-
lieu; ceci garantit I'existence d'une section de Poincaeet la construction d'une application de premier retour.
Les proprees topologiques peuvent alors étre minutieusementetudees.

Nous avons cemonte que notre nethode ne recessitait la connaissance que d'une seule orbite periodique
pour reconstruire I'ensemble de la population d'orbites riodiques. Les nethodes globales se eelent ainsi des
outils de pediction puissants. Toutefois, nous devons @plorer un manque de robustesse qui n‘autorise pas encore
une application exgrimentale sysematique, bien qu'un cycle limite obsene sur I'exgerience du | chaud [36]
aitee recontruit [37]. Sur ce plan, notre nethode ore d es esultats analogues aux autres techniques utiliees :

{ Par exemple, l'analyse en composantes principales pesee I'avantage de fournir un lItre du bruit. Ce-
pendant M. Palus et |. Dvoack [13] cemontrent que le niveau de bruit cetece dans le spectre de valeurs
propres cepend plus du cecalage temporel utilise que de la quantie eelle de bruit dans les donre es
experimentales; cette technique peut méme gererer du bruit! Les auteurs concluent que I'utilisation de
cette nethode comme technique de ltrage est douteuse et qlelle peut aussi cetruire de l'information sur
le syseme dynamique au lieu du bruit.

{ G. Rowland et J. C. Sprott [14] utilisent, eux aussi, I'analyse en composantes principales pour choisir les
variables dependantes appropreesa la reconstruction d'un espace desetats. lls constatent une simpli -
cation de la dynamique (duea l'application de I'analyse encomposantes principalesa une srie bruiee).
lls sontegalement confronesa des probkmes de robustesse : 90 % de leurs solutions sont instables. lls
etablissent en n une corelation entre le nombre de termes autoriges par I'approximation de leur fonction
et le nombre de solutions instables. Les probemes de robtissse sont particulerement pesents dans le
cas de sysemes synetriques.

A ce point, il est di cile detablir laquelle de ces nethod es est la plus e cace : certaines o rent des reconstruc-
tions de qualie dans tel cas et des solutions divergentes ahs d'autres, et vice versa. La grande faiblesse des
cerivees eside dans leur comportement face au bruit : pourtant nous montrerons dans le chapitre suivant que
A n'est pas l'essentiel du probeme!

L'implantation de nouvelles techniques pour I'estimation des cerivees est en cours de ealisation. Ainsi
les polyndbmes de Legendre vont étre testes pour I'estimion d'une quantie proportionnelle aux cerivees.
D'incessantes recherches sont poursuivies pour arelioréa robustesse de I'approximation de la fonction standard
Fs.
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Chapitre 6

Reconstruction en pesence de bruit

6.1 Introduction

Letude des sysemes dynamiques se fait couramment par intermediaire d'une srie temporelle. En e et, il
est rare que la mesure simultaree de deux quanties soit pesible. Toutefois cette srie temporelle, d'apes le
principe de redondance de l'information au sein d'un systne dynamique, contient toute l'information recessaire
a la compete connaissance du syseme. Pour acedera ette information, il su t de construire un jeu de variables
incependantesa partir de cette ®rie temporelle. L'espace reconstruit sur la base de ces variables peut alors
permettre de & nir de manere unique lesetats du syse me.

Au chapitre peedent, nous avons tese notre technique de reconstruction dans le cas d'une srie de donrees
exempte de toute perturbation. Cependant, avant de l'appliquera des sysemes expgerimentaux, nous avons
confrone la nethode aux complications du monde eel : le bruit.

Si le theoeme de Takens [1] fournit une justi cation rigo ureuse des techniques de reconstruction, il ne
fournit qu'un guide sur la reconstruction d'espace desetds du monde eela partir de donrees bruiees. En
e et, la srie temporelle x(t) du threoeme est arbitrairement pecise, esultant d' etats arbitrairement pecis. La
consquence de cela est que le cecalage temporelpeut prendre n'importe quelle valeur sans a ecter la qualie
des reconstructions (nous concevons toutefois que pour urycle limite le decalage temporel ne peut &tre un
multiple de la geriode). En pratique les conditions du tre oeme de Takens ne sont pas satisfaites : les ries
temporelles exgerimentales sont restreintes en esoluibn et en quantie. A cela s'ajoute la pesence de bruit
dans les donrees experimentales qui perturbe lesetats erend critique le choix d'un bon dcecalage temporel.

Plusieurs sources de bruit compliquent le probeme des reanstructionsa partir de sries experimentales [2] :

le bruit observationnel : do aux instruments de mesures; la ®rie temporelle eekment obsenee est de la
forme

x(®) =x() + (1) (6.1)
a1 %(t) est la ®rie temporelle exacte et (t) la variable akatoire repesentant le bruit. Le bruit  (t) perturbe
la erie *(t) autour de sa valeur mais n‘en modi e pas profoncement levolution. Le bruit est additionnel.

le bruit dynamique : dd aux in uences exerieures qui perturbent levolutio n du syseme; le sysemeetude
n'est plus strictement deterministe et comporte une compasante stochastique. Il peut eétre ecrit sous la
forme
x(t) = f(x(t)+ (1) (6.2)

al f estle champ de vecteurs exact du syseme et(t) la composante stochastique. Ce type de bruit im-
plique une perturbation profonde du comportement dynamique assimilablea une variation des paranetres
de contréle du syseme (section 6.2.2).

I'erreur d'estimation : Le champ de vecteurf et le ot ; ne sont pas connus. Nous pouvons estimer la
dynamique dans I'espace desetats reconstruit, mais avecne quantie nie de donrees, cette approximation
n'est jamais parfaite.

193
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Pour etudier I'in uence du bruit sur la qualie de la recon struction d'un syseme dynamique, on utilise
la variable y(t) du syseme propos par O. Ressler [3] en raison de la grade robustesse de la technique de
reconstructiona partir de cette variable (chapitre 5). Ra ppelons que le syseme standard assocea cette variable
est de la forme :

8

< X=Z
Z=X (6.3)
X = Fs(X;Y;2)

al Fs est la fonction standard exacte dont I'expression analytigie, ceduite du syseme original, est

Fs(X;Y;Z)= b c¢Y + (ac 1)Z + (a o)X aY?
2 2 (6.4)
+(a*+1)YZ + aXY azZc + XZ
La methode de reconstruction utilisee projette la foncti on standard sur une base de polynomes multivariables :
on obtient alors une fonction estimee Fs(X;Y;Z) qui skcrit

Fs(Y;Z;X): Ki + KoY + Kz3Z + Kg X + K5Y2 (65)
+ KegYZ + Ky YX + KgZ?2 + KgZX + :
a I'ensemble fK,g e nit le spectre naturel de l'attracteur reconstruit. Da ns le cas consicke, la fonction
standard exacteFs ne pesente pas de singularies. Ainsi les coe cients K, peuvent etre connus theoriquement.
Leur expression analytique et leur valeur nunrerique sont dnrees dans le tableau 6.1.

Tab. 6.1 { Expressions analytiques et nuneriques des coe cients K, pour : (a;b; 0 = (0 :398; 2; 4).

Kp Expression analytigue Expression nunerique

1 -b -2

2 -C -4

3 ac-1 0.592
4 a-c -3.602
5 -a - 0.398
6 a?+1 1.158404
7 a 0.398
8 -a -0.398
9 1 1

10 0 0

La decomposition de la fonction standard Fs sur la base de polyndbmes multivariables choisie est donc
exacte. De ce fait, elle pesente une grande robustesse etste satisfaisante avec une cecomposition sur plus de
200 termes [4]. Nous avons vu au chapitre peedent que ladnction standard Fs, du syseme de Ressler est
constittee de 9 termes qui correspondent aux 9 premiersements de la base ded?'. Ainsi, seuls les 9 premiers
coe cients de la cecomposition sont dierents de 0.

Chaque reconstruction est caraceriee par unvecteur pilote constitlte des variables suivantes :

h echantillonnage de la ®rie temporelle

Ny nombre total de points retenus avec leurs cerivees succesves pour I'approximation de la fonction standard
Fs

Ns nombre de points retenus avec leurs cerivees successivgmr pseudo-geriode Ty

N, nombre de termes sur lesquels I'approximation est ealise (nombre de coe cients K ) : il cetermine la
dimension de l'espace sur lequéfs est projeee
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Ainsi la srie temporelle utilisee doit etre echantill onreea la fequence minimale f = 1=h et constittee d'un
nombre minimum de points N ¢ ni par :
N =fT (6.6)

al T est la duee de la mesure. Evidemment nous devons avoir la tation N > N g, le calcul des cerivees
recessitent de conm'tre les voisins des points retenus.dute cetteetude sera meree avec des donrees compatibles
avec l'experience. La fequence de lechantillonnage sra donc limieea 10000H, (h = 10 “s) et le nombre N
de pointsa 5:10° environ (compatible avec les possibilies d'acquisitiond'une station de travail).

40
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(a) Attracteur standard reconstruit. (b) Application de pr emier retour de la section
Ps a elle-méme et distribution de probabilie

de visite exprimee en pourcentage.

Fig. 6.1 { Attracteur reconstruit par inegration du syseme stand ard apes approximation de la fonction standard
exacte.

Une reconstruction satisfaisante peut &tre obtenue [4] asc un vecteur pilote de f; Ng; Ns; Np) = (10 3;10; 10; 10).
L'attracteur obtenu par inegration du syseme standard reconstruit (6.3) est pesene gure 6.1. Il est accom-
pagre de son application de premier retour dans la section @ Poincae Ps & nie par

Ps = (X;Y;Z)2R3jZ:O;%>O (6.7)

al  estle ot assoce au syseme standard reconstruit. Par la suite, lorsqu'une application de premier retour
sera pesentee, elle sera toujours obtenuea partir de céte section de Poincae. En particulier, la fequence de
visite d'un intervalle donre de la section de Poincae peut étre modiee sans que cela apparaisse sur I'application
de premier retour. En e et, ceci esulte de la esolution g raphique, aussi nous ferons appela la densit invariante
naturelle (Z) [5]. La densie invariante (Z) est obtenue par cecomposition de la section de PoincaePs en
une centaine d'intervalles. La probabilie de visite de ces intervalles est alors extraite sur 10000 intersections
avec la sectionPs et utili’ee comme approximation de la densie invariante (Z). Evidemment, plus petits sont
les intervalles et plus grand est le nombre d'intersectionavecPs, meilleure est I'approximation [5]. Rappelons
gu'une trajectoire chaotique est vue comme circulant au vainage d'un squelette d'orbites periodiques [6], c'est
a dire qu'elle est sans cesse attiee et repousse sur legarees stable et instable des objets hyperboliques que
sont les orbites eriodiques. Ainsi la densie invariante (Z) est intimement relee a la population d'orbites



196 CHAPITRE 6. RECONSTRUCTION EN PR ESENCE DE BRUIT

periodiques de l'attracteur standard As. La densie (Z) est donc une signature de l'attracteur. En e et, la
densie invariante (Z) possde la particularie de pesenter des singularites localiees sur les iees du point
critique. Elle renseigne donc sur la dernere orbite periodique apparue au sein de I'attracteur. Elle permet ainsi
de cetecter les plus faibles variations des paramnetres decontrole.

De manere a traiter une <rie temporelle ealiste du po int de vue experimental, du bruit simulant les
incertitudes de mesure doit etre ajouk. Il sera choisi gaissien et son amplitude sera ¢ nie relativement aux
variations de la srie numerique par le rapport signal/br uit Sy qui constituera une variable composante au
vecteur pilote. Le calcul des cerivees par dierences n ies etant tes sensible aux moindres uctuations, un
lissage devra etre introduit. Le vecteur pilote contiendra une sixeme composante relativea ce lissage : il s'agit
d'une fequence de coupuref . au deh de laquelle le spectre de puissance est coupe. Le eeur pilote est alors
de la forme (; Ng; Ns; Np; Sp; fe).

6.2 Le bruit

6.2.1 Bruitage

La confrontation avec des donrees experimentales est tojours sujettea des controverses : est-ce du chaos
ou est-ce du bruit? Pourtant, & n'est pas toujours la question! Du point de vue experimental, le bruit et le
chaos ne sont pas deux catgories mais deux extrémes [7] arement les sysemes rencontes sont entierement
ceterministes ou purement akatoires, c'est toujours un nelange des deux. Aussi avons-nousa ajouter une
composante akatoire (t)a la ®rie nunerique extraite de l'inegration du syst eme de Ressler.

La composante akatoire (t) est egie par une distribution gaussienne de variance 2 = 2 [8] etecrée au-
dessus de . A n de quanti er les e ets secondaires d0s au bruit de mesure eta la mauvaise eactioneventuelle
de la technique de reconstruction, le bruit ne sera pas inge dans le champ de vecteurs (relation 6.2) car il
impose alors une modi cation de I'espace des paranetres gune peut étreevallee avec pecision, tant du point
de vue experimental que nunerique (voir section 6.2.2). Sul le bruit observationnel sera pris en compte. De ce
fait nous choisissons de bruiter la srie nunerique de maere additive :

yt=ymt+ (1) (6.8)

al y(t) est la ®rie temporelle nunerique issue de l'inegration du syseme de Ressler et un coe cient multi-
plicatif ceterminant I'amplitude du bruit. Le rapport sig nal/bruit S, est ce ni par :

|
2 )
Sp=10log 90 (6.9)
bruit

et exprine en dB. De cette manere, une rie nunerique bruiee repes entative d'un signal exgerimental est
obtenue. Pour unechantillonnagea 100 Hz et un rapport signal/bruit S, 27dB la srie scalaire bruiee y(t)
est repesenee gure 6.2. Lorsque la rie nunerique n'est pas bruiee, le rapport signal/bruit est dit in ni et
seranoe Sp=1 .

y(t)

~ 0 10 20 30
) temps (s)
Fig. 6.2 { Serie temporelleechantillonreea 100 Hz et bruiee av ec un rapport signal/bruit S, 27dB.
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6.2.2 Modication de I'espace des paranetres

Une reconstruction de l'attracteur de Ressler est donc tefee en pesence de bruit. Des les plus grands
rapports signal/bruit (de l'ordre de 138 dB), la reconstruction piloee par le vecteur (10 3;10;10;10; 138 0)
echoue. L'adjonction de bruit, méme tes faible, a forte ment augment le dege d'instabilie du syseme :
I'ensemble attracteur est cetruit et la trajectoire este jeceea l'in ni. La technique de reconstruction nantie
d'un tel vecteur pilote est e ectivement tes sensiblea t oute perturbation. Un faible bruit introduit une disparit e
des donrees (tout particulerement sur les cerivees qui lui sont tes sensibles) telle que la colesion recessakea
l'obtention d'un ensemble attracteur n'est plus atteinte.

Nous avons obsere que le taux d'information (le nombre de pints N) doit étre augment avec I'amplitude
des perturbations apporees. D'une certaine manere, le caracere akatoire du bruit est absorke par I'approxi-
mation (proche d'une technique de moindre care) de lechantillon alors redondant. Ainsi une augmentation du
nombre Ny de points permet de ecugerer un ensemble attracteur (Fig. 6.3). Si un cycle limite de periode 1
contient plus d'information qu'une trajectoire divergent e, sa dynamique n'en demeure pas moins tes pauvre.

U (N D B
Gt

Kp(p)

3,

7 50g P
(a) Attracteur standard reconstruit (b) Spectre de coe cients

Fig. 6.3 { Syseme standard reconstruit avec le vecteur pilote (10 2;100; 10; 10; 138; 0).

Le nombre de pointsNy de lechantillon est encore augment de manerea arrel iorer la statistique sur les
coe cients K. L'attracteur pesente alors une structure plus riche (Fig. 6.4.a). Il possde cesormais une appli-
cation de premier retour continue caraceristique d'un regime chaotique. Toutefois, deux branches monotones
suppementaires sont apparues (Fig. 6.4.b). La dynamiquede l'attracteur s'est donc enrichie de deux lettres.
La colerence (un attracteur est dit coterent lorsque les uctuations de sa periode de evolution sur I'attracteur
par rapporta sa pseudo-geriode sont faibles [9]) est alos cetruite (comparer le spectre de puissance de la gure
6.4.c et celui de la gure 6.1). Il existe en e et une forte comlation entre la perte de cokerence et l'apparition
d'une troiseme lettre [10]. Les proprees dynamiques de cet attracteur reconstruit sont donc tes dierentes d e
celles du syseme original. Le bruit a destabilie la dynamique : il y a translation dans I'espace des paranetres.

Cependant cette modi cation n'est pas speci quea la tech nique de reconstruction utilie. En e et, de par
leur structure, les attracteurs etranges ont un comportement particulier visa vis du bruit. " Les operations
détirement et de repliement des attracteurs etranges sippriment les informations initiales et les remplacent
par d'autres : l'operation detirement augmente les ince rtitudes a petite echelle et I'operation de repliement,
en rapprochant des trajectoires initialement teseloig rees I'une de l'autre, supprime toutes les informationsa
grandeechelle' [11]. De cette manere toute uctuation microscopique du e au bruit est ampliee jusqua devenir
une variation macroscopique. Les attracteursetranges joent donc le réle d'un ampli cateur de bruit. " Il existe
cependant une dierence fondamentale entre un attracteuretrange et un banal ampli cateur de bruit : du fait de
la epetition ininterrompue des operations detireme nt et de repliement, ce sont des uctuations d'importance
minime qui dominent nalement le syseme tout entier" [11]. Ainsi, un syseme chaotique gerere son propre bruit
dans la mesure a1 la connaissance d'unetat ne peut &tre imiment pecise. Suivant cette icee, une augmentation
du bruit introduit une transition vers le chaos. Toutefois, au lieu de cestabiliser le mouvement chaotique dans
I'espace des phases, le bruitetend le chaos tandis qu'il etruit les cycles limites [12]. Ceci aet obsene sur un



198 CHAPITRE 6. RECONSTRUCTION EN PR ESENCE DE BRUIT

(a) Attracteur standard reconstruit (b) Application de premier retour
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(c) Spectre de puissance (d) Spectre de coe cients

Fig. 6.4 { a) Syseme standard reconstruita l'aide du vecteur de pil otage (10 *;650; 10; 10; 170, 0) accompagre de son
spectre de puissance, b) son application de premier retour & c) son spectre de coe cients

cycle limite de periode 2 du syseme de Ressler pour un veteur de controle (a;b; 9 = (0:34G 2;4). Le champ
de vecteurs aet bruite (et non la srie temporelle comm e cétait le cas peedemment) de la manere suivante :

y=x+ay+ (6.10)
z=b+z(x o+ 3

al 1; 2 et 3 sonttrois nombres akatoires de distribution gaussienne Pour un rapport signal/bruit S, de
l'ordre de 44dB, le cycle limite de periode 2 a perdu son aspect periodiquepour laisser placea une trajectoire
areriodique (voir Fig. 6.5).

Le spectre de puissance ne pesente plus le pic corresponua la fequence fy=2 (tous les spectres, sauf
remarques contraires, sont donres en fequences adimermmnalises par rapporta la fiequence f de la pseudo-
periode). Seule la fequence assoceea la pseudo-peiode de l'attracteur resteevidente. La large bande accom-
pagree d'un pic en fait un spectre caraceristique d'un regime chaotique. Le bruit cetruit la stabilie du cycle
limite et joue le role destabilisateura l'origine du eg ime chaotique. Au passage d'un cycle limite de periode 2 de
la cascade de doublements de periodea un attracteur chaatjue est assocee une ceation d'orbites periodiques
instables (voir chapitre 2). Le bruit se comporte donc commeun gererateur d'orbites periodiques. En d'autres
termes, "les uctuations agissent comme un champ desorganisateur g la dynamique deterministe” [12] et aug-
mentent I'observabilie du chaos. De ce fait, il se produit une modi cation de I'espace des paranetres dans la
mesure al certaines bifurcations sont estompees par le huit (expgerimentalement la cascade de doublements de
periode ne peut étre suivie au deh de quelques bifurcatons). Cette modi cation de I'espace des paranetres en
pesence de bruit estetudee de manere cetailee pa r S. J. Ling et M. Lucke [13].

Levolution d'un syseme est plus ou moins perturkee par les in uences exerieures suivant sa capaciea



6.2. LE BRUIT 199

(c) Cycle limite de periode 2 (d) Restitution d'un attracteur chaotique apes introduc
tion de bruit dans le champ de vecteurs ( S, 44 dB)

Fig. 6.5 { Cycle limite de periode 2 et son spectre de puissance (syseme de Ressler @;b; 0 = (0 :340; 2; 4)) modie par
perturbation du champ de vecteurs.

ampli er le bruit. Ceci peut étre qualitativement illustr e sur lesequations du syseme de Ressler :

:

E z= b+ z(x ©

>
1

y=x+ay (6.11)

Suposons que nous observons Puisquey ne cepend pas directement dez, I'information sur z cepend du ot
d'informationa travers x; lorsque z varie cela induit un changement dex_et par i-m&me une variation de Xx.
Imaginons une perturbation sur la variable x. Elle sera epercute imnediatement sur y et z. Etant donre la
lirearie de y avecx, cette perturbation ne sera pas particulerement ampli ee. Par contre, en raison du couplage
Xz au sein dez, lorsque z est grand, cette perturbation sera ampliee et einject ee dansy _via l'observable x
avec un retard. Plus les proprees detirement du syst eme serontelewees (exposant de Lyapunov important)
plus le bruit sera amplie. C'est de cette manere qu'un fa ible bruit (S,  44dB) peut &tre exponentiellement
amplie au sein d'un syseme jusqua en modi er de mane re signi cative le comportement dynamique [2].

Le bruit ceveloppe le chaos (cestabilisation) et entra*ne I'apparition de lettres suppementaires, toujours
assoceea une destruction de la coterence de l'attractair. Du point de vue de la reconstruction, augmenter le
nombre de pointsNq de lechantillon permet de transmettre plus d'informatio n sur le syseme et de passer d'un
syseme standard reconstruit divergenta un cycle limite (Fig. 6.3) et, nalement,a un attracteur posedant
les proprees fractales requises (Fig. 6.4). Toutefois cette augmentation de Ny s'associea un enrichissement
de la dynamique, c'esta direa l'apparition de lettres sup pementaires. M&éme si la structure fractale a ten-
dancea s'enrichir, des fenétres de divergence apparaisst entre des fenétres de comportements chaotiques : ce
phenonene reste inexpligLe.
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En n, le nombre de points Ns par pseudo-feriode ne doit pas &tre tropelewe. En e et, I'approximation se
ealise d'autant plus mal que les points sont rapproctes.Ceci peut se comprendre dans la mesure al, dans le cas
de fortes concentrations de points, la methode est confrobea de brusques variations sur de petits voisinages :
l'approximation ne peut alors se faire sans trop de contraites.

6.2.3 Augmentation de la dimension

La modi cation de l'espace des paranetres implique une varation des invariants geonetriques qui ca-
racerisent habituellement un attracteur comme sa dimenson et ses exposants de Lyapunov. Perturber un
syseme dynamique par une composante akatoire (t) (due au bruit observationnel par exemple) augmente sa
dimension [14]. Ceci est particulerement sensible ces ge nous travaillons dans un espace reconstruit. En e et,
l'impecision de notre connaissance sur lesetats du sysime ne permet plus de distinguer certainsetats qui de-
vraient |'tre. L'un des crieres de qualie des nethod es de reconstruction est base sur I'absence d'intersectits
de la trajectoire avec elle-méme (respect du principe du eterminisme); aussi l'adjonction de bruit impose une
augmentation de I'espace reconstruit pour palliera cet e et. Ceci peut &tre compris de la manere suivante :

Soit unetat reconstruit y inscrit sur la sous-varee ( M) de I'espace reconstruit de dimension
m ai ¢k nit un plongement. Supposons que la mesure soit ent actee de bruit (t) de distribution
gaussienne de variance. Letat est ce nia l'inerieur d'une boule de rayon cente sur y : c'est une
gaussienne isotrope centee suy = ( x); x 2 M. Lorsque la sous-varee ( M) se comporte bien,
letat reconstruit permet de remontera letat vrai par | a transformation ! (Fig. 6.6.a). Par contre
si la sous-varee ( M) est telle que la boule de rayon centee sury possde plusieurs intersections
avec ( M), alors il devient impossible de remontera letat vrai x sans ambiguie (Fig. 6.6.b). Tout se
passe comme si nétait plus un plongement. La dimension m doit &tre augmentee pour pallier aux
self-intersections intempestives de la sous-varee (M ). La dimension de I'espace desetats original
sera alors surestinee. De cette manere, la dimension dedttracteur aee augmente par la pesence
du bruit.

a)

boule de rayos

b) boule de rayos

v 4 ;

— ) Q o
%7\ F
F(M)

Fig. 6.6 { Inuence de I'amplitude du bruit sur la qualie de la recons truction : a) amplitude su sament faible pour
interdire les self-intersections de la sous-varee ( M) et b) amplitude importante du bruit entrainant une violati on du
ceterminisme.

M
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La cetermination d'une dynamique reconstruite s'awere donc celicate en raison de la di culea distinguer
certainsetats en pesence de bruit. Ainsi pour des paranetres de contréle donres, le bruit contribuea developp er
le chaos : le comportement obsene est alors celui que le sgme gerere pour des valeurs dierentes des pa-
rametres de contréle. La modi cation de I'espace des paraetres obsenee en pesence de composante akatoire
trouve ainsi une justi cation (il existe en e et une corel ation entre une dimension superieure et un chaos plus

developpe).

6.3 Le lissage

6.3.1 Les techniques

Nous avons vu que de tes faibles uctuations sur la ®rie galaire temporelle su saienta perturber signi-
cativement la reconstruction. La moindre perturbation su r la ®rie temporelle engendre une cerivee troiseme

X(t) =Y (1) tes impecise (Fig. 6.7).

| @)

Y(t)

2
+24
+6 ¢
4
0

Z(t)

X(t)

dXx/dt
o

+20L
20 ‘ ‘ ‘ e)

dX/dt
o

+20! ‘ | ‘ |
0 10 20 30
temps (S)

Fig. 6.7 { a) Serie temporelle perturtee avec un important rapport s ignal/bruit ( Sy 138 dB) et ses cerivees b)
premere, c) seconde et d) troiseme et, e) cerivee troi seme exempte de toutes perturbations.

Si les variablesY (t); Z(t) et X (t) ne semblent pas a ecees par un faible bruit (S, 138 dB), la cerivee
troiseme X (t) est noyee dans un nuage de points. Les cerivees, lorsqiélles sont estinees par un sckema aux
dierences nies (voir chapitre 5), se comportent comme des ampli cateurs de bruit. Il est donc recessaire de
remediera toute perturbation, aussi minime soit-elle. A insi avant toute analyse, les e ets du bruit doivent étre
elimires ou au moins minimises.

La technique de lissage utilise est base sur un ltrage @sse-bas utilisant la transformee de Fourier discete
[8]. Elle permet le lissage d'un tableau d'ordonrees (la srie temporelle) rangees par abscisses croissantes (le
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temps). Le lissage est dit semi-paranetrique dans le sensides abscisses ne sont pas utilies et qu'elles doivent
etre incemenees de manere constante. Cette proedure est e cace lorsque le spectre de puissance du processus
cecroit rapidement vers zro [15]. Dans ce cas un ltre de Wiener peut étre appligte et la fequence de coupuref ¢
aiement cetermiree [8]. Malheureusement lorsque le sgctre n'est pas monotone et pesente des pics distribtes
sur une large bande, le probeme est plus compligie. La diinction entre lesebments signi catifs du spectre et

les autres est rendue akatoire par I'adjonction du bruit; la determination de la flequence de coupure est alors
une tache ardue.

La technique de lissage par transformee de Fourier peut sebier, il est vrai, quelque peu rustre. Il existe
d'autres methodes telles que celle propose par T. Sauerl6] qui est base sur une reconstruction de I'espace
des phases par cecalages temporelsa partir de coordonmes issues d'un ltre passe-bas local; il utilise ensuite
une decomposition en valeurs singuleres [17] pour disthguer la dynamique du bruit. Malheureusement P.
Grassbergeret al [18] montrent que la cecomposition en valeurs singuleres se comporte comme un ltre de
Wiener et pesente les mémes defauts qu'un lissage par @ansfornmee de Fourier. Une autre nethode, celle de T.
Schreiber et P. Grassberger [19] semble n'étre eellemere cace que pour les applications discetes [18].

En toutetat de cause, I'ensemble des nethodes o re de bonms performances lorsque la srie temporelle est
surechantillonree [18]. Ainsi, hous utiliserons la nethode par transformee de Fourier [8]. Le taux de lissage est
grosserement rele au nombre de voisins sur lesquels un @int est lise. Dans l'espace de Fourier, ce taux est
directement relea une fequence de coupure. Ainsi une erie echantillonreea la fequence f lisee en tenant

- . . f
compte den voisins voit son spectre de puissance cougea la fequenef . 5 (cette fequence de coupure est
donree en Hz).

6.3.2 Simpli cation de la dynamique

La compehension des e ets secondaires du lissage va éttenee. Un lissage est appliquea une srie scalaire
nurrerique y(t) du syseme de Ressler exempte de toute perturbation. Lespremeres modi cations signi catives
surviennent pour une fequence de coupure de l'ordre de:33 Hz. L'attracteur reconstruit pesente un chaos plus
ceveloppe que celui de la con guration originale (Fig. 6.8.a). En e et la premére branche de son application de
premier retour (Fig. 6.8.b) s'est ceveloppee par rapporta celle pesenee gure 6.1.b. Cela correspond notammen
a une autorisation des squences (00) au sein d'une trajetoire alors qu'ellesetaient interdites sur l'attracteur
original.

Ce comportement est relativement surprenant dans la mesureu I'image steeotypee d'un lissage est plutét
celle d'un educteur d'information. En e et un lissage, qu el qu'il soit, a tendance a eceter les maxima des
oscillations d'une srie (Fig. 6.9). Ces e ets secondaire agissent un peua la manere d'un controle et ramenent
la trajectoire dans des zones interdites sur l'attracteur giginal, c'esta dire hors du ruban & ni par l'attracteur
Ainsi, pour des fenétres de lissage assez importantef,( 3:33H;), la cerivee troiseme ( X(t) dans la notation
choisie) estecreee (Fig. 6.9).

Remarquons qu'avec une fequence de coupurea:33 Hz,f . se situe tes au deh des fequences peponcerantes
dans le spectre de puissances (Fig. 6.10).

Ainsi le lissage peut &tre vu comme une censure de l'infornten puisqu'il a la facheuse tendancea transfor-
mer des attracteurs en cycles limites. Pour une telle valeurle lissage a donc modie l'attracteur en deplacant
des points vers le c ur de l'attracteur. Cependant I'e et r educteur du lissage n'a pas encore agi car ces points
cererateurs d'information viennent en compement des points non perturkes. Globalement, l'attracteur s'est
enrichi par des visites de la egion lacunaire centrale. Cei provient du choix des points : seulement dix points
par pseudo-geriodes sont retenus. Ces points se epartisent sur l'attracteur avec une distribution respectant la
mesure naturelle. Ainsi, les points des portions non pertuees du vecteur reconstruit (dans le cas peedent,
les egions de fortes pentes de la variableX(t)) sont assimiesa de l'information dynamique sur l'attr acteur
original alors que les zones perturlees (les crétes desalations) o rent de I'information sur de la dynamique
qui n'est pas obligatoirement inscrite dans l'attracteur original (au voisinage du point xe central). Par exemple,
I'amplitudeecréte d'une oscillation peut gererer u n point en dehors de la bande chaotique. Ce point autorisera
un comportement dynamique interdit sur I'attracteur origi nal : par exemple une squence (00). Ainsi, une tech-
nigue de lissage peut, sous certaines conditions, se compar comme un gererateur d'instabilies! Un esultat
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(a) Attracteur standard reconstruit (b) Application de premier retour

(c) Spectre de puissance (d) Spectre de ce cients

Fig. 6.8 { (a) Attracteur reconstruit sous un vecteur pilote (10 2;10;10;10;1 ;3:33), (b) son application de premier
retour, (¢) son spectre de puissances et (d) son spectre de oecients.
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Fig. 6.9 { Perturbations de la rie X(t) issues d'un lissage par Transfornee de Fourier discete : f. =2 Hz.

analogue aet obsere par A. I. Mees et K. Judd [20] pour de faibles ierations d'un lItre geonetrique (qui
utilise les proprees spatiales de la dynamique dans un space reconstruit) : ils observent alors une augmenta-
tion de la dimension de leur signal. Lorsqu'ils augmententé nombre d'ierations de leur ltre, la dimension du
signal cecrot en accord avec la simpli cation de la dynamique que nous sommes en mesure d'attendre d'une
technique de lissage. W. F. Lawkinset al [21] observent des esultats analogues.

Lorsque le taux de lissage est augment, l'attracteur coninue de se developper : ainsi, pour un vecteur pilote
de (10 3;10;10;10;1 ;1:8) un attracteura trois lettres (trois branches monotones sur l'application de premier
retour) est obtenu (Figs. 6.11.a et 6.11.b). Au deh, la desruction de l'information intervient et pour le vecteur
(10 3;10;10;10;1 ;1:3) seul un cycle limite peut etre obtenu. Remarquons qu'ales la fequence de coupure
avoisine la fequence seuil au deh de laquelle le spectrae pesente plus qu'une large bande de bruit (Fig. 6.10).

Cette restriction de l'information provient des modi cati ons importantes qui interviennent aux extrema des
oscillations. Ceci est d'autant plus regrettable que c'estpar ses variations d'amplitude qu'un signal peut se
ewler chaotique (la periode est peu dierente de la ps eudo-periode de l'attracteur et n'est pas a ecee par
le lissage). Toutefois cette eduction d'information est heureusement opposea l'augmentation d'information
obsenee lors de I'adjonction de bruit. Les deux aspects porront donc se compenser!...
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Fig. 6.10 { Spectre de puissance de la sriey(t) du syseme de Ressler : les fequences sont donrees en Hz.
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(a) Attracteur reconstruit (10 3:10;10;10;1 ;1:8) (b) Application de premier retour (10 3;10;10;10;1 ;1:8)

(c) Cycle limite reconstruit de periode 1 cod par la
equence (1) (10 3;10;10;10;1 ;1:3)

Fig. 6.11 { In uence de la fequence de coupure du ltre sur la dynamiqu e des attracteurs standards reconstruits.
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6.4 Inuence du taux d'information

6.4.1 Bruit et Estimation

Il existe plusieurs raisons pour lesquelles I'approximatin de la fonction standardFs est plus ou moins pecise.
La premere est directement leea I'amplitude du bruit; plus la composante akatoire (t) a de poids visa vis de la
wrie temporelle, plus lesetats du syseme sont connus @ manere di use. Les proprees de variations du syse me
tendenta s'estomper avec l'augmentation de la composantekatoire. Le deuxeme facteur est lechantillonnage
de la ®rie temporelle. Un sousechantillonnage ne permieplus de restituer correctement levolution dynamique
du syseme : il y a erreur d'estimation du syseme. La die rence entre I'amplitude du bruit et I'erreur de
I'estimation est illustee gure 6.12. L'amplitude du bru it est releea lepaisseur de la distribution des points .

L'erreur de I'estimation est assocee au dege d'iregularie de la srie temporelle. Sur la gure 6.12.a I'am-
plitude du bruit est grande alors qu'elle est faible gure 6.12.b. Cependant I'erreur de I'estimation peut &tre plus
importante dans le cas b) que dans le cas a). En e et la quantit d'information et la esolution (lechantillonnage)
de la srie temporelle peuvent permettre de compenser unemaplitude importante de bruita I'aide d'une tech-
nigue de lissage.

a) b)

y(t)
y(t)

+7.5 : +7.5 :
2 4 6 8 2 4 6 8 10
temps (s) temps (s)
(a) Grande amplitude de bruit d'une rie temporelle sur- (b) Faible amplitude de bruit d'une rie temporelle sous-
echantillonreea 1000 Hz et lisee (fc =2H;) : I'estimation echantillonreea 10 Hz etlisee (fc = 2H;) : la ®rie estinee
possde une bonne egularie ne pos®de pas les proprees de egularie requise

Fig. 6.12 { Distinction entre amplitude du bruit et erreur de I'estimat ion d'une srie temporelle.

6.4.2 La quantie d'information

Le taux d'information extrait de l'attracteur original par l'intermediaire de la srie scalaire temporelle utilis ee
par notre methode de reconstruction est estime par le nomlre Nq de points retenus pour 'approximation de
la fonction standard sur la base de polynébmes multivariabés. A ce taux d'information est assoce le dege
d'instabilie de I'attracteur reconstruit. Nous avons ob sene qu'augmenter le nombreNq de points estequivalent
a augmenter les uctuations dues au bruit de la trajectoire et, par conequent,a accrotre la probabilie de visit e
de zones non visiees par le syseme original. Ainsi une reonstruction piloee par (5:10 #;80;10; 10; 28; 1:33)
cerere un cycle limite de geriode 6 cock par la :quence (100101) (Fig. 6.13) a la syllabe 00 est pesente alors
gu'elle ne I'est pas sur l'attracteur original (voir le tabl eau 2.1 au chapitre 2).

Augmenter le nombre de pointsNqa 90 permet de ecugerer une structure chaotique lacunaire (Fig. 6.14.a).
La distribution de probabilie de visite d'un point de coor donree x de la section de Poincak e\ele une trajectoire
fortement con ree au voisinage d'un cycle limite de perio de 3 (3 pics) (Fig. 6.14.b). Il semble que la population
d'orbites eriodiques soit fortementelaglee au deh d u voisinage de ce cycle limite. Pousser le taux d'informatio
a Ng = 105, permet la reconstruction d'un attracteur chaotique moins lacunaire (Fig. 6.14.c) pourvu d'une
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Fig. 6.13 { Cycle limite de periode 6 coct par la squence (100101) issu d'une reconstruction piloee par le vecteur
(5:10 *;80;10; 10; 28; 1:33).

application de premier retour relativement uniforme (Fig. 6.15.d). Elle est toutefois Egerement plus ceveloppe e
gue sur l'attracteur original (Fig. 6.1.b). Nous pouvons dep constater que l'augmentation du nombre de points
Nq est assoceea une augmentation de la population d'orbites periodiques instables de ['attracteur.

Suivant le taux d'information, nous observons alternativement des fenétres chaotiques et des fenétres periodigse
Ainsi, le nombre Ny de points retenus peut etre assimiea un parametre de controle et une action sur lui peut
permettre de retrouver dierents comportements observables sur une ligne de I'espace des paranetres. Ainsi, le
cycle limite de periode 3 (Nq = 200, Fig. 6.15.a) se situe entre deux fenetres chaotique@Ny = 105, Fig. 6.14.c)
et (Ng = 400, Fig. 6.15.b)a I'i'mage de sa situation sur un diagramme de bifurcation. La robustesse d'une telle
reconstructiona partir d'une srie temporelle bruiee semble donc assoceea la largeur de la fenétre de I'espac
des paranetres correspondanta l'attracteur original.

Dans certains cas, de tes faibles variations du taux d'inbrmation peuvent induire des modi cations non
regligeables. Ainsi, pour un vecteur de pilotage (10 3; Ng; 10; 10; 28; 5) passer le taux d'information de 96a 100
provoque l'apparition d'une troiseme lettre sur l'attra cteur (Fig. 6.16).

Le taux d'information sur l'attracteur original (nombre de points Nq retenus pour l'approximation de la
fonction standard) devra etre augment si I'ensemble atracteur est un cycle limite et diminwe si l'application
de premier retour de l'attracteur reconstruit est plus ceveloppee que sur I'application originale. Il existe des
situations ai le taux d'information n'est pas un parametr e su sant pour ecugerer la structure souhaite.
D'autres paranetres du vecteur pilote doivent alors &tre utilies.

6.4.3 Inuence de kchantillonnage

Lechantillonnage peut étre assimiea letendue du v oisinage sur lequel I'approximation lireaire se ewele
e cace. Aussi, il pilote la con guration de I'espace tangent (ce ni par les cerivees temporelles) en un point.
Rappelons qu'il existe une relation entre les cecalages tporels et les cerivees : le paranetre  dans la nethode
des cecalages joue le me&me réle que lechantillonnage dans notre methode (voir chapitre 5). Il existe trois cas
de gures:

{ celui d'un sousechantillonnage : le sctema aux diere nces nies prend en compte de l'information qui
epasse le cadre de l'approximation lireaire (Fig. 6.17a). Il ne pesente plus les proprees de tangence
requises pour une bonne description locale des ceriveedl y a tendancea la decorelation.

{ celui d'un echantillonnage ickal : le sclema aux dier ences nies respecte le cadre de |'approximation
lireaire. Dans ce cas, l'estimation des cerivees se edise parfaitement. Une bonne connaissance de la
dynamique est obtenue (Fig. 6.17.b).
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(@) (5:10 4;90; 10; 10; 28; 1:33) lacunaire (b) Application de premier retour

(c) (5:10 #;105;10; 10; 28; 1:33) lacunaire (d) Application de premier retour

Fig. 6.14 { In uence sur le syseme reconstruit de la quantie d'info rmation concernant le syseme original : augmen-
tation de la population d'orbites geriodiques.
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(a) Cycle limite de periode 3 : (5:10 #4;200,10; 10; 28; 1:33)
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+15 \\ b
N
+0.5 : ‘ .
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0.03 Yo
g 002
§ 0.01
0.00 :
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Y
(b) (5:10 4;400 10;10; 28; 1:33) (c) Application de premier retour

Fig. 6.15 { In uence de la quantie d'information concernant le syst eme original sur le syseme reconstruit.



6.4. INFLUENCE DU TAUX D'INFORMATION 209

(a) Attracteur cecrit par une dynamique symbolique (b) Application de premier retour
a deux lettres : (10 3;96;10;10;50;5)

(c) Attracteur cecrit par une dynamique symbolique (d) Application de premier retour
a trois lettres : (10 2;100, 10; 10; 50; 5)

Fig. 6.16 { In uence de la quantie d'information concernant le syst eme original sur le syseme reconstruit : apparition
de lettres suppémentaires dans la dynamique symbolique.
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{ celui d'un surechantillonnage : le screma aux dieren ces nies est restreinta un voisinage tel que les
variations de la srie ne sont plus correctement percuesll y a tendancea la lirearie (Fig. 6.17.c).

(a) Sousechantillonnage : tendancea la decorelatio n de la
structure de la rie

(b) echantillonnage correct : bonne estimation de la struc -
ture de la ®rie : la courbe pointilee est confondue avec | a
courbe continue

(c) surechantillonnage : tendance a la lirearisation d e la
structure de la ®rie

Fig. 6.17 { Inuence de lechantillonnage de la wrie sur l'estimati on de ses cerives. La courbe pointilee est une
repesentation sctematique de l'information dierent ielle contenue dans une rie suivant sonechantillonnage. Un sous-
echantillonnage ne permet pas d'obtenir une bonne continu ie sur la ®rie des cerives ( Z dans le syseme standard) et
a tendancea compliquer la structure de la srie. Le sure chantillonnage atenue les gradients et a tendancea lin eariser
la structure de la srie. Lorsque lechantillonnage est ¢ orrect, la connaissance de la ®rie temporelle est "parfaite".

Ainsi, un surechantillonnage (petit pas de temps) est I'equivalent d'un decalage trop faible lors d'une
reconstruction par cecalage temporel : la dynamique est shpliee. Nous retrouvons ici les esultats classiques de
I'in uence du decalage temporel sur la qualie de la reconstruction (section 5.2.1). Ainsi, le sous-echantillonnage
(cecalage trop grand) produit une decorelation et le su rechantillonnage (cecalage trop petit) une lirearisa tion
du comportement dynamique. Lequivalence des dierents sysemes de coordonrees se retrouve ici. Pour le
vecteur pilote (3:510 °;10;10; 10; 0; 0), seul un cycle limite de periode 2 est reconstruit (Fig. 618).

Tout se passe comme si le paranetre de controla avaitee abaise de manerea ce qu'il soit contenu dan s
lintervalle a 2 [0:34:::;0:36:::] (plage d'existence du cycle limite de periode 2 de la casae de doublements de
periode. Dans le cas d'un sousechantillonnage,equivdenta de grands cecalages, la dynamique a tendancea
eétre cecoreke. Pour un pas de temps t egala 5:9 10 2, c'est maintenant un cycle limite de periode 3 qui est
reconstruit (Fig. 6.19).

Tout se passe comme si le paranetre de controle avaitee augment jusqu'au voisinage de a  0:420
(fenétre du cycle limite de periode 3). Le sousechantilonnage a tendancea correspondrea une augmentation du
parametre de contréle a. Toutefois ceci n'est qu'une tendance car on peutegalemerobserver des comportements
assocesa des diminutions du paranetre a :

{ t =5:994 10 ?s : cycle limite de periode 4

{ t =5:995 10 ?s : chaos assez proche d'une dynamique symbolique binaire cpkte (voir Fig. 6.20)

{ t =5:997 10 ?s : cycle limite de periode 1.
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Fig. 6.19 { Developpement de la dynamique par un pas de
Fig. 6.18 { Simpli cation de la dynamique par pas de temps trop grand : un cycle limite de periode 3 est reconstru it
temps trop faible : seul un cycle limite de periode 2 est (la fenétre de periode 3 intervient pour a  0:420, c'esta dire
reconstruit. apes le chaos obsene pour a =0:398 : la "dynamique s'est
donc ceveloppee.

Ainsi pes de la divergencea l'inni (pour t =6 10 2s), I'estimation de la dynamique ne se ealise plus tes
bien et une oscillation entre une simpli cation et une complexi cation est obsenee.
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(a) Attracteur reconstruit sous le vecteur pilote (b) Application de premier retour

(5:995 10 2;10;10; 10; 0; 0)
Fig. 6.20 { In uence de lechantillonnage sur la dynamique du sysem e reconstruit.

Lechantillonnage se ewle donc &tre, lui aussi, un parametre pouvant etre assimiea un paranetre de
controle. Bien que disposant d'une plage devolution plus faible, il se comporte de manere analogue au lis-
sage lorsqu'il est trop important et au bruit lorsqu'il est t rop faible. Dans le cas du syseme de Ressler,
un echantillonnage correct se situe approximativement etre 5:10 ® et 10 2 (la divergence appara lorsque
t< 35105 et t> 56 10 ?s. La plage de variation de ce parametre est eduite car, tres vite, les limites
informatiques (temps de calcul trop long) et electroniques (limites de la chame d'acquisition au sein d'une
exgerience) se font sentir.
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6.5 Nombre de coe cients

Une augmentation du nombre de coe cients in uence la recongruction. Ajouter desekmentsa la base de
polynémes utilise lors de I'approximation revienta o rir des deges de libere suppkmentaires au syseme.
Ces deges sont sans inuence lors d'une reconstruction apartir d'une rie cepourvue de toute uctuation
(particulerement dans le cas a1 la fonction standard exacte est un polynébme multivariable non-lireaire) car la
<rie temporelle ne contient qu'un nombre tes limie de deges de libere. Il en est tout autrement lorsque la
rie est bruiee. En e et, le bruit a tendancea augmente r la dimension d'un syseme [14]. Ainsi, de nombreux
termes sont o ertsa l'approximation de la fonction standa rd exacte; la solution "sétale" sur toute la base
(Fig. 6.21 b) et non plus sur une dizaine de coe cients correpondant aux termes de deges les plus faibles (Fig.
6.21 a).

Fig. 6.21 { Spectre de coe cients correspondanta une reconstruction a partir d'une ®rie a) exempte de bruit et b)
perturkee avec un rapport bruit/signal de I'ordre de 28 dB.

Si la base de polynémes multivariables construite pour I'aproximation de la fonction standard exacte o re
un criere de convergence dans le cas de ries non bruies [4], il n'existe plus aucune propree de ce genre
lorsqu'une serie perturtee est utilisee. J. L. Breeden et A. Habler [30] a rment qu'il n'existe aucune garantie
guanta la convergence d'une reconstruction d'un attracteura partir de signaux bruies (c'esta dire de toute
frie experimentale) et que le treoeme de Takens ne s'goplique plus dans ce cas. D'autre part leur nmethode
de reconstruction des variables cactees ne peut plus distguer la meilleure solution en pesence d'un bruit
su sammentelewe (rapport signal/bruit inerieura 56 dB). lls expliquent ceci de la manere suivante :

La sensibilie croissante de notre nethode au bruit est dwe au fait que le bruitage d'une dynamique
augmente l'information disponible et produit une dynamige dont le portrait dans I'espace des phases
est de dimension sugerieure; il y a donc une perte d'informaion.

L'information sur la dynamique est donc estompee par l'information relative au bruit. Des esultats analogues
ontet obsenes par G. Rowlands et J. C. Sprott [31].

Toutefois, une reconstruction d'un ensemble attracteur claotique a et obtenue pour un vecteur pilote
(8:10 ;600 10; 30; 28; 1:05). L'application de premier retour o re quelques lacunesqui se retrouve sur la densie
invariante (Z) qui pesente de nombreux pics, signature de I'in uence tes forte d'une orbite periodique (Fig.
6.22.b). Par rapporta l'attracteur original, les pics de | a distribution sont plus accentles sur cette reconstruction.
Le spectre de coe cients o re un certainetalement.

Poursuivre 'augmentation du nombre deK, entraine la perte du caracere fractal de I'ensemble attracteur.
Un cycle limite de periode 4 cock par la £quence (1011) (Rg. 6.23.a) est obtenu. Le spectre de coe cients est
cep relativementetak (Fig. 6.23.b). Au deh, aucun ensemble fractal ne peut étre reconstruit.
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(a) Attracteur reconstruit sous un vecteur pilote de (b) Application de premier retour
(8:10 ;600 10; 30; 28; 1:05)

(c) Spectre de coe cients
Fig. 6.22 { Syseme standard reconstruit.

(a) Cycle limite de periode 4 coce par la £quence (b) Spectre de coe cients
(1011)

Fig. 6.23 { Augmentation du nombre de K, entrainant une eduction de la dynamique : un cycle limite d e eriode 4.
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6.6 Conclusion

La methode de reconstruction utiliee permet l'obtentio n d'un champ de vecteurs reconstruit pour des
rapports signal/bruit de I'ordre de 28 dB. L'ensemble des atracteurs reconstruits o re la particularie d'etre
facilement identi able. C'est un des grands avantages de larethode utilie qui permet une caracerisation
topologique aiee. Aussi, malge les modi cations de I'espace des paranetres qui peuvent survenir, une connais-
sance tes pecise sur le syseme peut étre obtenue ; e peut ne pas correspondre touta fait au egimeetude
mais est gereralement relative a un comportement obsere dans I'espace des paranetres original. Les cycles
limites obsenes correspondent tousa des cycles limiteslu syseme original.

Le niveau de bruit atteint est relativement confortable et laisse envisager I'application experimentale. Toute-
fois, la perte de robustesse des reconstructions obtenues B\ele &tre un handicap dans la mesure ai la plupart
des composantes du vecteur pilote se comportent comme desrpaetres de controle visa vis du syseme. Ainsi,
l'unicie de la reconstruction est perdue et aucune certitude n'existe quanta la celie de celle-ci.

La technique de lissage utilisee est peu sophistiquee et ne anelioration de ce coe devrait permettre un
regain de robustesse de la nmethode. Le grand nombre de paraines du vecteur pilote permet d'approcher une
reconstruction quasi-parfaite. Cependant une telle recostruction, si elle existe, peu demander un grand nombre
d'essais (du fait des multiples combinaisons possibles et les paranetres). Une robustesse accrue rendrait la
situation plus confortable et ouvrirait les portes vers un processus automatique de reconstruction. A l'instar
de la methode des decalages temporels pour laquelle le cliodu decalage a o ert une literature proli que,
la methode des cerivees temporelles pose, elle aussi, Iprobeme du choix des paramnetres de reconstruction.
Si dans le cas du syseme de Ressler, une validation peuttée ealie sans ambiguie, la reconstruction de
portraits de phases de sysemes experimentaux laisseradl probeme relativement ouvert.

Des travaux ecents permettent une cetermination des paranetres de reconstruction par l'utilisation de
fonctions d'estimation d'erreurs [32, 33]. D'autre part, l'utilisation d'une base de polynémes de Legendre pour
I'estimation des cerivees devrait permettre une anelio ration de la robustesse face au bruit.
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Chapitre 7

Topologie de sysemes physiques

7.1 Introduction

Nous l'avons vu dans la premere partie, un attracteur etr ange se construit sur un squelette d'orbites
periodiques instables [1]. Il aee monte au cebut de ¢ e nemoire que les proprees topologiques de ces or-
bites periodiques caracerisaient des classes de comptments dynamiques. Ces classi cations, parce qu'elles
sont basees sur des invariants topologiques sont persisttes lorsque les paranetres de contréle du syseme sont
changes. Ainsi lorsque le comportement dynamique passe dh cycle limitea un comportement quasipgeriodique
et/ou au chaos, la classi cation par les nombres de liaisongdes entiers) reste la méme s lors que les couples
d'orbites periodiques consiceees ne sont pas impliques dans une bifurcation (par contre une seule orbite de la
paire consiceee peut etre impliguee dans une bifurcation). Les proprees topologiques sont donc plus robustes
a toute perturbation du syseme que les proprees ggo netriques (dimensions, exposants de Lyapunov, ...) qui
ependent des paranetres de contrble.

De ce fait, si nous sommes capables d'extraire ces invariasmttopologiques des mesures experimentales, ils
peuvent étre utilies pour valider un moctle ou e nir d es classes dequivalence de comportement dynamique.
La caracerisation topologique se ewele alors un outil crucial pour la slection des champs de vecteurs qui
peuvent cecrire les observations. Elle se ewele donc #&e tes compkmentaire des techniques de reconstructiom
globale.

La carackrisation topologique recessite I'utilisatio n d'un espace reconstruit tridimensionel. Pour cela, la tes
populaire methode des cecalages peut étre utilisse. Canme nous le verrons au cours de ce chapitre des change-
ments de variables plus sophistiques peuvent &tre utiliss a n d'obtenir un portrait de phase bien developpe. Par
"bien cevelope”, nous entendons qu'en chaque egion del'attracteur, les portions de trajectoire se ceveloppent
sur une varee bien etendue. Ainsi, l'introduction d'u n changement de variable serta "deplier" les orbites
periodiques de manerea faciliter letude topologiqu e.

La carackrisation topologique est plutdt robuste face a la contamination du bruit puisque ce dernier com-
mence par cktruire les orbites de hautes periodes et que sdes les orbites de faibles periodes sont recessaires et
su santesa la caracerisation. Ainsi, G. B. Mindlin et al [2] montrent que, malge un niveau de bruit de I'ordre
de 60 % par rapport au signal, l'identi cation des orbites de faibles periodes est encore possible.

Nous verrons, au cours de ce chapitre, quelques applicatisrde la caracerisation topologiquea des sysemes
physiques tels que des sysemes laser ou les eactions chiques.

7.2 Les sysemes laser
Parmi les sysemes experimentaux couramment etudes avec les outils de la dynamique des sysemes, les
lasers occupent une place de choix. Plusieurs types de lassontetudes : le laser CO;a fequence moduke [3],

le lasera esonance magretique nuckaire (RMN) [4, 5] et le laser contenant un absorbant saturable [6]. Nous
pesenterons brevement quelques esultats sur ces lasrs.
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7.2.1 Laser CO »

Le laser CO,a modulation interne est connu pour pesenter une cascadede doublements de periode comme
route vers le chaos [3]. En raison de la classe dequivaleeak nie par la cascade de doublements de periode [7]-[8],
nous savons d'ores et cep que l'attracteur chaotique geree par le laser CO, sera caracerie par une application
de premier retoura deux branches monotones : une croissaatet une cecroissante. Le patron caraceristique de
l'attracteur sera alors constitie d'une bande de torsion locale paire et d'une bande de torsion locale impaire.

Le grandeur physique mesuee est l'intensie | (t) du rayonnementemis. Toutefois, M. Lefranc et P. Glorieux
[9] ont monte que ce nktait pas la variable la plus adapt eea la caracerisation de ce syseme. En e et, levolut ion
temporelle de l'intensie du rayonnementemis pesente de nombreuses quences kthargiques, a l'intensieest
tes voisine de &ro. Les attracteurs reconstruits pesentent alors des zones a les trajectoires sont tes fortenent
con rees, rendant celicate letude des proprees au ssi bien topologiques que geonetriques [9].

Ainsia l'aide de l'algorithme de P. Grassberger et I. Procaccia [10], M. Lefranc et P. Glorieux ont monte
gue le logarithme de l'intensit, ou, experimentalement, une fonction approctee fournie par un ampli cateur
logarithmique, permettait la reconstruction d'un attract eur plus homogne. De plus, ils notent que Lo¢ appara’t
comme une variable naturelle au sein desequations cecriant leur syseme laser [9]. lls utilisent alors la rie
temporelle Log(l (t) + 1p), @ | est une tes petite constante qui peut &tre ajusee pour obtenir un portrait de
phase reconstruit par la methode des decalages correcteent ceple.

Comme leur syseme est periodiquement fore, ils utilisent les coordonreesf X (t); X (t+ ); g, ar X (t) =
Log(l (t) + 1) et est un cecalage temporel et = It mod2 est la phase de la modulation exerieure.
L'attracteuretrange ainsi obtenu est repesent Fig. 7 .1.a (d'apes [9]).

(a) Attracteur reconstruit dans I'espace (b) Application d e premier retour
fX (@)X (t+ ) g
Fig. 7.1 { Comportement du laser CO, forea 382 :5 kHz. La pesence de deux branches monotones (une croissante et
une cecroissante) implique un patrona deux bandes (une pa ire et une impaire).

lls obtiennent une application de premier retour (Fig. 7.1b), similairea celle obtenue pour le syseme de
Ressler (chapitre 2), caraceristique de la cascade de dablements de periode. lls proposent le patron (repesent
Fig. 7.2) ce ni par la matrice de liaisons suivante :

o 1
Mco, 11 (7.1)

Ce patron est valice par le calcul du nombre de liaisons obteu sur une projection des orbites eriodiques sur
le plan (t=Tg mod 1, X (t)) aw Tp = 2,— est la riode de forcage (Fig. 7.3).
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(t/Tg) mod 1

Fig. 7.3 { Projection de la paire d'orbites geriodiques
(1,10) sur le plan (t=Tgmod 1; X (t)). Le nombre de liai-

Fig. 7.2 { Patron repesentatif de lattracteur gree sons L(1;10) estegala 1. Le patron est valice. L'at-
par le laser CO, for@a 382:5 kHz. La paire d'orbites tracteur est donc assocea une dynamique type "Ressler
meriodiques (1,10) est construite sur le patron: L(1;10) = a deux bandes".

1.

7.2.2 Laser RMN

L'activie laser RMN est fournie par le spin nuckaire de | ‘aluminium 2’Al dans un cristal de rubis placa
la temperature de 2:4 K au sein d'un champ magretique By d'amplitude 1:1 T esla. La magretisation nuckaire
totale M = (My;My;M;) pecessea la fequence , = 12:3 MHz . L'inversion de la population est obtenue
a l'aide d'une pompe micro-onde et la esonance par con nanent de l'activie dans une cavie. L'intensie du
rayonnement est proportionnellea I'amplitude de la magnetisation nuckaire transverse Mt = (M2 + Mf)lzz.

Le moctleetendu de Bloch-Birko decrit correctement le s observations exgerimentales. Il sécrit [5] :

Sy - X

X Y

E y = Rx y@d+ay) xz (7.2)
"z = bz+xy

al x est proportionnel au champ magretique transverseBt, y a la magretisation longitudinale M, et za
la magretisation de la pompe M. Les parametres de controle R; ;b) = (4 :8751:807 2:10 *) cependent de
variables physiques. La fonctionf ( ) =1+ Acos( ) decrit la modulationa la flequence ! 2 [0:014; 0:034] et

est un temps normalie. Le syseme dequations (7.2) se eduit au syseme de Lorenz [11] lorsquea= A =0.
Sous ces conditions, 'attracteur asymptotique est le poih xe de coordonrees

%x:pb(R 1)
Ey:pb(R 1) (7.3)
z=R 1

La brisure de synetrie induite par I'adjonction du terme ay implique que seul un point xe est obtenu (au lieu
de deux pour le syseme de Lorenz).

La dierence entre ce moctle et le mocele conventionnel de Bloch-Birko consiste en la pesence du terme

ay?, oua 0:261 cecrit un amortissement nonlireaire de la magretisation transverse y. La recessie de ce
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terme aet montee par L. Flepp et al [5]a 'aide d'uneetude minutieuse des orbites periodiques dans l'espace
des paranetres!  A. La confrontation de I'organisation des orbites periodiques de I'experience avec celles du
mocktle a donc permis de peau ner le mocele et de le valider.

N. B. Tullaro et al [4] ont caractris topologiquement |'attracteur gen ee par ce syseme. L'extraction des
orbites periodiques est ealisea partir de I'enregis trement de la magretisation transverse Mt (t). Une projection
d'une paire de ces orbites est donree Fig. 7.4. L'applicatin de premier retour permet de ce nir une partition
et de coder ces deux orbites par les squences respectivdy et (10). Leur nombre de liaisonsL (1; 10) estegal
+1 (voir Fig. 7.4).

G
___ (10)

Fig. 7.4 { Projection de la paire d'orbites eriodiques (1,10) extra ite de l'attracteur geree par le laser RMN (d'apes
N. B. Tu llaro et al). Le nombre de liaisons L(1,10) estegal a +1.

Le patron assocea un tel comportement est un simple patrana deux bandes du type "Resslera deux
bandes" (voir chapitre 2). Il est c& ni par la matrice de lia isons suivante :

0 O
M RrmN 0 +1 (7.4)

et est repesent avec les deux orbites periodiques (1) € (10) Fig. 7.5.

Une fois encore, la dynamique du laser RMN est compatible awela dynamique type "Resslera deux
bandes". Les torsions sont ici positives alors qu'elleseaient regatives pour le laser CQ,. Un esultat analogue
aet obtenu par F. Pappo et al [6] sur un laser CQ pourvu d'un absorbant saturable. Ainsi, I'ensemble des
sysemes laseretudes dans la literature pesente d es patrons compatibles avec une dynamique du type "Ressler
a deux bandes". Bien que les sysemes experimentaux di erent, la dynamique est semblable, au moins quanta
l'organisation des orbites periodiques contenues dans kattracteursetudes.

7.3 Les eactions chimiques

La compehension des eactions chimiques se ewele éte un enjeu important pour |'optimisation de la pro-
duction de tout produit chimique. Au cebut des anrees 80, J. C. Roux et H. Swinney [12] ont monte la nature
nonlireaire des ciretiques chimiques dans des milieux hmogenes. Ainsi, lorsqu'elles sont maintenues loin de
lequilibre, les eactions chimiques peuvent pesenter un comportement chaotique colerent [12]. La plus ekbre
de ces eactions est la eaction de Belousov-Zhabotinskiqui o re la plupart des s@narii vers le chaos comme le
doublement de geriode, les intermittences, les accrochags de fequences, ... Une revue historique sur la eaction
de Belousov-Zhabotinskii est donree par A. Arreodo et al [13].
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Fig. 7.5 { Patron assocé au comportement du laser RMN. Le couple d'or bites periodiques (1,10) est construit :
L(1,10)=+1. (d'apes N. B. Tu llaro et al)

Cette eaction peut étre cecrite par le mecanisme eac tionnel suivant [13] :

8
BrO, + Br + 2H* [ HOBr + HBroO ,
HBrO, + Br + H* 2 2HOBr
HOBr + Br + H* [ Br, + H,0

BrO; + HBrO, + H* § 2BrO, + H,0
2HBrO, [° HOBr + Bro, + H* (7.5)
BrO, + Ce® + H* ke ce* + HBrO,
HOBr + AM 7 BrAM + H ,O
BIAM + Ce* I B + R +Ce3 +H"

R+Ce* [° c& +p

{ AM est l'acide malonique
{ BrAM l'acide bromomalonique
{ R un cerive oxyce de I'acide malonique

tandis que le bromine et P ne sont pas pris en compte au sein da kiretique. Suivant ce syseme, apes une

successions de eactions al le bromide est consommne, deeactions fournissent un processus de etroaction
dans la production de bromide quand le catalyseur netallique Ce, dans son etat oxyce, eagit avec l'acide

bromomalonique. Ce syseme est eduit en tenant compte dufait que les composants tels que le bromate,
l'acide sulfurique, I'acide malonique et le catalyseur neallique Ce(iii) sont en grande concentration qui varie

peu. Ces concentrations sont alors prises constantes sanui cations des esultats [13].
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Le syseme dequations dierentielles suivant est alor s obtenu :
8 0

X1 = aiXy  @XiXz  asXiXz + KgXsXe + Ko(Xj X1)

X2 = aiXa axX1Xo Xy + 35X£ 2k5X§ + agXy koX2

Xa = 2

(3 = a1X1 + 2axX1X2 aszX1X3z + k5X2 + azXs KoX3

X4 =2ayXp  2asX3  agXs  KoXa (7.6)

X5 = 8pX4 kgX5Xe koX5Xe KoXs

Xg = arXz  kgXsXg  KoXs

X7 = KgXsXg  KoXsX7  KoX7
al les variables x; et les paranetresa; sont repores dans le tableau ci-dessous. Puisque la edamn est maintenue
horsequilibre dans un eacteur ouvert, le terme kox? est ajout au sein du syseme (7.6) ; il repesente I'addition
de I'espece Br . Les termes KkoX; repesentent le ux des especes sortant du eacteur. F. Argoul, A. Arreodo

et P. Richetti [14] ont utilise ce syseme pour moctliser peciement un egime de la eaction de Belousov-
Zhabotinskii obsene par J. C. Roux,, R. H. Sinoyi et H. L. Swinney [15].

[ Xi a;

1 [Br] kq[BrOg]H"]?
2 [HBrOy] ko [H™]

3 [HOBr] ks [H"]

4  [BrO;y] ka [BrO5 H*]
5 [Ceé™] k 4 [HO]

6 [BrAM] ke [CE* J[H*]
7 [R] k7 [AM]

La eaction de Belousov-Zhabotinskii est I'une des eactons chimiques les plus etudees dans le contexte
de la dynamique des sysemes nonlireaires. Nous pesemrons ici deux etudes : celle d'un chaos faiblement
ceveloppe ealiee par G. B. Mindlin et al [2] et celle d'un chaos pes d'une situation homocline meee par A.
Arreodo et al [13].

7.3.1 Un chaos faiblement aveloppe

Nous avons vu que la eaction de Belousov-Zhabotinskii pouait &tre moceliee par un syseme de 7equations
dierentielles ordinaires. Malge cela, nous allons construire un ot tridimensionela partir de levolutionde | 'une
des grandeurs physiques du syseme. Les donreesetudes par G. B. Mindlin et al [2] ontet obtenues par un
groupe Texan et cecrites par P. Richetti et al [16].

A n de ecugerer une projection du portrait de phasea par tir de la ®rie temporelle mesuee, une nethode
de reconstruction doit &tre utilise (voir partie Il ). Dans le cas pesent, I'application d'une nethode de remns-
truction par cecalages temporels ou cerivees se ewele infructueuse car I'ensemble des intersections apparait
dans une tes petite egion de l'attracteur, ce qui rend di cile la caractrisation topologique. A n d'obtenir
une reconstruction plus acequate, G. B. Mindlin et al [2] utilisent un syseme de coordonrees constitie de la
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variable mesueex(i) et de deux lItres integrateurs. Il est de la forme
2 ..\ 3
(i )
5
=1 7.7)

° VW N 00
X
I
N
>
famm)
N
@

al est un cecalage temporel.

-0.2 +

[Ce"(t+1)]

1.2 +

O"g+
[Ce (V)]
Fig. 7.6 { Projection dans le plan XY de l'attracteur reconstruita pa rtir de la mesure d'une grandeur physique de la
eaction de Belousov-Zhabotinskii (d'apes Mindlin et a ).

Une projection dans le plan XY de l'attracteur reconstruit ( Fig. 7.6) o re une bonne esolution des intersec-
tions et permet la caracerisation topologique. L'application de premier retour de cet attracteur pesente deux
branches monotones, une croissante et une decroissante][En accord avec cela, le patron propos par G. B.
Mindlin et al est un simple patron constitle de deux bandes, une paire et ne impaire. Ce patron est repeseng
Fig. 7.7. Il est caracerig par la matrice de liaisons suiante :

0 O

Mgz 0 +1

(7.8)
Une projection de la paire d'orbites periodiques (10,101)est ealise dans le plan XY (Fig. 7.8). Le nombre de
liaisons L (10; 101) est identiquea celui obtenu sur le patron : le patron es valice.

7.3.2 Un chaos un peu plus ckveloppe

F. Argoul, A. Arreodo et P. Richetti [14] ontetude la e action de Belousov-Zhabotinskii sur un egime
chaotique plus ceveloppe que celui etude par G. B. Mind lin et al. lls se sont inereses au cas al le ot
s'inscrit sur un attracteuretrange qui provient des inter actions entre une bifurcation de Hopf surcritique et une
bifurcation homocline globale. Dans ce cas, le teoeme @ Sil'nikov (pesent brevement au chapitre 2) est
applicable et garantit le chaos.

La eaction de Belousov-Zhabotinskii estetudee par la mesure de la concentration en [C¥ ]. Levolution
temporelle de la concentration C(t) est repesenee Fig. 7.9. Le portrait de phase est reconsuit par une
nethode de cecalage temporel. L'attracteur ainsi obtenu est repore Fig. 7.10. Il est repesene dans le plan
C=C(t);C°=C(t+ );C"= C(t+2 ) estle cecalage temporelegala 1.
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! ! ) \
1 2
| | e
| | /}f ~ +1
— (10)
— (101) : o . -
Fig. 7.8 { Projection des orbites periodiques (10) et
Fig. 7.7 { Patron de lattracteur de la eaction de (101) dans le plan XY. Le nombre de liaisons L(10,101)
Belousov-Zhabotinskii. La paire d'orbites periodiques est de +2.
(10,101) est construite : L(10,101)=+2.
'100T\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\TE
CI E
Yo -200 3
o
-250
-300\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\E
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Time (s)
Fig. 7.9 { Evolution de la concentration en Ce*" etudee par F. Argoul et al.

A n d'obtenir un mocele d'une interaction entre une bifurc ation de Hopf et une bifurcation homocline, F.
Argoul, A. Arreodo et P. Richetti utilisent le syseme de t roisequations dierentielles ordinaires suivant [14] :

gX_=Y

Ce syseme possde deux points xes de coordonrees

8 8
< 5 k_l
2

Y=12 (7.9)

Z= Z Y X k1X2 k2Y2 k3XY k4XZ k5X 2Z

Fo et F

[oNeoNe)

L'origine pesente une bifurcation de Hopf lorsque = pour et positifs. Les parametres de controle ont
et choisis par F. Argoul, A. Arreodo et P. Richetti de man erea ce qu'il existe une orbite biasymptotiquea
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Fig. 7.10 { Attracteur reconstruita partir de levolution de la conc  entration en Ce*" etudiee par F. Argoul et al.

-0.025 ! !
-0.2

l'origine. Les parametres retenus sont repores dans le ableau 7.1. Levolution temporelle de la variable X (t)
est repesenee Fig. 7.11.

Tab. 7.1 { Coe cients du moctle de la eaction de Belousov-Zhabotin skii : les coe cients ontee choisis de manerea
ce que le syseme pesente une orbite biasymptotiquea I' origine (d'apes F. Argoul et al).

k 1 kz k3 I<4 k5
1 13 138 -1 1425 0 -0.2 0.01

c()

0 100 200 300 400 500

. t
Fig. 7.11 { Evolution temporelle de la variable X (t) du n(%dele de la eaction de Belousov-Zhabotinskii.

La wrie temporelle X (t) peut étre compaee tes favorablementa celle de la concentration C(t) en [Ce** ]
(Fig. 7.11). ll en est de méme pour l'attracteur geree p ar le mocele (7.9) repesent Fig. 7.12 dans le planXY .
A n de conna'tre un peu mieux cet attracteur, nous construisons une section de PoincaeP, (Fig. 7.13.a)
e nie par lI'ensemble
@o(X;Y;Z) 0
@Y
a ¢ estle ot assoce au champ de vecteurs k& ni par le syseme (7.9). L'application de premier retour

de la section de PoincaePga elle-mémea l'aide de la variable X (t) est repesente Fig. 7.13.b. Elle pesente
guatre branches monotones : une croissante et trois cecresantes. Le cedoublement des deux premeres branches

Po (X;Y 2R jY=0; (7.10)



228 CHAPITRE 7. TOPOLOGIE DE SYST EMES PHYSIQUES

20 LI L L L L L L L L B L L L B B L

15

10

-10

<
LA LALRA RN LR LR RN R R AR RRRN RARR AR LAY

-15

ET1 FTETRTTR FRTETRTT] ARRRATTRT] SNRETRTTR] FRRETRTTA RNSRNTTAT] SNRTTRITI

s b b b b s by
-25 -20 -15 -10 -5 0
X

Fig. 7.12 { Attracteur produit par le moctle de la eaction de Belouso v-Zhabotinskii. Sa con guration est tes semblable
a celle de l'attracteur reconstruita partir de levolut  ion de la concentration en [Ce*" ].
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X X,
(a) Section de Poincae (b) Application de premier retour

Fig. 7.13 { Section de Poincae P, et I'application de premier retour qui lui est assocee. Qu atre branches monotones
cockes respectivement 0, 1, 3 et 5 sont obtenues.

provient de la structure enepis de I'extemie de la sect ion de Poincae (Fig. 7.13.a). Il n'est pas essentiel pour
notreetude.

Sur les quatre branches monotones, nous pouvons ce nir uneglynamique symboliquea quatre lettres : une
paire et trois impaires. Nous les choisissons comme indigusur la gure 7.13.b. La dynamique symbolique est
donc ¢k nie par :

; 0 si X > 426

1 si 426> X > 1174 (7.11)
2 3 si  1174> X > 1988 '
" 5 si 1988> X

La population d'orbites periodiques est alors extraite de cet attracteur. Elle est reporee dans le tableau 7.2.
Nous constatons qu'aucune orbite de periode inkrieurea 6 ne comporte de lettre "5". Seules deux orbites de
periode 6 en comportent une. Unelagage est pesent sur Is orbites dont les ssquences contiennent les lettres
"1". Par exemple, les orbites cockes par des squences da forme (10") et (10" 1) ont disparu de l'attracteur.
Pecisons que toutes les orbites periodiques de l'attra¢eur ont pu etre cockes sur cette dynamique symbolique :
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la partition choisie est donc gereratrice.

Comme le montrent A. Arreodo et al [13], ce syseme est tes semblable au syseme de Resstg17]etude
au chapitre 2 de ce nemoire. De ce fait, nous gageons que le fpan de ce syseme est constitte des bandes 0,
1, 3 et 5 du syseme de Ressler. Suivant la matrice de liaisns propose section 2.4.3, la matrice de liaisons du
patron de l'attracteur repesene Fig. 7.12 est alors :

2
0 1 1 1
1 1 2 2
1 2 4 5

Le patron est repesene Fig. 7.14.

Fig. 7.14 { Patron de l'attracteur geree par le mockle de la eact ion de Belousov-Zhabotinskii.

Commercons par valider les trois premeres bandes du paton. Pour cela, nous choisirons les couples d'orbites
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Tab. 7.2 { Population d'orbites periodiques de l'attracteur du mod ele de la eaction de Belousov-Zhabotinskii.

periode  nombre coordonree enx coordonree enz £quence

1 1 -6.593684014826576 12.778730925251143 1

2 2 -13.215111721260056 28.767316803539149 30
-9.776943542966405 20.545458826767785 10

3 3 -15.376778488899028 33.613166341447567 300
-14.669091976115080 32.061612560909786 301
-11.587219764043109 24.933932394038848 101

4 6 -16.934946862717322 36.897605721754672 3000
-16.508054277406579 36.016409449861918 3001
-14.011004662562279 30.587515451913923 3011
-13.711377312712454 29.906911143374710 3010
-13.358845643431444 29.098908699548172 3031
-10.699132319184518 22.793070126313715 1011

5 11 -18.199424262123785 39.422048266344959 30000
-17.903999391883474 38.843838107503984 30001
-15.981815330674948 34.910617635102426 30011
-15.832214135498482 34.592350256393686 30010
-15.564662445822798 34.019020093014227 30031
-15.494379078309988 33.867484676003087 30030
-14.606822512600969 31.923402268256599 30130
-14.549219452130712 31.795285480034160 30131
-14.383815054389876 31.426207386762734 30110
-14.267566238981905 31.165684749238306 30111
-11.359561477440707 24.387931669833371 10110
-11.029546556152017 23.592846663594582 10111

6 24 -20.258773322538698 43.252721522059929 500000
-20.097498248472380 42.965360470663541 500001
-19.289316782402800 41.493021367190678 300000
-19.073114729807703 41.089992655243734 300001
-17.441952227226835 37.925307793274143 300011
-17.350767153979572 37.742009715601981 300010
-17.123183421349971 37.281542270001523 300031
-17.078719971162126 37.191101996281311 300030
-16.413043333506895 35.818336255379130 300130
-16.379964237895713 35.749380356708066 300131
-16.248271123049062 35.473217018648235 300110
-16.186878172191484 35.344066420088453 300111
-15.408069081131185 33.680960417532148 300301
-14.163073090116796 30.930740460894764 301111
-14.115501192412825 30.823520472640187 301110
-14.050758319670681 30.677391892595089 301131
-14.025666577325016 30.620677549920003 301130
-13.698688401833799 29.877959190694686 301030
-13.661503689712667 29.793067020771243 301031
-13.567982171134368 29.579170788009726 301010
-13.489461711473158 29.399190688427090 301011
-13.360119651762009 29.101853528721438 301130
-10.892914681486943 23.262553154537816 101111
-10.751836541413608 22.920928881078193 101110
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periodiques (10,1) et (301,300). Des projections de ces [r@s donnent des nombres de liaisons respectivement
egauxa :

L1G1)= 1
L(301300)= 4 (7.13)
Ces nombres doivent étreegauxa ceux donres par la relaton :
2 3
X1 Re
L(N1;iN2) = 54 M( i §) + Nins (N1;N2)3 (7.14)
i=1 j=1

a les N; cesignent les orbites de periode p; consiceees. M ( i; j) repesentent lesebments de la matrice de
liaisons au ; et ; sont les lettres des ssquences symboliques des orbites cieees. Nins (N1; N2) est le nombre
d'intersections positives compees sur le graphe d'insdion (pesent au chapitre 2). Les graphes sont construits
Fig. 7.16. Nous obtenons alors :

; L(10;1) = IM@1) + M(L;0) + Nps(10;1)]=3[ 1 1 +0]= 1
3 L(301;,300) = 1[M(3;3) + 3M(3;0) + M(3;1) + 2M(1;0) + M (0;0) (7.15)
. + Nins (301, 300)] = 5[ 3 3 2 2+0+2]= 4

Les trois premeres bandes sont donc valicees. A n de valder la bande 5, il nous faut maintenant une orbite de
periode 6 dont la s2squence symbolique contient un "5". Prenons le couple (500000,1). Une projection de cette
paire (Fig. 7.17) o re un nombre de liaisonsL (50000Q 1)egala 1. Le nombre d'insertion est trouveegala +5.
La relation algebrique (7.14) nous donne :

L(5000001) = %[M(5;1) + 5M(1;0)+ Nins (500000 1)]
(7.16)
= 3[ 2 5+5= 1
Le patron est maintenant compétement valice.
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(a) Projection de la paire (10,1) : L(10,1)=-1 (b) Projection de la paire (301,300) : L(301,300)=-4

Fig. 7.15 { Determination des nombres de liaisons par cecompte des intersections orienees sur une projection eguléere.

Remarquons que les deux premeres bandes de ce patron indigint une organisation des orbites eriodiques
identiquea celle induite par le patron obtenu par G. B. Mind lin et al, au signe pes. En e et, les torsions locales
sont positives sur le patron propos par G. B. Mindlin et al alors qu'elles sont regatives sur le patron du moctle
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(7.9). Nous ne savons pasa I'heure actuelle quel est le réldu signe des torsions sur un syseme dynamique. Nous
pouvons juste dire que les lois d'apparition des orbites peodiques sont identiques et que leurs organisations
sont identiques au sein des deux sysemes.

Il pourrait étre ineressant de valider ce mockle par rap port aux donrees experimentales utiliees par F.
Argoul, A. Arreodo et P. Richetti [14]. Malheureusement, nous ne pos®dons pas encore les enregistrements de
ces ries temporelles.

7.4 Conclusion

Nous avons etabli une beve revue des applications de la tpologie a des sysemes experimentaux. Pour
I'ensemble de ces dynamiques, except le mockle de la \dion de Belousov-Zhabotinskii, nous avons obtenu
des dynamiques type "Resslera deux bandes" (au signe pms), et ce, bien que les attracteurs aient des aspects
tes dierents. Ce esultat met enevidence une propri et synttetique de la caracerisation topologique : le p atron
obtenu ne tient compte que de la somme des contributions desigrentes torsions locales que subit I'attracteur.
L'organisation globale des orbites periodiques peut &te ainsi mise enevidence et leur ordre d'apparition plus
facilement formalie. Du point de vue local, dans une sectin de Poincae par exemple, les dynamiques de tous
les sysemes sont identiques : I'application de premier reour pesente un unique maximum dierentiable.

Par contre, si nous envisageons d'utiliser la caraceristion topologique pouretablir des classes dequivalence
de sysemes dynamiques, nous sommes en droit de nous int&ger sur la pertinence de ne pas distinguer la
dynamique gereee par le laser CO, de celles des autres sysemes laser. Le laser G@vec absorbant saturable
et le laser RMN ont, quanta eux, des dynamiques tes sembldlesa celle obsenee par G. B. Mindlin et al sur
la eaction de Belousov-Zhabotinskii (le cas est dierent pour celle etudee par F. Argoul, A. Arreodo et P.
Richetti puisqu'elle corresponda un chaos plus cevelopp). Il est probable que chaque torsion locale devra etre
repesente sur le patron de manéerea aneliorer les possibilies de la caracerisation topologique.
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10 1 01 130 300 301 003 013 030

10 1 01 003 013 030 130 301 300

(a) Graphe d'insertion de la paire (10,1). La base (b) Graphe dinsertion de la paire (301,300). La
inErieure est construite sur l'ordre naturel. La base inkrieure est construite sur l'ordre naturel. La
base superieure est obtenue en inversant les points base superieure est obtenue en inversant les points
periodiques de la bande 1 et en permutant en bloc les periodiques de la bande 3 (de parie impaire) et en
deux groupes de points de chacune des deux bandes permutant en bloc les points des bandes 1 et 3 avec
car M(1,0) est impair. On obtient Nis (10;1) = 0. ceux de la bande 0 car M(1,0) et M(3,0) sont impairs.

On obtient Njns (301; 300) = 2.

Fig. 7.16 { Graphe d'insertion pour les deux couples d'orbites priod iquesetudees.
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Fig. 7.17 { Projection de la paire (500000,1) : L(500000,1)=-1.
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Chapitre 8

Du chaos dans lesetoiles

8.1 Introduction

S'il est certain que des variations de la brillance de certaiesetoiles ontee obsenees vers le XVI € secle,
il semble qu'elles n'‘ont pasechappe aux astronomes de I'Atiquie. Ainsi, les Assyriologistes avancent que les
textes babyloniens annoncent la cecouverte de variationsstellaires il y a environ 2000 ou 3000 ans. L'hypottese
des variations de la brillance des etoiles eapparat dans la premere moite du XVI € secle. Il semble que la
principale raison de cette occultation provienne de la pee® Aristotlicienne : la nature divine, imgerissable
et inalerable de la matere dont sont faits les corps e@lestes interdit toute evolution des etoiles. De telles
observationsetaient ignoees sur le compte du manque deerieux observationnel [1].

La premere observation de la brillance d'un corps @lese variant geriodiguement date donc de la n du
XV1 € sicle. Elle serait ddea David Fabricius. Dans son ouvrage De Stella Nova Kepler date cette decouverte
au 13 Ao0t 1596. Au cebut du XIX € secle, la communaut scienti que explique ces variationsa l'aide de de la
treorie de leclipse base sur la necanique eleste. Il faut attendre la n du XIX € secle pour que les variations
de la luminosit soient expliguees en termes de gravitaton et de transport de chaleur. Jusqu'au cebut des anrees
80, levolution desetoiles, dites pulsantes lorsqu'elles pesentent des variations temporelles de leur lumino& et
de leur vitesse radiale, aet pense en termes de compoements plus ou moins periodiques. Avec la pecision
croissante des observations et de l'augmentation du temps '@cquisition, plusieurs etoiles ont et identiees
comme multigeriodiques ou ireguleres.

La description de comportements tes complexes par des sggnes dynamiques non-lireairesa quelques
deges de libere a conduit les astrophysiciensa moctliser les etoiles par de tels sysemes. C'est pourquoi la
pesence du chaos fut tout d'abord obsenee sur des modss nurreriques. Ainsi, J. R. Buchler, G. Kovas et M.
J. Goupil [2] pesentent des attracteurs du type "Resslera deux bandes" gerees par un mocele hydrodynamique
en description lagrangienne unidimensionnelle. Le necaisme de transport de chaleur est la di usion radiative.
Letoile est discetise en 60 couches e nies chacune par un rayon, une vitesse et une entropie (ou une autre
variable thermodynamique). La dimension de I'espace des m@ses est alors de 180. Pourtant, la dimension de
I'attracteur, estinreea l'aide de l'algorithme de P. Gras sberger et I. Procaccia [3], est voisine de 2.5! Ainsi, la
repesentation de l'attracteur peut &tre correctement realiee dans un espacea trois dimensions. Les pararetes
du mockle (la masse, la luminosit, la composition et la temperature e ective) correspondenta desetoiles du
type W Vir, RV Tauri ou de celles qui peuplent les Gepheides foides.

Sur ce mockle, J. R. Buchler, G. Kovacs et M. J. Goupil [4] observent un doublement de periode et une
intermittence [5]. Par ailleurs, la plupart des routes versle chaos ontet obsenees sur des moceles rudimentairs
des oscillations stellaires (pour une revue cetailee, onsulter [1]).

Malge une connaissance desetoiles sans cesse approfaeda physique pecise desetoiles demeure inconnue.
Aussi, il estimportant de distinguer des familles gereriques parmi les comportements temporels desetoiles. Etant
donree levolutiona long terme des comportements stellaires, ces classes de comportements devront survivre
aux variations des paranetres de controle [1]. De plus, latechnique d'analyse devra etre robuste au bruit
observationnel qui reste la principale source de di cule s dans I'analyse des donrees stellaires [6].
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Il existe deux types de quanties pour caraceriser un attracteur : les quanties geonetriques et les quanties
topologiques. Les quanties geonetriques telles que ladimension ou les exposants de Lyapunov, sont bases sur
la notion de distance dans l'espace des phases. Ce sont degls et ces quanties sont particulerement sensibles
au bruit (les distances etant rapidement perturtees par le bruit). De plus, elles sont sensibles aux variations
des paranetres de contréle et il n'est pasetabli peciement dans quelle mesure elles caracerisent un syseme
Par contre, les quanties topologiques sont une signaturede I'organisation relative des orbites periodiques. Ces
guanties sont peu sensibles au bruit car seule la connaissice de quelques orbites de faible periode, que le
bruit a ecte peu, est requise [7]. Ainsi, G. B. Mindlin et al [8] ont pu caractriser la topologie d'un attracteur
a partir d'une rie experimentale bruieea 60 %. L norme avantage des invariants topologiques est qu'ils sont
pesenes sous des variations des pararetres de contrf® du syseme. De ce fait, la caracerisation topologique
correspond pleinementa l'outil rechercte par J. Perdang [1] pour distinguer dierentes familles stellaires.

Aussi, nous appliquerons la caracerisation topologique un mocele simple repesentant les pulsations stel-
laires radiales. Ce moctle est doa M. Auvergne et A. Baglin [9]. Il gerere un attracteur chaotique pourvu de
symetrie centrale [10] qui recessitera de gereraliserun peu plus la proedure ceveloppee aux chapitres 3 et 5.

8.2 Un mockle détoile pulsante

M. Auvergne et A. Baglin [9] montrent que les variations reldives du rayon (x = ) d'une zone de letoile,
al r est le rayon de la zonea lequilibre, okeissenta la loi :

X+x+ 1+ x2 x+ x =0 (8.1)
al les coe cients et sont respectivement ¢k nis par :
8
_ 2+ 0)?
§ 1
_B 1 (8.2)
% A A2K?2
_ 1
T AK?2
al ; est une fonction de I'exposant adiabatique qui gouverne le ege d'instabilie, . une fonction de I'abon-
dance en nombre deements ionies et de = .+ a1 est le potentiel d'ionisation. Le terme A?K 2 quanti e

lecarta l'adiabacie et B=A est le terme de source de letoile. Le termex repesente la cerivee par rapport au
temps adimensionel egala AK! gt au !3 = % (G est la constante gravitationnelle,M la masse de la couche
etudee de letoile et r le rayon de cette couche). Il repesente le rapport du tempssur le temps thermique
tin = 1=AK! o de letoile. Suivant M. Auvergne et A. Baglin [9], ces coe c ients seront »sa

8

2 1 = 0:3
2 = 250 (8.3)
A2K2 = 10 2

Le terme de sourceB=A est choisi comme paramnetre de contréle du syseme. Nous'dvons »xa 0.12066.
Ce choix aek guice par I'application de premier retour. Le paranetre choisi corresponda une application de
premier retour dont les deux branches monotones se jouxterdu niveau du point critique (voir Fig. 8.7, section
suivante).

De manere a ramener le syseme (8.1) a un syseme deq uations dierentielles ordinaires, nous devons
e ectuer le changement de variables suivant : 8

X

1
<

E X
s (8.4)
"oz

=«
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Nous obtenons alors le syseme tridimensionnel suivant :
8
E X=Yy

E y=12z (8.5)

z+ 1+ x?2 y+ x

|N
1

Fig. 8.1 { Attracteur repesentatif du comportement de letoile pu Isante.

L'attracteur geree par ce syseme est repesene su r la Fig. 8.1. Remarquons que ce syseme estequivariant,
c'esta dire qu'il satisfaita la propree suivante :

O x@®)= F(:x() (8.6)

al x est le vecteur de composantesx{y;z), est un vecteur de I'espace des paranetres et repesente le
champ de vecteur du syseme (8.5). est une matrice caree, 3 3, qui c& nit lequivariance. La synetrieetant

centrale, skcrit 2 3
0 0
4 0 1 05 (8.7)
0 0 1

Cette synetrie se retrouve sur l'attracteur de la gure 8.1. La proedure de carackrisation topologique devra
donc etre analoguea celle ceveloppee sur le syseme dd.orenz [11, 12].

8.2.1 Construction du patron

Nous avons vu au cours de la premere partie de ce nemoire I@rincipe de la caracerisation topologique.
Elle consistea assimiler 'attracteura un ruban sur lequ el se ceveloppe les trajectoires. En divisant le ruban
en egions dont les proprees topologiques sont distinctes, nhous pouvons alors sclematiser l'attracteur par un
patron.

Ceci est ealisa partir de la projection de l'attracteu r (Fig. 8.2) et d'un logiciel de visualisation tridimen-
sionnellé'. Avant d'obtenir le patron c nitif, une succession det apes internediaires est requise. Une traduction
directe en terme de ruban de la projection de l'attracteur (Hg. 8.2) est repesente Fig. 8.3.

1Advanced Visual Systems Inc. 300 Fifth Ave. Waltham, MA 0215 4
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Fig. 8.2 { Projection de l'attracteur solution du moctle simple d'un eetoile pulsante : I'attracteur esta synetrie centrale
qui provient de la synetrie spterique du mockle.

‘B

Fig. 8.3 { Repesentation en terme de ruban de la projection dans le plan (x; x) de l'attracteur. A n de simplier la
repesentation, la boucle en gris fon@ subit une rotatio n de suivant 'axe ce ni par les points A et B. Chaque torsion
locale du ruban est sigree : une rotation de + a pour image par rapporta l'origine une rotation de
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Nous remarquons qua chaque torsion du ruban est assoceene torsion synetrique de signe oppos. En
e et, une synetrie centrale inverse les rotations [12]; céte propree aura des consquences fondamentales sur
la cetermination du patron. Nous devons auparavant, achewer I'extraction du patron. Pour cela, nous devons
simpli er la structure du ruban. Deux torsions locales apparaissent sur la boucle en gris clair : elles sont oppoees
et s'annulent donc. Il en est de m&me pour les deux torsionotales de la boucle en gris fon@. Nous imposons
maintenant une rotation de suivant I'axe AB de la boucle en gris clair (Fig. 8.3). Cette rotation induit
deux torsions locales opposes qui s'annulent donc. Une tation synetrique (donc de + ) est imposee suivant
le méme principe a la boucle en gris fone. Nous aboutisses alorsa une con guration beaucoup plus simple
repesente Fig. 8.4.

Fig. 8.4 { Les rotations opposes ontet annihikes : les deux ail es ontee replees sur elles-mémes. Il ne reste que les
deux repliements : le rotation correspond au repliement de la boucle en gris fon@ sur la baucle gris clair. La rotation
+ , synetrique de la premere, correspond au repliement de | a boucle gris clair sur la boucle gris fon@. Cette dernéer e
rotation n'est pas tes visible sur la gure car elle est mas qtee par la boucle en gris fone.

La structure obtenue est alors repesente sous la forme @Win double patron (Fig. 8.5). Chaque patron
correspond au domaine fondamental (ou une de ses copies) guar copies successives, permet la restitution
compekte du portrait de phases. Dans le cas pesent, le doraine fondamental est cope une fois. La synetrieetant
centrale, une copie pesente des rotations de signhes op@ssaux rotations pesentes sur le domaine fondamental.

P. Cvitanovt et B. Eckardt [13] ont monte que la descript ion dynamique doit se faire uniquement sur le
domaine fondamental. Comme pour le syseme de Lorenz (chdpe 3), le double patron (Fig. 8.5) est alors
divie en deux patrons (Fig. 8.6) : ils sont opposes I'un del'autre, \eritable signature de la symnetrie centrale. Le
premier (Fig. 8.6.a) pesente une bande pourvue d'une torfon locale de + . Au contraire, le second (Fig. 8.6.b)
est constitte d'une bande de torsion locale de . Dans les deux cas, une seconde bande depourvue de torsion
locale est pesente. Toutefois, le second patron (Fig. 8.®) n'est pas en accord avec la convention d'insertion
standard [14]. Un croisement suppkementaire entre les dexi bandes doit donc &tre ajoue de manerea ce que
les bandes soit repesentes de l'arrere vers I'avant & de la gauche vers la droite.

L'attracteur geree par le mockle de letoile pulsant e est alors caracerie indieremment par ses deux
patrons. Il persiste une incetermination sur le signe de larotation, \eritable signature de la symetrie centrale
du mockle.

8.2.2 Validation par les orbites griodiques

Comme nous l'avons vu au chapitre 3, la construction d'une aplication de premier retour d'un syseme
equivariant doit se construire sur le domaine fondamental c'esta dire qu'un ensemble de Poincae , constite
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Fig. 8.5 { Double patron synetrique par rapporta l'origine de I'att  racteur du mockle de letoile pulsante.

a) b) c)

+p P

Insertion standard Insertion non-standard Insertion standard

Fig. 8.6 { Les deux patrons issus du double patron sont ici repesentes : la torsion locale apparaissant sur la bande
exerieure est regative (a) ou positive (b). La conventio n d'insertion n'est pas respecee sur la repesentation ( b) : un
croisement entre les bandes doit étre introduit (c).
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Tab. 8.1 { Population d'orbites priodiques instables de l'attract eur repesentatif de letoile pulsante.

feriode nombre  coordonree enx coordonree eny  ®quence
1 1 0.280685391937022 1.464763514002338 1
2 1 0.282075651265174 1.491807868312381 10
3 0
4 1 0.282338705009153 1.496595893436384 1011
5 0
6 2 0.282482667303333 1.499398362313127 101110

0.282534874219053 1.500340931658411 101111

de deux sections de Poincae . et , doit &tre utili®. Les deux sections sont respectivement e nies par
+ (x;y) 2 R2jz=0;x> 0:27

et
(x;y)2R%2jz=0;x< 0:27

Ces deux sections ne doivent pas &tre distinglees par la veable utilie pour la construction de I'application
de premier retour [11]. Aussi la valeur absolue de la variald x est utiliee (Fig. 8.7).

0 1

:\ TTT TrrrrrrorrT TTrrrrrrrr TrrrrrrorrT ‘ TTrrrrrrorrT TTrTrrrrrr 4

0,282F =

g . 3

0,281 E
R E
* 0,280 \ 3
0,279F E
0,278F E

:\ L1 ‘ ) T B | ‘ N T T I ‘ ) T B | ‘ ) T | ‘ ] T | \:

0278 0,279 0,280 0,281 0,282

x|

Fig. 8.7 { Application de premier retour de l'ensemble de Poincae a lui-méme : deux branches monotones sont
pesentes, une croissante et une cecroissante.

Deux branches monotones sont obtenues (Fig. 8.7) : une cr@ante et une decroissante. Ceci est bien en
accord avec la bande paire (sans torsion locale) et la bandenpaire (torsion de ) obtenues sur le patron
(Fig. 8.6). Assignons respectivementa ces deux bandes leshires 0 et 1 a n de coder la population d'orbites
periodiques. La population pesente au sein de l'attracteur est reporee dans le tableau 8.1.

Comme le laissait pesager l'application de premier retou, la population d'orbites periodiques est fortement
elaglee. Aucune orbite de periode 3 et 5 ne sont apparues.Rappelons que ces feriodes sont les derneresa
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apparatre selon le treoeme de Sarkovskii [15, 16]. De fus, les quences symboliques obtenues sont en parfait
accord avec l'ordre d'apparition donre par la dynamique symbolique (voir chapitre 2).

Nous prenons le couple d'orbites (1,10) a n de valider le paton. La projection de ces orbites (Fig. 8.8) et
une consultation de la troiseme coordonree permet la cetermination du nombre de liaisonsL (1;10). Ce nombre
ne peut étre sigre en raison des proprees des synetries centrales. Le nombre de liaisons est compt sur le
domaine fondamental qui correspond au ruban gris fone@ (owclair) Fig. 8.3. Pratiquement, ceci se ealise en
ne tenant compte que de la moite gauche (ou de la moite drate) de la projection (Fig. 8.8). Nous choisissons
arbitrairement le ruban gris fone comme e&rence (ou comme domaine fondamental). Des complications vont
appara&tre car sur ce demi-plan, le domaine fondamental /st pas pesent dans son ensemble alors qu'une partie
de sa copie l'est. De ce fait, nous devons tenir compte des ietsections entre le domaine fondamental (gris fone)
et sa copie (gris clair). Ceci peut etre vu sur la gure 8.2 a hous pouvons aiement voir une intersection entre
la boucle gris clair et la boucle gris fone. Trois types d'ntersections sont alorsa distinguer :

les intersections entre les deux orbites au sein du domainerfidamental : le signe est consene (group&,
Fig. 8.8),
les intersections entre les deux orbites, I'uneetant sur & domaine fondamental et I'autre sur sa copie : le
signe doit &tre inverse car I'e et de la synetrie est impl ique (groupe B, Fig. 8.8),
les intersections entre les deux orbites au sein de la copide signe doit &tre invere (goupeC et D, Fig.
8.8).
Ainsi,etant donre que la synetrie centrale inverse le signe des rotations, et donc celui des intersections, toute
intersection mettant en jeu le ruban gris clair (le synetri que du ruban gris fone@) doit étre inveree. Le cecompte
est le suivant :

L@10)=2[(6Da ¢Ds (2 (Dol = +1

Une construction du couple d'orbites sur le patron (Fig. 8.9 pesente un nombre de liaisons de +1 (le patron
Fig. 8.6.a aek choisi; le second patron aurait donre L(1;10) = 1). Le signe du nombre de liaisonsetant ici
incetermire, les deux patrons sont valices.

L
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(a) Projection de la paire (1,10) (b) Agrandissement
Fig. 8.8 { Projection du couple d'orbites periodiques (1,10). L(1;10) = +1.

-1,5

G b b b b b b b

Cette proedure est \eriee sur le couple d'orbites per iodiques (1,1011). Le nombre de liaisong (1;1011)
obtenu sur la projection (Fig. 8.10 estegala :

L@10)= 2+ a (85 (4 (o] = +2

Ce nombre peut &tre aiement retrouwe par une construction des orbites sur le patron de la gure 8.9.
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Fig. 8.9 { Construction des orbites geriodiques sur le patron pourvu de torsions regatives. Le nombre de liaisons est
deL(1;10) = 1[+2] = +1.

I
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1,0

0,5

dx/dt
0,0

dx/dt

-0,5

-1,0

-1,5 — (1011)

pr b b b B
-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
X

(a) Projection de la paire (1,1011) (b) Agrandissement
Fig. 8.10 { Projection de la paire d'orbite geriodiques : L(1,1011)=+ 2.
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8.3 Analyse en fequence

Nous avons vu que le syseme etait equivariant. Ceci implique que toute analyse doit etre faite sur le
domaine fondamentala l'aide d'une variable invariante. Comme pour le syseme de Lorenz (chapitre 3), une
telle analyse peut etre ealisea l'aide d'une valeur absolue sur I'une des variables du syseme. En e et, les
variables du syseme sontequivariantes. De ce fait, par $mple action de la matrice sur unetat Xy du domaine
fondamental, cetetat est projee sur la copie du domaine fondamental. L'action de la matrice transforme les
coordonrees par une simple inversion de signe. Aussi prend la valeur absolue d'une variable, c'est la rendre
invariante sous l'action de la matrice . En d'autres termes, elle ne distingue plus le domaine fondaental et sa
copie. L'analyse dynamique peut alors etre e ectlee en taite con ance.

Une telle proedure s'applique aussi lors du calcul d'un spctre de puissance. Le spectre de puissance de
letoile est ealisa partir de la valeur absolue de la v ariable x sur 32768 points echantillonres sur le pas de
temps = 0:05. Le spectre est repesent Fig. 8.11.

O P T T T T T T T T T T T

50 -

DSP (dB)

100l |

splinno b ol oo o oa
Q00 025 050 075 100 125 150 175 2,00

Frequence (Hz)

Fig. 8.11 { Spectre de puissance de levolution de letoile.

La fequence fondamentalef o est de Q75. La periode des pulsations radiales de letoile est dow de l'ordre du
temps thermique. Nous retrouvons sur le spectre les fequacesf =2 et f ;=4 encore tes pesentes, \eritable signa-
ture d'une cascade de doublements de periode. Comme nousalons vu sur la population d'orbites periodiques
(Tableau 8.1), le chaos est faiblement cevelopge.

8.4 Conclusion

Par l'intermediaire de la topologie de l'attracteur, nous avons construit un patron repesentatif de I'organi-
sation des orbites periodiques. Il constitue une \eritable "carte d'identie" de la dynamique de letoile. D'autr e
part, nous avons mis enevidence un domaine fondamental sulequel toute analyse doit étre e ectwee. Ainsi,
I'analyse en fequence est meree sur ce domaine par l'interediaire de la valeur absolue de la variable.

De par sa robustesse au bruit et de sa faible cependance visvis des paranetres de contréle, la caracerisation
topologique apparat comme I'approche iceale pour la clasi cation desetoiles.
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Chapitre 9

Le chaos en electro-chimie.

9.1 Introduction

R. J. Field, E. Koms et R. M. Noyes [1] ont puble en 1972 une analyse du comportement oscillant de
la eaction de Belousov-Zhabotinskii. Depuis, de nombreses equipes ont largement etude la nature de ces
oscillations [2, 3]. Une revue compekte sur cette eactian est donree par A. Arreodo et al [4]. La cemonstration
d'un comportement chaotique deterministe n'est maintenant plusa faire et la structure de I'attracteur pesent
par cette eaction est bien connue [5].

Des oscillations apparaissent aussi durant des eactior@ectrochimiques. Ces eactions incluent leselectrolyses
[6]. De nombreusesetudes ontet ealiees ecemmernt sur des eactions chimiques ai l'existence de structures
chaotiques aet mise enevidence [7, 8]. Lelectrolysedu cuivre dans de l'acide phosphorique (HPO,4) a aussi
etetudee par F. Albahadily et M. Schell [9]. La route v ers le chaos de cette eaction provient d'une bifurcation
de Hopf suivie d'un doublement de periode. Pecisons que e scenario est celui suivi par le syseme de Ressler
[10] qui aek corcu pour mockliser les trajectoires dans I'espace des phases de eactions chimiques. L'objet de ce
chapitre est la caractrisation topologique d'attracteurs experimentaux issus des donrees fournies par lequipe
de J. L. Hudson'.

9.2 Electrolyse du Cuivre

L'experience est baee sur un disque de cuivre de 8 mm de dieetre et plonge dans une solution d'acide
phosphorique a 857 % (pourcentage massique). Le disque est anine d'une rotan de 73.34 ts ! et joue le
role delectrode. Une tension statigue de 689 mV est applijleea cette electrode. Le courant | (t), exprine en
milliampere, est mesue en fonction du tempsa la feque nce de 1500 Hz (Fig. 9.1).
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Fig. 9.1 { Evolution de lintensie du courant traversant lelectr ode en fonction du temps.
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9.2.1 Quelques proprees de l'attracteur

Le comportement asymptotique s'installe sur un attracteuretrange repesent dans un espace reconstruit
par la methode des cecalages (Fig. 9.2) : le cecalage temprel estegala 0.01 s. L'attracteur est alors repesent
dans I'espace euclidierR® ¢t ni par les variables suivantes :

8 :
< X =i(t)
Y=i(t+ ) (9.1)
Z=i(t+2)
a =0:08s.
60:H\\\\\\\\\\\\\\H LML L O B B H\\\\\\E
-
25:H\\\\\\\M\\\\\\H;é\\\\\\\16\\\\\\HJé\\\\\H\éé\\\H\\\gé\\\\H\l;o
X

Fig. 9.2 { Projection de lattracteur reconstruit repesentatif de  levolution de lintensie du courant en fonction du
temps dans le plan XY.

Le spectre de puissance est calcuk sur 32768 points et |ais apparatre une fequence principalea 9.76 Hz
(Fig. 9.3). La pseudo-periode Ty de cet attracteur est donc de l'ordre de 102 ms. Le cecalagegtmporel repesente
environ 10 % de la pseudo-periodeTy : le decalage est donc compris dans l'intervalle [@To=2] propos par Th.
Buzug et G. P ster [11]. La dimension de corelation D,, estinreea l'aide de l'algorithme de P. Grassberger et
I. Procaccia [12], estde 8 0:2.

O [ A T T
o -50 —
KA
[a]
2 ool
-100 "
_150 H\H\H\M\H\H\w\H\H\H‘H\H\H\M\H\H\N\H\H\H‘H\H\H\M\H\H\N\H\H\H‘H\H\Hl
0 5 15 20 25 30 35 40 45 50

Frequences (Hz)
Fig. 9.3 { Spectre de puissance des variations du courant :fo  9:76 Hz.

La dimension est donc inkrieure a trois. Le syseme peut &tre cecrit par un syseme de trois equations
nonlireaires. Une repesentation dans un espace desetts tridimensionnel su t donc. Toutefois, les techniques
de reconstruction n'o rent qu'une projection de cet espacedans un espace euclidie®™ as m est la dimension
de reconstruction. Suivant le treoeme de Takens [13], unespace de dimension au moinsegalea2;, + 1 est
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requis a n de se pemunir deventuelles self-intersections des trajectoires. Cependant, nous avons monte qu'un
espace de dimensionegalea celle de I'espace original paait, sous certaines conditions, étre su sante [14].

Ceci est le cas de l'attracteur etude ici : aucune self-intersection de la trajectoire violant le principe du
cteterminisme n'appara. L'attracteur peut &tre decr it en terme de ruban simplement ple comme [l'attrac-
teur geree par le syseme de Ressler. L'attracteur pr esente une zone centrale non visiee par la trajectoire
areriodique : une section de Poincae peut alors étre fadement construite. Elle est & nie selon la relation
suivante :

. @X

445 5y < O 9.2)

P (Yn;zn)Zszan

38

40

Y(i+1)

44
44 42 40 38

Y (i)

Fig. 9.4 { Application de premier retoura la section de Poincae P. Le point critique se situe au voisinage de 40.5.

L'application de premier retour de la section de Poincae P a elle-m&me est constitilee de deux branches
monotones, une croissante et une decroissante, et peséa un maximum dierentiable (Fig. 9.4). Cette propree
de l'application de premier retour permet d'a rmer que la ro ute vers le chaos de ce syseme est le scenario de
doublements de periode mis enevidence inckependamment pr P. Coullet et C. Tresser [15], d'une part, et M. J.
Feigenbaum [16], d'autre part. Nous retrouvons & con rmation des observations de F. Albahadily et M. Schell
[9].

Le point critique de l'application de premier retour permet la e nition d'une partition sur laquelle est
construite une dynamique symbolique. Les orbites periodgues vont ainsi pouvoir &tre cocees suivant la partition

suivante : )
0 siY > 406 ©9.3)

1 siY <406

9.2.2 Les orbites riodiques

La population d'orbites periodiques est extraite de cet attracteura partir de la srie scalaire temporelle
fXn gﬁif" al n est le temps discetis sur le pas de tempst = 0:67 ms. L'algorithme utilie est dda P. Dutertre
[17]. Il est base sur une reconstruction de l'espace des pisas par la methode des cecalages et travaille dans une
section de Poincae de l'attracteur ainsi reconstruit. Lorsque l'application de premier retour est correctement
e nie, c'esta dire qu'elle possde des branches monotmes bienevidentes, le codage des orbitesa l'aide d'une
dynamique symbolique est eali®e automatiquement. La ppulation d'orbites periodiques est reporee dans le
tableau (9.1).

Une orbite geriodique , ou plus exactement la portion de trajectoire aperiodique quievolue au voisinage

d'une orbite eriodique, est repeee au sein de la $riefxngﬁ2°1°° de la manere suivante :

= fxn jn2[ni;n2g
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Tab. 9.1 { Population d'orbites periodiques extraitea partir d'un
courant traversant lelectrode de cuivre. Les orbites codees par une fquence contenant la syllabe 000 ne sont pas ecore
apparues. L'apparition de cette syllabe esteminente car | ‘orbite (1001) qui, selon la dynamigue symbolique, apparat

CHAPITRE 9. LE CHAOS EN ELECTRO-CHIMIE.

avec l'orbite (1000) est correctement approctee par la tra jectoire chaotique.

e rie experimentale de levolution de lintensie du

Reriode coordonrees enY coordonrees enZ Sequence instantn; instant ny

1 41.311704 39.302285 1 45971 46117

2 40.908966 38.542939 10 14109 14412

3 40.922534 38.477819 101 10786 11282
40.876406 38.371998 100 26991 27508

4 40.894382 38.516484 1011 1796 2407
40.849273 38.380137 1001 280 983

5 40.854700 38.461538 10111 21857 22643
40.882174 38.443224 10110 7589 8385
40.876406 38.371998 10010 26991 27813
40.830278 38.363856 10011 38380 39198

6 40.927957 38.534796 101110 23741 24665
40.816714 38.453397 101111 5755 6673
40.824176 38.400488 100111 47581 48578
40.854700 38.388277 100110 13409 14412
40.835708 38.371998 101100 41211 42206

L'orbite est ainsi facilement retrouvee au sein de la srie temporelle.

L'extraction des orbites periodiques est particulerem ent utile pour la carackrisation des attracteurs. Ainsi
N. B. Tu llaro [18] a monte que le nombre de liaisons L(N1;N7) entre deux orbitesN; et N, su saita valider
un patron, vision sctematique de la topologie de l'attracteur. Le nombre de liaisons est c& ni suivant la relation :

1 X
L(N1;N2) = > 12(p) (9.4)
p

al p cesigne une intersection entre 'orbite N; et I'orbite N, dans une projection plane egulere (qui ne pesente
pas d'intersection entre plus de deux segments d'orbites)ltes self-intersections ne sont pas prises en compte.
12(p) estegala 1 suivant la convention standard d'intersection repeseree Fig. 9.5 [19].

VRN
/ .

Fig. 9.5 { Convention standard d'intersection : a) croisement positi f, b) croisement regatif.

a)

Le nombre de liaisons est estine avec le couple d'orbites (10) repesent Fig. 9.6. Deux intersections
positives sont trouvees par consultation de la troiseme coordonree (a n de statuer sur la profondeur respective
des orbites). Le nombre de liaisond (1; 10) est doncegala +1.
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Fig. 9.6 { Projection du couple d'orbites (1,10) : L(1;10) = 1(+2) = +1.

9.2.3 Le patron

Le patron assocea l'attracteuretude doit epondre  aux conditions suivantes :
{ etre pourvu de deux bandes (une pour chaque branche monotw) de torsion locale respectivement paire
(branche monotone croissante) et impaire (branche monotoa cecroissante),

{ induire un nombre de liaisons L (1; 10)egala +1.
Une inspection de l'attracteur dans I'espaceR 2 permet la construction d'un ruban sur lequel s'inscrit I'attrac-
teur. Nous obtenons alors le ruban repesene Fig. 9.7. Alcune intersection entre les deux bandes n'esta noter.
Le patron est donc le plus simple qui puisse &tre; il est repsent Fig. 9.8. Il \eri e bien la premere condition
enoncece peedemment.

Rotation de

<= Plan de Poincare utilise

. Bande O

Bande 1 (face superieure)

Bande 1 (face inferieure)

Fig. 9.7 { Ruban moctlisant l'attracteur de lelectrolyse du cuivr e dans l'acide phosphorique : une bande 0 sans torsion
locale et une bande 1 pourvue d'une torsion locale de + sont mises enevidence.

Ce patron peut etre cecrit algebriguement par la matrice de liaisons suivante :

0 0
M o 1 (9.5)



254 CHAPITRE 9. LE CHAOS EN ELECTRO-CHIMIE.

Fig. 9.8 { Patron de I'attracteur de klectrolyse du cuivre.

al lesekments de la matrice sont ¢k nis comme suit :

M (i;i) repesente la torsion locale de la bande

M M (i;j ) repesente les intersections entre la bandea et la bandej

Le patron n'est valice que s'il pedit correctement le nom bre de liaisons du couple (110) (par exemple).

9.2.4 \Validation algbrique

Il existe une relation algebrique permettant une telle \eri cation [20]. Soient deux orbites N; et N, de
periodes respectivesp; et p, telles que

N1 (1 2,25 py)
No (15 2:55 pa

a ; et j repesentent les symboles de la ssquence symbolique deshites consiceees. Ainsi, pour l'orbite
(10), nous avons :

1=1
w 1y
Le nombre de liaisonsL (N1; N7) est & nia 'aide de la relation suivante :
2 3
1 X X
L(N1;Np) = > 4 M( i; j) + Nins (N1;Np) S (9.6)
i=1 j=1

al Nips (N1;N>) est le nombre d'insertion cetermirea l'aide du graphe r epesene Fig. 9.9 [20].
Nous avons donc :

L(1;10) %[M(l;l) + 2M(1;0) + M(0;0) + 1]
= %[1+0+0+1]
= +1

Ce nombre de liaisons estegala celui obtenu Fig. 9.6. Le paon est valice. Nous avons un attracteur dont la
structure topologique est celle d'un ruban simplement ple comme l'avait ¢ ni O. E. Ressler [10] en vue de
mockliser le chaos chimique. Toutefois, le repliement espositif (+ ) au lieu d'etre regatif sur le syseme de
Ressler [21].
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o1

01

... (10)
— @
Fig. 9.9 { Graphe d'insertion entre les orbites (1) et (10). La base inferieure est obtenue suivant I'ordre naturel des
points periodiques. La base supgerieure est obtenue en permutant les points periodiques de la bande 1 (dont la £quen ce
symbolique commence par un 1) car la bande 1 est pourvue d'unetorsion locale impaire. Si un nombre d'intersections
M(1,0) impair aparaissait entre la bande 0 et la bande 1, les points periodiques de la bande 1 auraient d& étre permuge s
avec ceux de la bande 0.Nis (1;10) = +1.

9.3 Electrolyse du Fer

L'analyse de lelectrolyse du fer est ealiee selon la poedure peedente. L'exgerience est base sur un
disque de fer de 24 mm de dianetre et plonge dans une solution d'acide sulfurique molaire. Le disque est
anime d'une rotation de 16:67ts ! et joue le role delectrode. Une tension statique de 300mV est appligee
a cetteelectrode. Le courant i(t), exprime en milliamgere, est mesue en fonction du tempsa la fequence de
5000Hz (Fig. 9.10).

Fig. 9.10 { Evolution de lintensie du courant traversant lelectr  ode en fonction du temps.

L'attracteur est repesent Fig. 9.11. Il pesente une c on guration plus complexe que celui de Ielectrolyse
du cuivre. Le ruban sur lequel il s'inscrit subit plus de torsons locales.

Le spectre de puissance de levolution temporelle de l'inensie est calcuk avec 32768 pointsechantillonres
a la fiequence de 1250 Hz. La fequence fondamentale se &ie autour de 35 Hz (Fig. 9.12). La pseudo-periode
To de l'attracteur est donc de 28.5 ms. Le pic est beaucoup plustak que sur le spectre de lelectrolyse du
cuivre (Fig. 9.3). Lepaisseur du pic de fequenceetant relee aux proprees de coterence de l'attracteur [22],
la coterence de l'attracteur de lelectrolyse du fer est donc moinsevidente que celle de Ielectrolyse du cuivre.
L'origine de cette perte de coterence provient des multipés torsions locales que subit l'attracteur. En e et,
chaque torsion locale introduit un eger dephasage entreles dierentes egions de l'attracteur.

Pecisons en n que le cecalage temporel utilie lors de la reconstruction de l'espace desetats est de 1.6 ms
soit de l'ordre de 6 % de la pseudo-periodeTy.

Etant donre la con guration tes plisee de l'attracteu r et I'absence de zone centrale non visiee, il est di cile
de construire une section de Poincae. La section la plus ngesentative du syseme a et obtenue suivant la
relation

@Y

P (xn;Yn)ZszanY;@(<0 (9.7)

L'application de premier retour de la section de Poincae P a elle-méme pesente deux branches monotones,
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Fig. 9.11 { Attracteur repesentatif de levolution de l'intensit e du couranta travers klectrode de fer.

Fig. 9.12 { Spectre de puissance de levolution de lintensie du cou rant : fo 35 Hz.

une croissante et une decroissante (Fig. 9.13). Le patron d l'attracteur est donc constitte de deux bandes, une
de torsion locale paire et une de torsion locale impaire. laencore, cette application de premier retour permet
d'a rmer qu'il existe une cascade de doublements de geriode permettant I'ace@s au chaos. Le point critique est
sitlte au voisinage de 33.5. Les orbites periodiques vont asi pouvoir &tre cocees sur une dynamique symbolique
binaire.

L'attracteur peut donc étre ceccompo® en deux bandes : ure de torsion locale paire, cocee par le chire
0, et une de torsion locale impaire, cocee par le chire 1. Ce deux bandes sont repesentes sur la Fig. 9.14.
Alors que la bande 0 ne subit pas de torsion locale, la bande dubit successivement une torsion locale de +
et deux de : la somme des torsions locales est donc de . Aucune rotation relative entre les bandes n'est
a remarquer.

Le patron est donc constitte d'une bande de torsion nulle etune de torsion localeegalea . En raison de
la convention standard d'insertion doea P. Melvin et N. B. Tu llaro [19], une permutation des bandes doit étre
ajouee. Le patron ainsi obtenu est repesent Fig. 9.16. Ce patron est repesent algbriquement par la matrice

de liaisons suivante :

0o 1
M, L1 (9.8)

La \eri cation de ce patron est eali®ea l'aide d'une p rojection d'un couple d'orbites periodiques (Fig. 9.15).
Le nombre de liaisonsL (1;10) est de -1. La \eri cation algebrique donne :

L(1;10)

FIM(1;1)+ M (1;0) + Nins (1;10)]
(9.9)

= 101 1+01= 1
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Fig. 9.13 { Application de premier retour a la section de Poincae P : deux branches monotones apparaissent et
¢k nissent deux bandes sur le patron de l'attracteur.

al le graphe d'insertion est identiquea celui repesente Fig. 9.9. Le patron est donc valice. Il est identique a
celui de l'attracteur de Ressler pour les valeurs usuellesles paranetres de contréle [21].

9.4 Validation d'un moakle

L'extraction d'un patron est souvent utilisee pour valide r un mocele comme ceci aet eali par L. Flepp et
al [23] dans le cas d'un Laser-RMN et par F. Papo et al [24]. La caractrisation topologique a aussiet eali e
a partir de donrees experimentales d'une eaction de Belousov-Zhabotinskii [25]. Le patron ainsi extrait pourra
etre utilie pour valider un moctle de cette experience. Dans des cas particuliers tels que celuietude par F.
Argoul et al [26], d'autres crieres peuvent etre utilies : dans I'exemple de F. Argoul ce sont les proprees du
chaos au voisinage d'une trajectoire homocline qui sont ulies pour valider le moctle.

Nous souhaitons maintenant confronter les patrons obtenusvec le syseme de Ressler [10]. En e et, les
sysemes chimiques horsequilibre sont souvent gouveras par des eactionsa plusieurs composantes dont les
echelles de temps sechelonnent sur plusieurs ordres dergndeur. Ces dierentesechelles de temps impliquent
des varees lentes dans l'espace desetats al les trajetoires sont asymptotiquement con rees. En 1976, O. E.
Ressler suggere une interpetation intuitive pour expl iquer le chaos chimique. Il pensait que le ot,a travers
une varee lente plisee, pouvait &tre continuelleme nt einjece dans un petit voisinage d'un point xe instab le.
Il construit alors le syseme de troisequations dieren tielles ordinaires suivant :

8

% X=Yy z

; y= X+ ay (9.10)
z=Db+ z(x ¢

al (a; b; 9 sont trois paranetres de contréle. Lorsque @;b; 9 = (0 :398 2; 4), le comportement asymptotique de
ce syseme s'installe sur un attracteuretrange repesent Fig. 9.17.

La topologie de l'attracteur de Ressler est bien connue [1821]. En e et, cet attracteur peut &tre cecrit par
un ruban simplement ple, c'esta dire qu'il est constitu e d'une simple bande cepourvue de torsion locale et
d'une bande subissant une torsion locale de . A chacune de ces bandes nous pouvons associer respectivaime
letirement et le repliement, ingedients recessaires au chaos. Le patron de cet attracteur est identique au patron
repesentatif de lelectrolyse de fer (Fig. 9.16).
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Bande O Bande 1

Fig. 9.14 { Extraction des deux bandes de I'attracteur de klectroly se du fer.

Si une vision globale de l'attracteur de Resslera traversle patron ne permet pas de le distinguer de l'at-
tracteur de l'electrolyse de fer, nous avons vu que des torsns locales oppogesetaient pesentes sur ce dernier.
Ces torsions locales, absentes sur l'attracteur de Resglene permettent pas au syseme de Ressler d'étre utilise
comme moctle de cet experience, et ce, bien que l'organigian des orbites periodiques soient identiques sur les
deux attracteurs.

Au contraire, bien que les signes des rotation soient oppes entre l'attracteur de lelectrolyse du cuivre
et l'attracteur de Ressler, l'absence de torsions localesuppkmentaires permet de consicerer le mockle de
Ressler comme un mockle valable de Ilelectrolyse du cuive. La vision synttetique de l'attracteur ealise par | e
patron n'est pas su sante pour statuer sur la validie d'un mocktle. Le patron permet de connatre peciement
l'organisation des orbites periodiques et, par conequet, la mise enevidence d'un ordre d'apparition des orbites
periodiques. Pecisons que ceci est un enjeu de premerédmportance [27, 29] car la connaissance de l'ordre
d'apparition des orbites periodiques devrait permettre de statuer sur levolution de I'attracteur sous variation
d'un paranetre de contrle. Une version plus cetailee du patron, prenant en compte I'ensemble des torsions,
semble plus propicea la validation d'un mockele. En e et, | évolution d'une variable ne sera pas identique selon
gu'elle induit des torsions locales ou non (comparez levaution de la variable y du syseme de Ressler, Fig. 9.18,
avec celle de lelectrolyse du fer, Fig. 9.10).

La con guration de l'attracteur de lelectrolyse du cuivr e est plus proche de celle du syseme de Ressler.
Notamment, la con guration laisse pesager d'une situation homocline lorsque le chaos est Egerement plus
ceveloppe. Une analysea la "Sil'nikov" [4] permettrait alors de valider compktement le moctle de Ressler pour
cette experience.

Comme en pesence de synetrie centrale qui renverse le sig des rotations [30], le signe des rotations
n'‘apparat pas etre de premere importance pour la validation d'un mockle.

9.5 Conclusion

La caractrisation topologique de deuxelectrolyses aee ealiee. Nous avons monte que le patron ne pouvait
su rea valider un mockle, au moins dans sa version syntte tique : une versionetendue pourrait tre envisagee.
Les torsions locales opposes, qui s'annulent donc sur leapron, doivent &tre prises en compte car elles jouent
un réle peponcerant dans levolution de variables sur lesquelles est decrit I'attracteur. Une connection reste
aetablir entre levolution d'un attracteur sous variat ion d'un paranetre de contréle et la pesence ou non de
torsions locales opposes.
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=)

. o _ ) o Fig. 9.16 { Patron de l'attracteur de lelectrolyse
Fig. 9.15 { Projection d'une paire d'orbites geriodiques de l'at- du fer.

tracteur de lelectrolyse du fer : L(1;10) = 1.

Fig. 9.17 { Attracteur de Ressler : ( a;b; 0 = (0 :398, 2; 4).
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Fig. 9.18 { Evolution temporelle de la variable y du syseme de Ressler.
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Chapitre 10

Conclusion

Au cours de cet ouvrage, nous avons largement utiliee les mprees topologiques des attracteurs ; non seule-
ment dans leur caracerisation mais aussi dans la cetermnation de lequivalence entre un attracteur reconstruit
et un attracteur original. Ainsi, nous avonsetude les m ecanismes de croissance de l'attracteur de Ressler. Ce
type detude se ewle d'un inerét tout particulier d ans la mesure ai,a l'instar des routes vers le chaos, elle
permet une certaine pediction des comportements possilds du sysemeetude sous des variations de ses pa-
rametres de controle. Par exemple, si un physicien retrowe un attracteur du type de celui geree par le syseme
de Ressler, il existe une probabilie non regligeable paur que, sous des variations du paranetre de controle de
son syseme experimental, il observe uneevolution analoguea celle obsenee sur le syseme de Ressler. Il saura
au moins quels types de comportement seront interdits.

La caracerisation topologique a ek toute sa ness e dans la distinction des divers egimes de chaos, -
nesse inaccessible par des techniques d'analyse plus tradinnelles comme les spectres de puissance ou I'analyse
cgeorretrique (calcul de dimension, d'exposants de Lyapurov, ...). Elle permet notamment de degager divers
processus dynamiques responsables de levolution du sgste. Ainsi, le patron du syseme de Lorenz permet
de degager clairement des processus dynamiques diererst : une bande corresponda l'ascension des courants
chauds et I'autrea une phase d'ascension des courants frds. Toutefois la connection sysematique entre topolo-
gie et processus physique ne peut étreetablie ; cette corattion sera recessairementetroitement lee au syseme
etude. Malheureusement cette puissante technique de ceactrisation recessite de travailler dans un espace tri
dimensionnel, seul espace dans lequel est ¢ nie la thede des n uds. La gereralisation de cette technique passe
donc par la ealisation d'une treorie des n uds dans des espaces de dimension superieurea 3. |l existe cependant
des conjectures permettant, sous certains conditions (udiimensionalie de la varee instable, par exemple), de
se ramenera un espacea trois dimensions. De plus, les tosg sur lesquels s'inscrivent tout syseme esultant
de linteraction de plusieurs fequences fondamentalesn'ont pas encore fait I'objet d'une etude topologique.
Les raisons de cette disgrace proviennent de I'absence dgse€mes simples permettant la mise en place de la
proedure de caracerisation.

L'application de la caracerisation topologique aux sysemes synetriques a implique au cours de cet ouvrage
une remise en question de I'approche de tels sysemes. En et, nous avons monte pourquoi une observable
equivariante (qui tient compte des proprees de synet rie) ne fournit pas une information pertinente sur la
dynamique du sysemeetude. Notamment, un spectre de puissance calcuk sur une observableequivariante ne
fournit pas la bonne fequence fondamentale.

L'utilisation de la carackrisation topologique s'est aussi eweke un pecieux outil dans la cetermination de la
nature de lequivalence entre un attracteur reconstruit et I'attracteur original. Pour cela, I'existence d'expressions
analytiques entre l'attracteur reconstruit par la techniq ue de reconstruction utilisant les cerivees temporelleset
l'attracteur original a largement facilie ce travail. L' equivalence entre les dierents sysemes de coordonres de
I'espace reconstruit (les coordonrees par decalage temprel, les coordonrees de Legendre et les cerivees) pernte
ensuite de passer d'une nethodea l'autre. Cela nous a perns de justi er la reconstruction dans un espace de
dimensionegalea celle de I'espace original. Bien qu'il & puisse qu'un espace de reconstruction de dimension
aussi basse ne permette pas uneequivalence topologiquégist probable qu'une reconstruction topologiquement
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equivalente (qui, pecisons le, est su sante pour ecup erer toute l'information sur la dynamique) puisse étre
envisagee dans des espaces dont la dimension est largemémirieurea celle requise par le treoeme de Takens.

Si nous savons carackriser un attracteur, sa reconstrudbn se heurte encorea quelques probemes qui font
obstaclea l'application de telles methodes aux sysemes experimentaux. Cependant, bien que notre nethode,
base sur I'utilisation des cerivees temporelles, sou re de di cules leesa l'approximation des dcerivees, elle
n'en posede pas moins toutes les qualies requises pourng bonne competitivie. Sa grande originalie eside
dans la possibilie d'extraire des expressions analytiqes entre le portrait de phase et le portrait original. De
plus, elle ne recessite aucune hypotresed hoccomme certaines de ses concurrentes. Comme elle utilise teu
l'information locale disponible par l'intermrediaire des cerivees, elle ne requiert pas une grande exploration de
I'espace des phases et seule la connaissance d'une orbitegdeode 1 su ta reconstruire I'ensemble de I'espace
des phases. Nous pensons que de telles possibilies soraganage des nethodes dierentielles.

L'anelioration de I'estimation des cerivees est d'ores et cecp mise en uvre. L'utilisation d'une base de
polyndbmes de Legendre devrait permettre un meilleur compddement face au bruit; en e et, parce que les
cerivees sont estinees incependamment les unes des autks, le bruit ne devrait pas etre amplie au sein des
cerivees successives. La robustesse de l'approximatiomlu champ de vecteurs devra aussi étre anelioee. Le
ebat est encore tes ouvert sur ce sujet car il n'est pas faile de statuer sur les qualies et les cefauts de telle ou
telle methode. Une nmethode de cetermination des meilleurs paranetres de reconstructiona l'aide de fonctions
d'estimation d'erreur est en cours d'implantation : elle devrait permettre un choix plus rapide de ces paranetres.

Nous avons ceveloppe au cours de ce memoire quelques ous de la dynamique des sysemes qui permettent
d'apporter une contributiona letude de signaux experi mentaux issus de domaines vares. Ainsi une approche par
la dynamique des sysemes des sctemas eactionnels de ntbustion permet une connaissance rapide des divers
types de comportements possibles. lls devraient pouvoir dera la carackrisation delectro-cardiogrammes,a
la matrise des eactions chimiques par des techniques deontréle. L'application aux plasmas,a la biologie, aux
analyses optiques ai levidence des comportements chad@jues n'est plusa cemontrer, n'est plus une utopie...



